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2. Pequefias oscilaciones
2.1 Oscilador arménico
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Oscilador arménico

Introduccién

Considerando el movimiento oscilatorio de una particula alrededor de
un punto de equilibrio estable en donde F' = F(z),

Fx)=0 |
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Oscilador arménico

Introduccién
En ese caso se puede expresar F'(x) como una expansion alrededor del
punto de equilibrio x = 0,

dF 1 d’F 1 dBF
= F(z)=F ) o2 () o2 () 4+
(z) 0+x<d$>0—|—2!x (dx2>0+3lm (d:v3>0+
Tomando en cuenta las siguientes consideraciones:
i) Fo = F(xz = 0) = 0, por ser x = 0 definido como el punto de
equilibrio.
i) O(z™) ~ 0V n > 2, si se consideran desplazamientos pequefios.

Entonces, se puede aproximar F'(x) como:

dF
F(zx)=—kx V kE—() & k>0.
dx 0
en donde F'(x) representa una fuerza restitutiva que apunta siempre
a la posicién de equilibrio y se conoce como la ley de Hooke.
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Oscilador arménico

Ecuacién de movimiento
Relacionando la ley de Hooke con la 2da ley de Newton se tiene,
F=—kx & F=ma = —kx=mi,
por tanto,
itwir=0 V wi=k/m.
lo cual representa la ecuacién diferencial de un oscilador arménico.

Las solucién a la ec. anterior es una funcion periodica y se puede
expresar de las siguentes maneras, todas ellas equivalentes:

z(t) = A Coswot + B Sen wyt,
x(t) = A Cos(wot — 9),
x(t) = Ae™ot 4 Bemwot,

Omar De la Pefia-Seaman | IFUAP Mecanica Clasica — Propedéutico Fisica



Oscilador arménico

Energia cinética y potencial

Con la solucién a la ecuacién del oscilador arménico® se puede obtener
la expresién de la energia cinética,

T = %ma’cQ ¥ a(t) = ACos(wyt — 0),

= T= %mw%AQSenQ(wgt —9),
T = %kA2Sen2(wot —0) V k=mwp.

Por otro lado, para obtener la energia potencial,

F=-VU = F:—@,

dzx
1
U= —/Fdw = /kxdx = 514:3:2,

U= ék‘AQCOSQ(wot —9).

'En cualquiera de sus formas.
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Oscilador arménico

Energia total y propiedades fundamentales

Combinando los resultados anteriores para calcular la energia total,
1
E=T+U-= 5]{;142 [Sen2(wgt —8) + Cos?(wot — 5)} ,
1
E=T+U = 5k;A?,

por tanto, para el caso de sistemas oscilatorios lineales, la energia total
es proporcional al cuadrado de la amplitud.

Periodo Frecuencia
Es el intervalo de tiempo entre
repeticiones sucesivas en la posi- vo = i _ ‘1_ ﬁ
.7 . ./ .. - rFa )
cién y direccién de movimiento, T 2r\m

k
T0:27T l%' w0:27TVO: —77—7:
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Oscilador arménico

Oscilador arménico en dos dimensiones

Para el caso de un oscilador bidimensional, se tiene que la fuerza es:
F = —kr,

lo cual se puede expresar en coordenadas polares como sigue:

F, = —krCosd = —kx & F, = —krSent = —ky,
en donde las ecuaciones de movimiento son,

:'c'+w§x=0 & gj-i—wgy:(),

siendo las soluciones,

z(t) = ACos(wot — ) & y(t) = B Cos(wot — 3),

en donde wi = k/m.
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Oscilador arménico

Oscilador arménico en dos dimensiones
De las soluciones anteriores se puede obtener la ecuacién de la trayec-
toria de la particula eliminando t,

x(t) = A Cos(wot — ),
y(t) = B Cos(wot — ),
= A?B?Sen?§ = B%z? — 2ABxy Cosé + A%y?,

en donde 6 = o — 5.

d==4r/2

2 2
2
A% B?

lo cual representa la ecuacién de
una elipse (A # B).

Omar De la Pefia-Seaman | IFUAP Mecanica Clasica — Propedéutico Fisica



Oscilador arménico

Oscilador arménico en dos dimensiones
0=+7/2, A=B
224y = A2,

lo cual representa la ecuacién de
una circunferencia.

0=0
B%2? — 2ABxy + A%y =0,
= (Bz— Ay)*> =0,
y= Zx7

dando la ecuacién de una linea
recta con pendiente positiva.
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Oscilador arménico

Oscilador arménico en dos dimensiones

0 ==+m y
B?2? 4+ 2ABxy + A%y? =0,
= (Bz+ Ay)* =0, . )

B Tana=-B/A
Yy = _Zxa

siendo la ecuacién de una linea
recta con pendiente negativa.

Para todos los demas casos de valores de ¢ se tendran elipses como
curvas de trayectoria.
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Oscilador arménico

Oscilador arménico en dos dimensiones: curvas de Lissajous

En el caso mas general, en el cual las constantes de acoplamiento k, y
ky son diferentes, las ecuaciones de movimiento seran:

\ Kz /m,
ky/m.

xz(t) = ACos(wzt —a) V wy
y(t) = BCos(wyt — ) V wy=

La trayectoria ya no serd una Frecuencias
elipse, sino una curva de Lis-

sajous y su forma dependera de T. cerrada : wy/wy =p/q¥ q,p €
dos factores: Z_‘

_ B Ejem: wg/wy = 3/4.

i) La relacién entre las fre- T. abierta : ddfwy = plg¥ ¢
cuencias wy Y wy. . Z /Wy =P/qV 4q,P
i) La diferencia de fases: 6 = Ej.em: wo s 1 B,

a—f. Y
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Oscilador armoénico

Oscilador arménico en dos dimensiones: curvas de Lissajous

Curva cerrada Curva abierta
y

|

S

donde, donde
4 7.5
Wy gwy, Wy Ewya
d=a—5=0. d=a—[F=
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Oscilador arménico

Oscilador arménico en dos dimensiones: curvas de Lissajous

Aun cuando se tienen curvas cerradas? la forma de éstas dependera
de manera importante en la diferencia de fases §.

)
0,=20,;6=0 0,=20,;6=1/3 0,=20,;6=n/2

2Frecuencias conmesurables
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Oscilador arménico

Diagramas de fase

Si se considera a () y i:(t) como las coordenadas de un punto P(z, &),
entonces el plano que definen se conoce como espacio fase.
% Propiedades

e Conforme t varia, P(z,%) se
mueve a lo largo de un camino

///7;_:%\ de fase dado.
\&J . e Diferentes condiciones ini-

ciales determinaran diferentes
caminos de fase.

e El total de posibles caminos de
fase representa el diagrama de
e ¢ y & definen el espacio fase. fase del sistema.
e P(x,%) es un punto represen-
tativo del espacio.
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Oscilador arménico

Diagramas de fase

Para el oscilador armdnico unidi- Recordando que F = kA2/2 =
mensional, se tiene: mng2 para un oscilador,
x(t) = ASen(wot — 9), x? i?
= + —1,
= @(t) = Awg Cos(wot — 9), 2E/k  2E/m
eliminando ¢ tal que se pueda x

obtener la ec. de la trayectoria o
camino de fase,

x? = A? Sen?(wot — 6), ffs\h x
i = A%w3 Cos?(wot — 0), &J

22 12

S B
A A%

1

en donde cada trayectoria cor-
responde a un valor definido de
energia total del oscilador.
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Contenido: Tema 02

2. Pequefias oscilaciones

2.2 Oscilador arménico amortiguado
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Oscilador arménico amortiguado

Planteamiento del problema

Oscilador libre Oscilador amortiguado
k k
m
—kx = F, —kx—bt=F VY b>0,
= —kr =mi, = —kx —bi =mi,
i+ wiz =0, oo F+2B% +wir =0,
donde: wy = k/m. donde: 8 =b/2m, wy = Vk/m y a
F = —bi se le conoce como fuerza

de amortiguamiento.
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Oscilador arménico amortiguado
Solucién de la ecuacién de movimiento
La solucién de la ecuacidon diferencial anterior,

P28t 4+wiz=0 YV B=0/2m & wo=/k/m,

se propone como,
r = Ae™t 4 Be ™!

Probando la solucién, se llega a que tiene la forma siguiente:
x(t) = e Bt [Aei(wg—[??)l/zt + Be_i(w§—52)1/2t} '

La naturaleza de la solucién dependerd de la relacién en el argumento
de la exponencial:

2 2
wO_Ba

la cual puede tener tres posibles escenarios:

2 2 2 2 2 2
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Oscilador arménico amortiguado
Movimiento sub-amortiguado
En el caso en que:

wi>p2 = wi=wi-p2>0,
con lo cual se tiene que de la solucién:
(02 2\1/2 (0,2 2\1/2
z(t) = e P [Ael(“’o_ﬁ )2 | pemiwi =AY t] ,

las funciones exponenciales serdn funciones armadnicas, y por tanto la
solucién seré oscilatoria decadente debido a e=#¢,

x(t) = e Pt [Aei‘“lt + Be_"‘*’lt} ,
=e Pt [A Cosw;t + B Senw;t],
= e Pt A Cos(wit — 6),
en donde w; se le conoce como la frecuencia del oscilador amor-

tiguado, y el movimiento es sub-amortiguado.
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Oscilador arménico amortiguado

Movimiento sub-amortiguado

Amplitude
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Oscilador arménico amortiguado
Movimiento con amortiguamiento critico
Para el caso cuando se tiene amortiguamiento critico:

wi— B2 =0,
la solucién de la ecuacién de movimiento ser3,
x(t) = e_ﬁt {Aeit(w3—62)1/2 4 Be_it(wg_ﬁ2)1/2} ’
= a(t)=[A+ Ble P =Ce .

Ambas funciones, inicialmente linealmente independientes3, ahora son
idénticas, por tanto falta una solucién que sea ind. a la original.

En estos casos, se propone una solucién del tipo,
xo(t) =tx1(t) YV x1(t) solucién de la ec. diferencial,
por tanto, se tendra que la solucién es:

z(t) = [A+ Bt]e L.

—i it
3e ito yeza
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Oscilador arménico amortiguado

Movimiento sobre-amortiguado

En el caso en que:
1/2 ‘ 12
-pr<0 = (w ﬁ2) (/32—008)
por tanto, la solucién sera:
x(t) = e~ Bt [Aeit(wg*BQ)lm " Befit(wgfﬁz)l/z]

z(t) =e Pt |A [ O Bet(BL“’g)l/Q} )
[

)

x(t) = e Pt | de™w2t + Bew?t| |

donde wy = /B2 —w?, lo cual arroja una solucién que decae to-

talmente con el tiempo®*, sin ningtin tipo de movimiento oscilatorio
asociado.

4
ya que 8 > wa.
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Oscilador arménico amortiguado

Movimiento sobre-amortiguado

Underdamping, 82 < co%

Critical damping, 82 = a)g

Overdamping, 8> @3
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Oscilador arménico amortiguado
Diagrama de fase: Oscilador sub-amortiguado

Recordando que para el oscilador  se obtiene,

sub-amortiguado,

u = w1 Ae Pt Cos (wit — 6),
&+ 2Bi +wir =0 Bt
0 ’ v = —wi;Ae 'Sen (wit — 9).
vV 2= Ae PCos (wit —9),
Lo cual, se puede representar en

con wy = \/ﬂ c Re. polares (con 6 = 0):

Entonces. calculando %, p=Vu2+v2, ¢=uwt
&= —Ae Pt [Cos (wit —6) +... u
...+ wiSen (w1t — §)].
Ahora, proponiendo: ¢ 5
u=wzx, v=P0r+1x, v
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Oscilador arménico amortiguado
Diagrama de fase: Oscilador sub-amortiguado

Realizando el cambio de

X%
variables se llega a: 1| poitons
\ Speed &
p= wlAe(—ﬁ/m)Qﬁ’ 2 A ’_\/
g ‘E’ \ / K\ o= e~
.8 k- 0 T 7 ~C z Oy
‘3 Q \ G ==
lo cual representa la ec. de £& W
una espiral logaritmica. . - Time () ‘ t
0 5 10 15 20 25
u x(m/s)
1

0.5 \

S+ O
7V \
-05 -~

-1
05 )
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Oscilador arménico amortiguado
Diagrama de fase: Oscilador sobre-amortiguado
En el caso sobre-amortiguado se tiene que la solucién es:

z=e P [Ae_“’zt + Bewzt} V wy=4/82—w? € Re,

= = —ﬁeiﬁt [Ae*‘”t + Be“’zt} + woe Bt [—Ae*w”f + Be‘”t} ,
relacionando las expresiones se tiene,
&= —fx + wye Pt [Ae_“’21t + Be¥?! — 2Ae_w2t} ,
= i=—(8—w)x — 2Awge” FHw2)t,
donde para t — oo se tiene que & = — (5 — wa)z.
También se pueden relacionar como:
&= —Br — wye Pt {Ae_“m + Be¥?t £ 23@“’2‘5} ,
= &= —(8 4 wy)x — 2Buwge” F=w2)t

siendo que para t — oo se llega al comportamiento de & = — (5 +ws)
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Oscilador arménico amortiguado

Diagrama de fase: Oscilador sobre-amortiguado

Caso l: 29 >0 & 19 >0 fm (B &

Dots represent
La particula se alejara de el
la posicién de equilibrio lle-
gando a una x max. y & =  #=Fedn
0, para luego invertir la di-

recciéon y dirigirse a x = 0.

Case I
x>0
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Oscilador arménico amortiguado

Diagrama de fase: Oscilador sobre-amortiguado

Caso Il: ) >0 & 9 <0 fm (B &

Dots represent
, , initial values

La particula tenderd a x = :
0 de manera monétona, con

|| también decreciendo. Feofronx—

* Case II
l’ %<0
| 1

Mecanica Clasica — Propedéutico Fisica
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Oscilador arménico amortiguado

Diagrama de fase: Oscilador sobre-amortiguado

Caso lll: 29 >0 & ;< 0 &

i‘-(ﬂ*"’g)x\.

Dots represent
initial values

La particula tenderd a x = :
0, pero al tener una veloci-
dad tan grande, pasard de  #=-F-@dx
largo, acercandose a x = 0
ahora desde x < 0 de man-
era mondtona y con = > 0.

®
Py

Case III
%<0

K T

1 0 | | —
Time Time
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Oscilador arménico amortiguado

Ejemplo: Péndulo en un medio dispersivo

Considerando un péndulo de long.
by masa m en un medio dispersivo,
cuya fuerza de resistencia es:

F, = QmM(b0)7

con las siguientes condiciones ini-
ciales,

0(0) =a & 6(0) = 0.

La ecuacidon de movimiento es:

—mg Senf — 2m\/g>/b(bé) = m(bh),
= 0+ 2\/9%0' + (g/b)8 = 0.
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Oscilador arménico amortiguado

Ejemplo: Péndulo en un medio dispersivo
Comparando el resultado anterior con la la ecuacién general de un
oscilador amortiguado,

fé+2ﬁj7+w§a::0,
6+ 2\/%9' + (g/b)0 = 0,
entonces se tiene:
B=1/g/b & wi=g/b = B> =uf,

por tanto se tiene el caso de un movimiento criticamente amor-
tiguado, cuya solucién es,

0(t) = (A+ Bt)e ",
= 4(t)= (B — BA— BBt)e "
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Oscilador arménico amortiguado

Ejemplo: Péndulo en un medio dispersivo

Considerando las condiciones ini- P
ciales: (rad/s)
0.05

0(0) = o & 6(0) = 0, -

se tiene que: -
S RIS 0 5005 fo.o1 8(rad)

por tanto, L

0(t) = (1 + \/g/bt)e VIO I

o(t) = —%twg/bﬁ e
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Contenido: Tema 02

2. Pequefias oscilaciones

2.3 Oscilador arménico forzado

Omar De la Pefia-Seaman | IFUAP Mecanica Clasica — Propedéutico Fisica



Oscilador arménico forzado

Fuerzas sinusoidales
El caso més simple de un oscilador arménico forzado es cuando se aplica
una fuerza externa de tipo sinusoidal con frecuencia w,

F..+ = FyCoswt.

Considerando un sistema arménico amortiguado y forzado:

k
HO0OO0000E

donde la ecuacién de movimiento en este sistema es,
md + bz + kx = FyCos wt,
= 4204 w%x = ACoswt,

donde 5 =0b/2m, wy = \/k/m,y A= Fy/m.
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Oscilador arménico forzado
Solucién de la ecuacién de movimiento
La solucién de la ecuaciéon de movimiento consta de dos partes:

z(t) = xc(t) + zp(t).

Funcién complementaria z.(t)
Solucién de la ecuacion homogénea,

i+ 2B 4+ wjz = 0,
Voxz(t) = e~ Bt [Aeit(wg—ﬁz)uz n Be_it(w(z]_ﬁz)uz] '
Funcién particular z)(t)

Funcién que reproduce F'(t) = FyCoswt en la ecuacion
de movimiento,

xp(t) = DCos (wt — 9).
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Oscilador arménico forzado

Solucién de la ecuacién de movimiento
Sustituyendo x,(t) propuesta en la ec. de movimiento, se obtiene:

xp(t) = A
? \/(wg — w?)?2 + 4w?p3?

donde: 6 =Tg ! <W> ,

wd — w?

Cos (wt — 0),

siendo que J representa la diferencia de fase entre la influencia de
forzamiento y el movimiento resultante.

De la solucién completa,
z(t) = zc(t) + zp(t),

T. representa la parte atenuante de la solucién.
x, representa el comportamiento estacionario del mov.
Por tanto se tiene:

i t) ~ t).
t;gl}ﬁw() zp(t)
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Oscilador armdnico forzado

Movimiento oscilatorio con forzamiento y sub-amortiguamiento

w>w =/wi— B2

= t

¥
w=w/7 b x(t) B =030
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Oscilador arménico forzado

Fenémenos de resonancia

Encontrando ahora la frecuencia w = wg tal que la amplitud de la
solucion particular x, sea maxima:

D= A ,
\/4w2ﬁ2 + (Wi — w?)?
dD 2Aw
-5 .= 32[“)2_(“)3_252)]’
dw [4w252 + (w% _ w2)2] /

por tanto, se tiene que:

dD /
%:O — W =WR= w%—262,

en donde wp se le conoce como frecuencia de resonancia, la cual
serd menor a medida que el amortiguamiento crezca.
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Oscilador arménico forzado

Fenémenos de resonancia

Calculando el valor de la amplitud D:

2 2 _ 2 _ 9732 — A
wy >2B° = wrp=\/wj—26° = D_26(w§—52)1/2

wi=2p% = wr =10 = Dz%
0
wd <26 = wr =0 = Dz%
0

Cuando w? < 23? se tiene que la amplitud decrecerd monétonamente
desde w = 0:

D A

\/wé + w? + 2w2(232 — wg)'
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Oscilador arménico forzado
Fenémenos de resonancia

El grado de amortiguamiento se puede expresar en términos del factor
de calidad Q,

)

- \/4620.12 + (Wi — w?)?

Si el factor 3 es pequefio = ()
crece, indicando que la ampli-
tud D también:

A

lim D =———
£5—0 w% — w?’

por tanto la resonancia sera en
WR = Wo.
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