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Aplicaciones fisicas:

Mecanica: pendulo de Foucault
Electro-magnetostatica

Dispersion y difraccion E.M.
Mecanica Cuantica: precesion spin
Teoria de Campos: ecuacion Dirac
(Relatividad General)



Ejemplos de algebras geomeétricas

 Numeros complejos C

* Cuaterniones de Hamilton H
» Algebra de Pauli

» Algebra de Dirac



Extension del espacio vectorial

» inversodeunvector A, O

* reflexiones, rotaciones, transf. de Lorentz
* integrales: Cauchy (= 2 d), Stokes general

Basado en la iIdea de MULTIVECTORES:

4,

incluyendo metfrica:

4,

a,...
al Iﬁ2



Producto geometrico o matricial

ab=alb- allb
ba=alb—-allb
abZba




Propiedades Algebraicas R

-+ ®
 cerradura  cerradura
« conmutatividad « conmutatividad
 asociatividad * asociatividad
. cero * unidad
» negativo * reciproco

y + distributividad

Espacios vectoriales: combin. lineales



Extension a algebras

e incluir métrica: a lb
* definir producto geomeétrico

PRIMER PASO: Inverso de un vector a # 0

al= 2 =_2 = . a*=atlh




Base ortonormal

3d: é, e, &, 4d: Yo Y1Y2Y3
éi'ék= Jlk Yu'Yv= 9w 2>(1,-1,-1,-1)
é1=¢ Minkowski
Euclidiano

>

Ejemplo: (&, +&,)"= (&, + &,)/2

"




Electrostatica: metodo de imagenes

r w
— ° > °
-q q q

L r4a 1 1 e 2H 1 e
— 1—) — " — ~
r+e, r+e, 2 r+e, 2

Plano: carga -q en cé,, imagen (-q) en -cé,

Esfera radio a, carga q en bé,, encontrar imagen (?)



Escalas enry en w libres

N

€

Bl
ﬂﬂr/c+é1

q

2

r w |carga
0 a (V=0
C b q w =2a
-C ? q’ = 7
1 a
V(w) = -
4718 Hw —be,

blw-a’e /)




SEGUNDO PASO: FORMULAS DE EULER
e =cosa+iasena (ia)” =
e® =coshb +b senh b b’ =1

En3-d: e’ "A. =(cosf+send ﬁX)A[
dado que ﬁX(ﬁXA[):—A

En general, girando A alrededor de 6 k:

gk -
e’ A=A



Ejemplo 1. Ecuacion de Lorentz
6 = —wt v(?) = e_“”f‘xvo
Derivando:  v(¢) = — kK X v(?)

essolucionde: mv =—gBKkXyv

A

q

B=Bk

V(¢) =v,_ +cos(wr)v,, —sen(ar) RXVOD



Ejemplo 2: Pendulo de Foucault

mr =mg- S- 2meXr

mp Omagp —2me_ X p

Coriolis
a:\/wjﬂuj aJZ:wsen)I mg
B=-w W=~ 7x107 _|S

24h W ="



TERCER PASO: PRODUCTO ANTISIM.

allb a . >
barrido

_______________________ ; &0

b R\

/' Py "V -

blla a

 anticonmutativo

e asociativo

e distributivo
 valor absoluto = area



Producto geometrico o matricial

ab=alb- allb ° noconmutativo

" e asociativo
ba=alb-allb . jistributivo

» cerradura:
extender espacio vect.
1 Qa * unidad 1

4 2 * inverso (condicional)

aa=ala=qa’

A



Ejemplos de algebras de Clifford

Notacion Geometria Dim.
Cl, plano 4
Clo, 1 complejos 2
Cly.2 cuaterniones 4
Cls Pauli 8
Cly 3 Dirac 16
Clinn signatura (m,n) | 2mM*n




escalar

vector

bivector

[ R
C = algebra par = espinores



C isomorfo a R2

€,

) e—

zZ = é,a
1£ =4
z > Z




Rotaciones en R?

e, i
é% a'=ae? =¢?a

e — —I1o/2 19/2
1 a'=e ?2qe!?

Euler:

e % =cosg +¢,e,sen ¢



Inverso de un multivector en C/,

Conjugado:
A=a+a+L] < Z:a’—a—ﬁ]
AA = AA escalar
A _ 1
AA AA

. ., _ Aa
Generalizando a = 2




escalar

vector

bivector

pseudoescalar

R3
IR
iR3

= algebra par = espinores




En Cl,, el producto geométrico:

ab=alb- iaxb

allb=i7axDb, axXb =-i7allb

Rotaciones: a=n(na)=a_- a
- ing — _—ing
a'= ¢ Mg o207

e P2 genera rotaciones respecto al plano B,
para el bivector B



Espinores el b
3-d C x C
= a,F0C  con matriz Pauli, o
5 ot
Pauli CI3
() PotiP=p
O\ ( ) ék P é3
J() ip €,
J oy () /€ p




Interaccion de spin con campo magnetico B

* Hamiltoniano cuantico de Pauli:
A potencial vectorial
p 2 p—qgA, acoplamiento minimo,

H=" (p-gAyl--L sB+V

2m
B =

2m
X A

momento magnético: M=yS =hyol/2



Precesion de spin con B uniforme:
En Cl;, espinor (cuaternion) ¥,

Solucion en Cl, W)=Y,
El spin precede en el plano / B con frec. angular:

¢d,==yB iindependiente de h



Yo ‘ Y1 Yo ‘ Y3

4
VoV | Vava [ VaVs | YoV | Vovs | Vivs | 6
VoViYa | ViVaVs | Va¥aVo | YoVaVs | 4

YoY1Y2Ys 1
Vov1=2g,  g=diag(,1-1-1)
L=y I'=-1 Iy, =-yl

Los 6 bivectores se dividen en:
€ =Y Yo € e, =vy,y,




Relatividad especial y paravectores en Cl,

« Paravector P=pPotP
Ejemplos de paravectores:

X ct +r

u y+u |
o =*P y_\/l-v2
A @+ A

J p+]




Transformaciones de Lorentz
B=e" = cosh($ w) +wsenh( w)
R=e ™ = cos(50) —iésen(% 0)

transforman el paravector
P=PgFTP=pP+pP-FTpL en
BpB=B*(p, +p-) + P
RpRt =p,+p-+R?p.



Calculo Geométrico

[1 es un operador diferencial vectorial
@ (r) — campo escalar
E(r) — campo vectorial

(¢- E)=0¢ - OE- DOE =
=g +UIE +iOXE




Funciones de Green de primer orden

4 L ) 1
- _E ) 41Ty )

Para espacios euclidianos:

1 x- .
y es solucidn de

g(x,y) =

n

Q ‘X—y

g(x,y) =" (x~y)




Inverso de paravectores diferenciales

G =
0=—+0, =0
ot a__Dz
ot
Helmholtz:
L O+jk —1 &%
[ 1= 7k = ! , "=
-0 == G(x.x) PP

onda esférica (saliente o entrante)



Ecuacion de Maxwell

* Multivector de Maxwell “+=E+i/cB
 paravector corriente J = (g,c)(co + j)

La ecuacion de Maxwell se escribe como:
A\

0F =7

1 0 1
— —~ +0O0ME + icB Sl — i
Hc t H( ic ) 0 (,0 CJ)



Electrostatica

Ley de Gauss. Solucion usando la funcion
de Green de primer orden

DE:ip E:D‘li1 p%ZD 12_1 0
&, &, [ [

Explicitamente:

E(x) = ; Ip(x3)rdr' con r=x-—x
47TE, r




Magnetostatica

Ley de Ampere. Solucion usando la funcion
de Green de primer orden:

= 1l) l:uo > U= —UX—=7)

Explicitamente:

B(X)—:O J(XZ Y4 con r=x-x
r



Teorema Fundamental del Calculo

» Caso Euclidiano:
dX = volumen orientado, p.€j. &, &, &,
dS = superficie orientada, p.ej. €, &, = ié,4

‘' — multivector, oV — frontera de V
2N

Ij’f ' dX:jjde [ 'ng:fdsg

7

Caso general: proyeccion tangente, d = P(0J)



Ejemplo: teorema de Gauss

« dX=d3x =jdt,donde dt = |d°x]
« dS =d?x =inda, donde da = |d?x]
* G=v(r)

J

7

VidT:jﬁVida
V

Vdr:fﬁ
V

YV da



Teorema de Green (caso Euclidiano)

F0 =0 e ar' 0 F o) +

. (_)n+1
1(x)

j g(x,x")dS" J (x')

» donde la funcion de Green de primer
orden esta dada por:

1
Q

n

g(x,x') =




Teorema de Cauchy en n dimensiones

 Caso particular: F=f y 0Of=0

(0)" gl
f(x)= I(X)iﬂn X' f(x')

donde f (x) es un campo multivectorial
monogenico



Difraccion electromagnética

* Ecuacion de Helmholtz de primer orden:
OF = J +jkF
* Principio de Huygens exacto:
f(x):—fG(x—x')ﬁf(x')da' para F=E+icB
S

para el caso homogéneo J =0



Ecuacion de Dirac en C/, 5

* Vector en espacio de Minkoski:

p=p"v,-pd,  con pp=(p") -|p[
 Cuantizacion:

p - jh(y,0, - y)




Propagador — funcion de Green 1er orden

» El propagador representa la amplitud de
probabilidad condicional

(p—m)S,(x=x")=0"(x—x")

 Transformada de Fourier:

SF(p) > .ga hm(é‘ . O)



* Incluyendo campo externo A la ecuacion
de Dirac se escribe como:

(p—qh-m)S (x=x';4) =" (x—x")

* y el propagador:

"\ — 1 '
SF(X’X)_<x‘p—qA—m+j£‘x>

da origen a la polarizacion del vacio



. Referencias:
« www.clifford.org

www.mrao.cam.ac.uk/~clifford

« modelingnts.la.asu.edu




