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variable compleja
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Introduccidén

F.n la teoria de las corrientes alternas, la aplicacion de cantidades tales como la impe-
dancia compleja involucra funciones cuyas variables independientes son ndmeros
complejos. Hay muchas otras areas en la ingenieria en las que éste es el caso; por
ejemplo, el movimiento de fluidos, la transmisidn de calor o el procesamiento de
sefales. Algunas de estas aplicaciones se analizan més adelante en este libro.
Tradicionalmente, las técnicas de variable compleja han sido importantes y
ampliamente utilizadas en una gran variedad de situaciones de la ingenieria. Tal ha
sido el caso especialmente en el electromagnetismo y la electrostética, la dindmica de
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Muidos, la aerodindmica y la elasticidad. Con el rapido desarrollo de las computadoras
y con el uso consecuente de algoritmos sofisticados para el analisis y disefio en
ingenieria, en los Ultimos afios ha existido un menor énfasis en el uso de las técnicas
de variable compleja y un cambio hacia las técnicas numéricas aplicadas directamente
al modelo de ecuaciones diferenciales parciales de la situacién que se estd investi-
gando Sin embargo, aun cuando este es el caso, la solucidn analitica todavia goza de
un mérito considerable, posiblemente para un modelo idealizado para desarrollar una
mejor comprension del comportamiento de la solucidn y para dar seguridad en las
estimaciones numéricas para la resolucion de los modelos. Un ejemplo donde la teoria
ha realizado una contribucion significativa es en el disefio de piezas aeronduticas para
aviones y otros vehiculos aéreos. La fortaleza de la teoria en tales aplicaciones es su
habilidad para generar mapeos que transforman figuras complicadas (por ejemplo una
ala) en figuras simples, tipicamente un circulo en el caso de un ala. La idealizacion del
Mujo de aire alrededor de la pieza transformada (el circulo) es relativamente facil de
calcular y revirtiendo la transformacion puede deducirse el flujo del aire alrededor del
ala, y por tanto su capacidad de sustentacién. Al final del capitulo hay una aplicacién
que ilustra la técnica aplicada para simplificar la geometria para la soluciéon de un
prohlcma de flujo de calor.

Ln toda la ingenieria, las transformaciones en una forma u otra juegan un gran
papel en el analisis y el disefio. El uso de las transformaciones de Laplace, r. Fourier
y otras en areas tales como el control, las comunicaciones y el procesamiento de
sefiales es de gran importancia. Tales transformaciones se analizaran posteriormente en
este libro, donde se observard que las funciones de una variable compleja juegan un
papel importante. Lste capitulo estd dedicado al desarrollo y a la comprension de
las técnicas usuales de las variables complejas, asi como también a capacitar al
lector para utilizarlas con confianza en las areas de aplicacion.

1.2 Funciones complejas y mapeos

—  Milpeo—
C ~T~",

Figura 1.1 Mapeo real
y =.(%).

El concepto de funcidn involucra dos conjuntos X y Yy una regla que asocia a

cada elemento x en el conjunto X ique se escribe como x € X) precisamente un

elemento y e Y. Siempre que sucede esto, decimos que hay una funcién / que

mapea el conjunto A'en el conjunto K y simbdlicamente se representa esto como
y="f(x) (xeX)

Esquematicamente ilustramos una funcién como en la figura 1.1. Mientras x puede

tomar cualquier valor en el conjunto X, la variable y =J[x) depende del elemento par-

) Acular Para v P°r eso nos referimos a x como la variable independiente y a
y como la variable dependiente. El conjunto X es Illamado el dominio de la funcién
y el conjunto de todas las imagenes >=J[x) (x f X) es llamado el conjunto imagen
0 rango de/ Previamente estuvimos interesados en funciones reales, entonces x y y
eran numeros reales. Si la variable independiente es una variable complejar = x +\y
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-

FUNCIONES COMPLEJAS Y MAPEOS

(a) Planoz (b) Plano w

Figura 1.2 Mapeo complejo w =f(z).

donde x cy son reales y j = v(-1), entonces la funcién de z, en general sera
también compleja. Por ejemplo, sifiz) - z7entonces al remplazar por X + iv para luego
desarrollai se tiene

f(z) - (x +jy)2= (x2-y2 +j2xy - u+ \v (digamos)
donde // y v son reales. Tal/(z) es llamada una funciéon compleja y escribimos
w =/(2)

donde, en general, la variable dependiente w = u | )v también es compleja.

El lector recordara que un nimero complejo z = x+j*puede ser representado en
un plano llamado el diagrama de Argand como se ilustra en la figura 1.2(a). Sin
embargo, 110 podemos dibujar los valores de x,y y /(z) en un solo conjunto de
ejes, como podemos hacerlo para funciones realesy ~ J[x). Por tanto representamos
los valores de

* = AZ) =« +j"
en un segundo plano como se ilustra en la figura 1.2(b). El plano que contiene a
la variable independiente z es llamado el plano z y el plano que contiene a la
variable dependiente w es llamado el plano w. Asi, la funcion compleja w = /(z)
puede verse como un mapeo o transformacién de puntos P dentro de una region
en el plano z (llamada el dominio) a los puntos imagen correspondientes P' dentro
de una region en el plano w (llamado el rango).

Es esta facilidad para mapear la que da a la teoria de funciones complejas muchas
de sus aplicaciones a la ingenieria. En la mayoria de los mapeos mas utilizados todo
el plano z es mapeado sobre todo el plano w, excepto quizads para algunos puntos
aislados. A lo largo de este capitulo el dominio ser& todo el plano z (esto es, el
conjunto de todos los numeros complejos, denotado por C). Esto es analogo, para
funciones reales, a que el dominio sea toda la recta real (esto es, el conjunto de todos
los nimeros reales IR). Si éste no es el caso entonces la funcién compleja se considera
que *no esta bien definida'. Ell contraste, como para funciones reales, el rango de la
funciéon compleja puede ser un subconjunto propio de C.

Encuentre la imagen en el plano ve de la rectay - 2x +4 en el plano z, z =x +iv
bajo el mapeo

w=2z+6
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Solucién

Figura 1.3 El mapeo del ejemplo 1.1.

Al escribir w = u +\v, donde u y v son reales, el mapeo es

W=u+jv=2(X+jv) +6

u+)v—(2x 1 6) +j2y
Al igualar las partes reales e imaginarias se obtiene
u=2x+6, v- 2y (1.1)
que al resolver para x yy conduce a
X = -6, y=1v
Asi la imagen de la recta
y =2x + 4
en el plano z esta representada por

>=2x i(w-6) +4

=2u- 4

que corresponde a una recta en el plano w. La recta dada en el plano z y la imagen
de la recta bajo el mapeo en el plano w estan dibujadas en las figuras 13(a) y (b)
respectivamente.

Observamos de (1.1) que, en particular, el punto P,(-2 + ji) en el plano z es
mapeado al punto i*i(2 + jO) en el plano >, y que el punto P40 + j4) en el plano
z es mapeado al punto PX6 +j8) en el plano u* Asi, conforme el punto P se mueve
de P, a P2sobre larectay = 2x + 4 en el plano z, el punto mapeado P' se mueve de
P', a P'2sobre larecta v=2u - 4 en el plano w. Se puede indicar esto con una flecha
como se indica en la figura 1.3.
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Mapeos lineales

FL mapeo w = 2z + 6 del ejemplo 11 es un ejemplo particular de un mapeo
correspondiente a la funcién lineal general compleja

w=az | P (1.2)

donde w y z son variables complejas y a y p son constantes complejas. En esta
seccién investigaremos mapeos del plano z en el plano w que corresponden a (1.2)
para distintos valores de las constantes a y p. Al hacer esto tamhién introducire-
mos algunas propiedades generales de los mapeos.

BHMNKMSBB| fISHSSM
Caso (a)a- 0

Al tomara - 0 (0o a =0+ jO)en (1.2) da
wW=p

lo que implica que w = [) sin importar cuél es el valor de z. Este es obviamente
un mapeo degenerado, que mapea todo el plano z en un punto w = p del plano w.
Esto ilustra el punto sefialado al inicio de esta seccidén, que el conjunto imagen
puede ser solo parte de todo el plano w. F.n este caso particular el conjunto imagen es
un solo punto. Como todo el plano z se mapea en w —p se sigue en particular que
z = P se mapea en w - p. El punto p es asi un punto fijo de este mapeo, que es
un concepto Gtil que nos ayuda a entender un mapeo particular. Una pregunta més de
interés cuando consideramos mapeos es si, dado un punto en el plano w, podemos
decir de qué punto proviene en el plano z bajo el mapeo. Si es posible regresar a
un unico punto en el plano z entonces el mapeo se dice que tiene un mapeo inverso.
Claramente, para que exista un mapeo inverso z = g{w)9el punto en el plano w
dehe estar en el conjunto imagen del mapeo original w =J{z). También, de la
definicién de mapeo, cada punto w del conjunto imagen en el plano w debe ir a
un solo punto z en el plano z bajo el mapeo inverso z = g(w). (Note la similitud
con los requerimientos para la existencia de una funcién inversa/ '(*) de una
funcién real /(*).) Para el mapeo particular w = P considerado aqui el conjunto
imagen es un solo punto w = p en el plano w9y es claro de la figura 1.4 que no
hay manera de regresar exactamente a un solo punto en el plano z. Por tanto, el
mapeo W - p no tiene inverso.

Caso (b) fi =0, 0

Con esta eleccién para las constantes a y /J, el mapeo correspondiente a (1.2) se
convierte en

w - az



FUNCIONES DE UNA VARIABLE COMPLEJA

Figura 1.4 El mapeo degenerado W= (}.

Bajo este mapeo, el origen es el Unico punto fijo, no existe ningln otro punto fijo
que sea finito. También, en este caso existe un mapeo inverso

a

que nos permite regresar deJ plano w al plano z al mismo punto del que empezamos
bajo w = az. i’ara ilustrar como trabaja este mapeo, elegimos a = 1 »j tal que

w-(\+1})z (1.3)

y consideramos lo que le pasa a un punto general zOen el plano z bajo este mapeo.
En general hay dos maneras de hacer esto. Podemos proceder como en el ejemplo
11 vy separar ambos z y w en sus partes real e imaginaria, igualar las partes real
e imaginaria para luego encontrar las curvas imagenes en el plano w de curvas
especificas (usualmcntc las rectas Re(z) = constante, Im(z) = constante) en el
plano z. Alternativamente, podemos reorganizar la expresion para w y deducir las
propiedades del mapeo directamente. El primer plan de accién, como veremos en
este capitulo, es el mas usado. Aqui, sin embargo, tomaremos el Gltimo método y
escribimos u - 1+ j en la forma polar

1+j = V2ejR4
Entonces, si
z = rcld
en la forma polar se tiene de (1.3) que
w=r< (1.4)

Podemos deducir rapidamente de (1.4) lo que realiz6 el mapeo. El punto general

en el plano z con médulo r y argumento 0 es mapeado en un punto imagen w con

modulo ry2 y argumento 0 + \n en el plano w como se ilustra en la figura 1.5.
Se sigue que. en general, el mapeo

v = Q7
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y- Im(ji V> Im (W)

w=(l+j)z

_t=Rr (2) U= Re (H)
Plano z Plano W
Figura 1.5 El mapeo wa (I +j)z.

mapea el origen del plano r al origen del plano w (punto fijo) pero efectia una
dilatacion por (expansién, ampliacién, magnificacion) \c\ y una rotacion en sentido
contrario a las manecillas del reloj por el arg a. Por supuesto, arg a no tiene que ser
positivo y aun pudiera sei cero (correspondiendo a u real). El niapeo puede resumirse
en la frase “amplificacion y rotacién pero no traslaciéon”. También se preservan ciertas
piopiedades geométricas, siendo la mas importante que las rectas en el plano z seran
transformadas en rectas en el plano wA Realmente esto se confirma si se observa que
la ecuacion de cualquier recta en el plano z siempre puede ser escrita en la forma

\z - a\=\z- b\

donde n y h son constantes complejas (esto siendo la ecuacién de la bisectriz del
segmento que une a los dos puntos a y b en el diagrama de Argand). Bajo el mapeo
w - olz la ecuaciéon se mapea a

w 1w N
----- a - a*o0
a 1lu { )

|w- aa\ = |pv- bccl

en el plano w que claramente es otra recta.
Volvamos ahora al mapeo lineal general (1.2) y recscribdmoslo en la forma

W P =uz
El cual puede verse como dos mapeos sucesivos: primero,
f=crz

idéntico a w = az considerado anteriormente, pero esta vez él mapea puntos del
plano z en puntos del plano  segundo,

(1.5)

mapea puntos en el plano f a puntos en el plano w. La eliminaciéon de £ recupera la
ecuacion (1.2). El mapeo (1.5) representa una traslacidn en la que el origen del plano
f es mapeado al punto w =pen el plano vi\ y el mapeo de cualquier otro punto en el
plano £ se obtiene sumando p a las coordenadas para obtener el punto equivalente en
el plano w. Geométricamente, el mapeo (1.5) es como si el plano £ fuera levantado vy,
sin rotacidn, el origen fuera colocado sobre el punto p. Los ejes originales representan
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I'A (2*

0 C 0
Plano C C—0 + X2 Planow, w = u+_\
Figura 1.6 El mapeo W= £ + /i

entonces al plano w como se ilustra en la figura 1.6. Obviamente todas las curvaré
particular las rectas, son preservadas bajo esta traslacion.

Ahora estamos en posicion de interpretar (1.2), el mapeo lineal general, gn
métricamente como una combinacion de mapeos que pueden considerarse com
fundamentales, a saber

e traslacion
e rotacion, y
e ampliacion

esto es,

. ‘me0z ~»lale*z —— lalel +B = az »RB=w
rotacion ampliacion traslacion

Se sigue claramente que una recta en el plano z es mapeada en una recta curro
pondiente en el plano w bajo el mapeo lineal w = az + /3. Una segunda propiedad
muy Gtil de los mapeos lineales es que los circuios son mapeados en circulos. R
confirmar esto, consideramos el circulo general

\z- z20\=r
en el plano z que tiene como centro al complejo zOy como radio al real r. A
reorganizar la ecuaciéon del mapeo w = az + fl se obtiene

(a >0

asi que

H B 1, %
z~z2°-~a ~a~Zn~a{w 0)

donde w0 = az0+ ft. Entonces
[Z - *nl

implica
w  w0l= |a|r

que es un circulo, con centro en w, dado por la imagen de znen el plano wyan
radio |a|/ dado por el radio del circulo en el plano z amplificado por |a|.
Concluimos esta seccién considerando ejemplos de mapeos lineales.



EJEMPLO 1.2

Solucion
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Examine el mapeo
w=(@+))z+1-]

como una sucesioén de mapeos fundamentales: traslacidn, rotacion y amplificacion.

El mapeo lineal puede verse como la siguiente sucesion de mapeos simples:

g . >\V2cjkdz - —»\V2eindz 11 j=w
rotacion ampliacion traslacion
por porv 2 0—»l— o
en sentido contrario a (0»0)-*(l,-1)

las manecillas del reloj

La figura 1.7 ilustra este proceso en forma de diagrama. El sombreado en la Figura
1.7 ayuda a identificar como el plano z se mueve,segira y se expandebajo este
mapeo. Por ejemplo, la linea que une los puntosi +j2 y 1+ jO enelplanoz tiene
la ecuacion cartesiana

2y +x=\
Al tomarw=u+j?, yz=x+jy, el mapeo
w=(l+))z+1 -]

se convierte en

Plano z

Planow

Figura 1.7 El mapeo w - (1 + j)z + 1
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EJEMPLO 1.3

Solucién

utyv=@Q+jCt+jy) fI-j =(f-y+l) +1x+y - 1)
Al igualar las partes real ¢ imaginaria se obtiene
u-x-y+1, v- x+y -1
luego al resolver para x yy se tiene
2x = u fv, 2y - v- u+2

Sustituyendo x y y en la ecuacion 'y +* = | da la imagen de estarecta enel |
w como la recta

>+ «=2

que corta en 2 al eje real en el plano w y al eje imaginario en \. En la figura 17,
se muestran ambas rectas punteadas en los planos z y w respectivamente.

El mapeo w = txz + p {a, p niumeros complejos constantes) mapea elpunto z = |
+j en el punto *=j, y el puntoz= 1- jen el puntow - -1.

(a) Determine (ty p.

(b) Encuentre la region en el plano w correspondiente al semiplano derecho Re(r)
N 0 en el plano z

(c) Encuentre la region en el plano w correspondiente al interior del circulo uni-
tario |z| < 1len el plano z.

(d) Encuentre los puntos fijos del mapeo.

En (b)-(d) use los valores de a y p determinados en (a).

(a) Los dos valores de z y \v que se corresponden bajo el mapeo lineal dado dan origen

a dos ecuaciones para ay P como sigue: siz =1 +j se mapea en w - j implica
p=al +j)+(
mientras que si z = 1- j se mapea en w = -1 implica

1 =«@-g)tp
Sustituyendo estas dos ecuaciones en a y P da
jrr=al +j) (-]

asi que
1+]j X
« -y J: 50 - i)
Sustituyendo hacia atras para despejar P tenemos

p=l-(> +j)«=j-i0 -jn=j |

asi que
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Planoz Plano w

Figura 1.8 El mapeo del ejemplo 1.3.

H= ¢l ~j)z+j - 1=@Q-0)(\z- 1)

(b) La mejor manera de encontrar la imagen de curvas especificas en el plano w
es primero expresar z (=x 1jy) en términos de w (= u +yv) para luego igualar las
partes real e imaginaria y expresar x yy en términos de u y v. 'lefiemos

H=(-j)(U -1

el cual dividiendo entre 1- j da
w |

I j 22
Al tomar w = « + jv y z = x +]jy y racionalizar del lado izquierdo, tenemos

u+]Ju( +j) = i(x tjy) - 1
Al igualar las partes real e imaginaria se tiene

Uu—v=x 2, u+v=y (1.6)
La primera de éstas puede usarse para encontrar la imagen de x ~ 0. Esta es
i/ - v~ —2 que también es una region acotada por la recta u - v - 2y se muestra
en la figura 1.8. Llegimos un punto en la mitad derecha del plano z, digamos z = 2,
y el mapeo da w =0 como la imagen de este punto. Esto aclara cualquier duda acerca

de cual lado de u - v = -2 corresponde a la mitad derecha del plano z x 5 0. En
la figura 1.8 aparecen sombreadas las dos regiones correspondientes.

Observe que lo siguiente es siempre cierto, aunque no se va a demostrar
aqui. Si una curva corta al plano z en dos, entonces la curva correspondiente
en el plano w también corta al plano w en dos y, mas adn, los puntos en uno
de los dos conjuntos distintos del plano z partido por la curva corresponden a
puntos en s6lo uno de los conjuntos partidos similarmente en el plano w.

(c) En la forma cartesiana, con z = x + .y, la ecuacion del circulo unitario |z| = 1es
X2+ y7= 1

Al sustituir x y y de las relaciones del mapeo (1.6) se obtiene la imagen de este
circulo corno
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1.2.2

1 Encuentre las ecuaciones de las siguientes rectas en
el plano z,y = mx +cC en la forma cartesiana Z - X + jy
(m y ¢ constantes reales):

(@) lz—2+j|l=\z-j+3]

W-v+2)l+ w+v)2=1

u2+v2+2u-2%5+]=0
que completando cuadrados nos lleva a

H+ 1)2+ (V- 1)2=J
Como era de esperarse, éste esuncirculo que tiene, eneste casoparticular, centre
en (-1,1) y radio *j. Six2ty2 < lentonces (u 1)2+ (v )2 < ¢, asi laregion
dentro del circulo \z\ = 1 en el plano z corresponde a la region dentro de su circulo
imagen en el plano w. Las regiones correspondientes aparecen sombreadas en la
figura 1.8

(d) Los puntos fijos del mapeo se obtienen poniendo w =1z en w - az + /?, lo que
genera

z=z- I -j)
esto es,

i i. o
Z=2Z - NZ- 1+

asi que

z=T1*¢- j2
5+ 5l
es el Unico punto fijo.

Antes de dejar este ejemplo analicemos un Gltimo punto. En la figura 1.8 las
imagenes de x —0 y *2+ y2- 1 también pueden ser vistas en el contexto de
traslacidn, rotacion (la linea en la figura 1.8 gira alrededor de z = 2j) y ampliacion
(de hecho, reduccion, como se puede ver por la disminucién en el diametro del
circulo comparado con su imagen en el plano w).

Ejercicios

3 La funciéon W - jz + 4 - 3j es una combinaciéon de
traslacion y rotacion. Siguiendo el procedimiento del
ejemplo 1.2, demuestre esto con un diagrama. Encuen
tre la imagen de la linea 6* +Vy - 22 (z - X+ jy) en el
plano W bajo este mapeo.

(b) |z + z* + 4j(z —z*) = 6
donde * denota el conjugado complejo.

2 Encuentre el punto de interseccion y el angulo de
interseccion de las rectas

lz- 1-jl=1z-3+]j|
lz- 1+jl=1z—=3—j]

($)]

Demuestre que el mapeo w= (1 - j)z, donde W= U +
jvyz=X+jy, mapea la regiéony > | del plano z
en la region U + v > 2 del plano W. llustrar las
regiones en un diagrama.

Bajo el mapeo W - jZ +j, donde w-w +jt»yz-x
+ jy, demuestre que el semiplanu X > 0 del plano z
mapea en el semiplano Vv > 1 del plano w.



6 Para”x +jy encuentre la region imagen en el plano
w correspondiente a la franja semi infinitax > 0, 0
<>¢<2 del plano z bajo el mapeo w=jz + 1 llustre
las regiones en ambos planos.

7 Encuentre las imagenes de las siguientes curvas bajo
el mapeo
w* (j+Wv3)z+jv3- 1
@ y=0 (b) x=0
(© x+y2=1 (d) x2+y2+2y=1

donde z = x +jy.

1.2.3 Inversion
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8 El mapeo w = az + (3 (OF, ($ ambos nimeros cons-
tantes complejos) mapea el punto z - 1+ j en el
punto w=j yel punto z=-1 en el punto w= 1+j.
(@) Determine a y @

(b) Encuentre la regién del plano w correspondiente
al semiplano superior Im(z) > 0 e ilustre con un
diagrama.

(c) Encuentre la region del plano w correspondiente
al disco |z| < 2 e ilustre con un diagrama.

(d) Encuentre los puntos fijos del mapeo.

En (b)-(d) utilice los valores de Gy /? determinados
en (a).

El mapeo de inversién es de la forma

1
w

(1.7)

y en esta subseccion consideraremos la imagen de circulos y rectas en el plano z
bajo tal mapeo. Claramente bajo este mapeo la imagen en el plano w de un circulo

general

lz- I=r

en el plano z con centro en zOy radio r esta dado por

-Zo =T
w

(18)

pero no es inmediatamente obvio qué forma tiene esta curva en el plano h\ Para
investigarlo, tomarnos w- u+\v y z0=x0+ jyOen (1.8) obteniendo

u- w
T 2 *“xo0- M
u +v

Elevando al cuadrado se tiene

(52 "9 + Wr+~y2 +yo]

que desarrollandolo nos lleva a

2uxn

2vy0

1 1 N N
(u2+ v2)>/Q u"+'\‘/l+ +/(u2+V2)J+ WF,J(AzS r
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u2+i/ 2uy0 - 2uxv

asi que
W2+ t/2)(r2- -y@ + 2uxa- 2vy0=1 (1.9)

La expresidn es cuadratica en u y en vycon los coeficientes de u7y v2iguales y
no hay término en uv. Por tanto representa un circulo» a menos que el coeficiente
de u2 + v2sea cero, lo cual ocurrecuando

xt+yl*r2 o Un="
y tenemos
2ia0- 2vy0=1

que representa una recta en el plano w.

Resumiendo, el mapeo de inversion w = \lz inapea el circulo \z - z0| ~ r
del plano z en otro circulo del plano w a menos que |z0| » r en cuyo caso el
circulo es mapeado en una recta que no pasa por el origen en el plano li-

cuando |zO * r, podemos dividir la ecuacién (1.9) del circulo en el plano
entre r2- - y\ para obtener

2N 2, 2*0w 2y,,v I

U+V + B2 el 2-mmmmm 24T - 22
que se puede escribir en la forma

W- )2+ (v - e92=72

donde (i/0, i/0) son las coordenadas del centro y R es el radio del circulo en el plano
w. Se deja como ejercicio para el lector demostrar que

r

Ahora consideramos la recta general
|z - aj\ =]z - a21

en el plano z donde axy a; son nimeros complejos constantes con a, * a2 Bajo
el mapeo (1.7) se convierte en la curva en el plano w representada por la ecuacion

(1.10)

De nuevo, no es facil identificar esta curva, asi que procedemos como antesy
tomamos

W =u +jv, a, =p + |9, - r+js
donde p, g, r y 9son constantes reales. Al sustituir en (1.10) y elevar al cuadrado
ambos lados se tiene que
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Al desarrollar cada término, el cuadrado de m/(m2+ v2) y vi{ul + v2 se cancela, lo
que da

2up 2. 2vq . 2 2ilr . 2. 2ias , 2
W+t » BTV ey R} +,l\JrT)}+*
que al simplificar se convierte en
(u2+i*)(p2+q2- r2- s »2u(r p)+2v{g-s) =0 (1.11)

Nuevamente esto representa un circulo que pasa por el origen en el plano W\ a
menos que

p2+ g2« r2+ s2
lo cual implica que |¢.r,] = |a2|, cuando esto representa una recta, también pasa por
el origen, en el plano w. | a forma algebraica de las coordenadas del centro del
circulo y su radio pueden deducirse de (I I1).

Por consiguiente, podemos hacer la importante conclusién de que el mapeo de
inversion w = 1fz manda circulos o rectas en el plano 2 a circuios o rectas en el
plano u\ Mas ain, como hemos desarrollado el algebra, podemos ser mas especi-
ficos. Si el circulo en el plano z pasa por el origen (esto es jz,| = r en (1.9)) entonces
es mapeado en una recta en el plano w que no pasa por el origen. Si la recta en el
plano z pasa por el origen (|]a,| - 1a2| en (1.11)) entonces es mapeada en una recta
en el plano w que pasa por el origen. La figura 1.9 resume estas conclusiones.

Para ver por qué sucede esto, primero observamos que los puntos fijos del
mapeo determinado por w = z son

asi que z - 1.

También notamos que 7 = f) es mapeado al infinito en el plano wy w - 0 es
mapeado al infinito en el plano z y viceversa en ambos casos. Més aln, si aplica-
mos el mapeo una segunda vez, obtenemos el mapeo identidad. Esto es, si

1 1
=y i=g

entonces
r 1

que es el mapeo identidad.

El interior del circulo unitario |z] < 1len el plano z es mapeado en |l/w| < 1
o |w| > I, el exterior del circulo unitario en el plano w. Por la misma razon, el
exterior del circulo unitario |z| > 1en el plano z es mapeado en |l/u*] > 10 |u| < 1,
el interior del circulo unitario en el plano w. De hecho, los puntos en |zl = 1 en el
plano z son mapeados a los puntos en |w| - 1en el plano w con +1 y quedan fijos,
como ya se probd. La figura 1.10 resume esta propiedad.

Se deja como ejercicio para el lector demostrar que la mitad superior de la
frontera de |z| = 1es mapeada en la mitad inferior de la frontera de |m|= 1
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Plano z Mapeo w= ~ Plano W

yi,

Figura 1.9 El mapeo inverso w= \/z.

Figura I.10 Mapeo del circulo unitario bajo w = 1jz.



EJEMPLO XA

Solucidén
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Para cualquier punto zOen el plano z. el punto 1/z0es llamado el inverso de
Zucon respecto al circulo |z| = I; esta es la razon del nombre el mapeo. (Note el
doble significado de inverso; aqui significa la funcidn reciproca y no el mapeo
“inverso”.) La definicion méas general de inverso es que para cualquier punto zn
en el plano z el punto r2z0es el inverso de zOcon respecto al circulo |z| = r, donde
r es una constante real.

Determine la trayectoria imagen en el plano w correspondiente al circulo |z - 3| =2
en el plano z bajo el mapeo w - 1/z. Dibuje las trayectorias en ambos planos z y
w 'y sombree en el plano w la regién correspondiente a la regién dentro del circulo
en el plano z

La imagen en el plano w del circulo |z - 3] = 2 en el plano z bajo el mapeo w - 1/z
esta dada por

la que al tomar w = u + jv da

] - 2
u2+ v"

Elevando ambos lados al cuadrado, tenernos entonces
.2
L ] "
(«*+; J +L,tV)" 4

ul + v bu
+5=0
L2038 23
que se reduce a

I - bu+5wW2+v]) =0

(U jy*»2E*
Asi la imagen en el plano w es un circulo con centro en (?, 0) y radio j. Los

circuios correspondientes en los planos z y w se muestran en la figura 1.11.
Al tomar z = x +jy el mapeo w= |/z se convierte en

u+Jdv= = X=Xy
oy ox oty

el cual, igualando las partes real e imaginaria da
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y u
B
Plano z Plano iv
Figura I.11 El mapeo del ejemplo 1.4.

Ahora podemos usar estas dos relaciones para determinar la imagen de puntos
particulares bajo el mapeo. En particular, el centro (3, 0) del circulo en el plano z
es mapeado en el punto u - j, v =20 en el plano w que esta dentro del circulo
mapeado. Asi, bajo el mapeo, la region dentro del circulo en el plano z es mapeada
en la regién dentro del circulo en el plano w.

AUln mas, si por ejemplo se consideran tres puntos A(1 +jO). B3 - i2)y C(5 +]jO)
en el circulo en el plano z, encontramos que los puntos imagen que corresponden
al circulo en el plano w son puntos A'(l, 0), B'(®, £) y C'(*, 0). Asi, conforme
el punto z recorre el circulo en el plano z en sentido contrario a las manecillas del
reloj, el punto correspondiente w en el plano w también recorrera el circulo mapeado
en sentido contrario a las manecillas del reloj como se indica en la figura 1.11.

Mapeos bilineales

Un mapeo hilineal es un mapeo de la forma

donde a, 6, r. y d son constantes complejas. Se llama mapeo bilineal en z y en w
ya que puede ser escrito en la forma Awz + Bw + Cz + D - 0, que es lineal en
ambos z y w.

Claramente se observa que el mapeo bilineal (1 12) es mas complicado que el
mapeo lineal dado en (1.2). De hecho, el mapeo lineal general es un caso especial
del mapeo bilineal, ya que haciendo c. = 0y d = 1en (1.12) da (1.2). Para investigar
el mapeo bilineal, reescribimos el lado derecho de (1.12) como sigue:

CZ + (i

asi que
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______7_
c(cz 4 d)

Este mapeo claramente degenera en w = ale a menos que pidamos que be - ad * 0.
Por tanto, decimos que (l. 12) representa un mapeo bilineal si el determinante

w= 2 be - ad (1.13)

b
a = ad - be
r

no es cero. Este es llamado algunas veces el determinante del mapeo. Cuando
esta condicién se da, el mapeo inverso

que se obtiene al despejar z de (1.12), tamhicn es bilineal, ya que
-d b
c -a
Al renombrar las constantes de tal manera que A= a/c, /i = be - ad, a =c¢2
y p = cd> (1.13) se transforma en

da-cb*0

w=A4
az +p

y se puede dividir el mapeo en tres pasos como se indica:

zj-az +p
1

2=7,

w—A4 [IZ2

El primero y el tercero de estos pasos son mapeos lineales como los considerados
en la seccién 1.2.1, mientras que el segundo es el mapeo inverso considerado en
la seccion 1.2.3. Asi que el mapeo bilineal (1.12) puede generarse a partir de los

mapeos elementales siguientes:

Z -moe- L oPaze—i——>az+ B > A 7,
rotacion traslacion inversion Ctz 4- b
Y
ampliacién
ampliacion  (x¢ 4- P traslacion ecz+ P
rotacion

En la seccion 1.2.1 se vio que la transformacién lineal general w - az t p no

cambia la forma de la curva mapeada del plano z en el plano w. En la seccion

1.2.3 también vimos que el mapeo inversion w = Mz mapea circuios o rectas en
el plano z en circulos o rectas en el plano w. Se sigue que el mapeo bilineal

también exhibe esta propiedad importante, es decir, también mapeara circulos o

rectas en el plano z en circulos o rectas en el plano w.
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EEJEMPLO 1.5

Solucién

Investigue el mapeo

- 7z~ *

2+ 1

para tal fin encuentre las iméagenes en el plano w de las rectas Re(z) = constante
e Im(r) = constante. Encuentre los puntos fijos del mapeo.

Como se estan buscando las imagenes de curvas especificas en el plano w, primero
expresamos z en términos de w y después expresamos x y y en términos de uy v,
donde z =x + ¢y y w = u +\v. Despejando z de

L *

w z+1
nos da

1+ W

2= 1-w

Al tomarz=x+jyyw = n+ jt>se tiene

KOS Yoy

\+u+jv 1-u+]v
1-U - 1 U+)V

que se reduce a

Igualando las partes real e imaginaria nos da

1- u2-v (1.14a)
(\-u)2+v7

2v (1.14b)
1 - m2+\2 '

De (1.14a) se tiene que las rectas Re(r) = x = c,, que son paralelas al eje imagi-
nario en el plano z%corresponden a las curvas

donde c, es una constante en el plano w. Al reorganizar esto se llega a

(1 - 2«4 urd-y2) = 1- u2-v



FUNCIONES COMPLEJAS Y MAPEOS 21

0 suponiendo que 1+ ¢, * 0,

que completando cuadrados da

Ahora es claro que la curva correspondiente en el plano w es un circulo con centro
en wW=c,/(l +0,),v- 0)yradio (1 +

Un la manipulacién algebraica supusimos que <?,*--1 para poder dividir entre
1+ t*. En el caso excepcional ¢, - -1 lefiemos // = |, y la curva mapeada es una
recta paralela al eje imaginario, en el plano w.

En forma similar, a partir de (1.14b) se tiene que las rectas Im(z) =y = c26
que son paralelas al eje imaginario en el plano z, corresponden a las curvas

donde c2es una constante en el plano w. Nuevamente, esto representa usualmente
un circulo en el plano w, pero excepcionalmentc representara una recta. Al dis-
poner la ecuacion en un nuevo orden se tiene

suponiendo que c2* 0. Al completar el cuadrado se tiene

que representa un circulo en el plano w, con centro en (W= 1,v = 1/c2 y radio l/c2
En el caso excepcional de que c2= 0, entonces v - 0y vemos que el eje real y
= 0 en el plano z mapea en el eje real v - 0 en el plano w.
Tomar una sucesion de valores ¢, y después cr, digamos de -10 a 10 en pasos
de+1, nos permite verificar los mapeos mostrados en la figura 1.12. Los puntos
fijos del mapeo estdn dados por

z- 1

esto es.

En general, todos los mapeos bilineales tendran dos puntos fijos. Sin embargo,
aunque existen propiedades matematicamente interesantes asociadas con mapeos
particulares que tienen los mismos puntos fijos, ellos no tienen relevancia en las
aplicaciones de la ingenieria, por lo que so6lo merecen una pequefia referencia
aqui.
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EJEMPLO 1.6

Solucioén

Figura 1.12 El mapcow=(z 1)/(z 1 1).

Encuentre la imagen en el plano w del circulo \z\=2 en el plano z bajo el mapeo
bilineal

2+
Dibuje las curvas en ambos planos z y w y sombree la regiéon en el plano w
correspondiente a la region interior del circulo en el plano z.
Despejando z de la transformacion se tiene
__Jjvvjd
1—w

asi que la imagen en el plano w del circulo || = 2 en el plano x estd determinada por

JXV +v{/ =2 (1.15)

lina posible manera de proceder ahora es poner w = m+ jv y actuar como en el
ejemplo |4, pero el algebra se vuelve un poco complicada. Un método alternativo
es usar la propiedad de los nimeros complejos que dice |z,/z2| - |z, |/|z2|, asi
(1.15) se convierte en

fw +jl =2]1- wW|

Al tomar w = u | ji/ se tiene
[-i/+j(w+1)[~2](l -u)- jv\

que elevando ambos lados al cuadrado nos lleva a

v2+ (1 + u)2=4[(1 - u)2+ v
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FUNCIONES COMPLEJAS Y MAPEOS 23

Plano z Plano w

Figura 1.13 El mapeo W= (z - j)/(z +j).

0
W+ V2- ju + 1=0
Al completar el cuadrado del termino se tiene

(w_>)2 +«"™E

lo que indica que la curva imagen en el plano w es un circulo con centro en (u - f,
v =0) y radio \. En la figura 1.13 se ilustran los circulos que corresponden a los
planos z y w. Para identificar las regiones correspondientes, consideramos el mapeo
del punto z = 0 + jO dentro del circulo en el plano z. Bajo el mapeo dado, éste
mapea el punto

en el plano w. Entonces se sigue que la regiéon dentro del circulo \z\ - 2 en el
plano z mapea en la region fuera del circulo en el plano w.

Una propiedad interesante de (1.12) es que existe sélo una transformacion
hilineal que mapea tres puntos distintos dados zh z2y zsen el plano z en tres puntos
distintos especificos vv,, w2y w, en el plano w respectivamente. Se deja como
ejercicio para el lector demostrar que la transformacion bilineal esta dada por

(w - w,)(iv2- wj) _ (z- z,)(z2- 23
w- w3)(w2- w{) (z- z3(z2- z,)

El lado derecho de (1.16) es llamado la razén cruzada de z,, z2, z3y z. llustraremos
esto con un ejemplo.

Encuentre la transformacidn bilineal que mapea los tres puntosz =0, -j y -1 en
los tres puntos w =j, 1, 0 en el plano w respectivamente.
Consideremos la transformacion

az + h
cz+d



24 FUNCIONES DE UNA VARIARLE COMPLEJA

al utilizar la informacién dada sobre los tres pares de puntos correspondientes se tiene

u(0) +b b

1.17
c(0) +d d ( 3)
1m <mm'*e>
CeiT 7T <-iw
De (1.17c) a = b\ entonces de (1.17a)
Qj:Jb. -)ﬂ:.j<7
y de (1.17b) ¢ = ja. Asi
u.- azJJdi_ *2+ 1 _ ez 1%
W jo7z.-ju jz-1 Nz —1
Alternativamente, al utilizar (1.16) se puede obtener
(vw. j)(» -O) =(z- 0)( J + 1
(w-0)(1-j) @z 1D(j-0)
H-.-32 7
como antes.
1.2.5 Ejercicios
9 Demuestre que si z = X + jy. la imagen del semi- tes en los planos Zy W C indique la region donde se

planoy > c¢ (c constante) bajo el mapeo w - I/z es mapea el interior del circulo en el plano z.
el interior de un circulo, siempre que C > 0. ;Cual
es la imagen cuando C * 0 y cuando C < 0? llus-
trarlo con un dibujo en el plano w.

12 Encuentre un mapeo bilineal que mapee Z= 0en W
=j,Z--jen W= 1lyz=-1 en W= 0. Después,
dibuje el mapeo y encuentre las imagenes en el

10 Determine la imagen en el plano w del circulo plano W de las rectas Rc(z) = constante e Im(z) *

|*+|+j| =1 constante en el plano z. Ve.rifique quez=J(j- 9
(-1 + v3) son los puntos fijos del mapeo
bajo el mapeo inverso W = 1/z.

13 l.as dos variables complejas Wy z estadn relaciona-
11 Pruebe que el mapeo W= 1/z mapea el circulo |z - a| das por el mapeo inverso
= a, donde a es una constante real positiva en una

- . u_ 1+
recta en el plano w. Dibuje las curvas correspondien-

z



(@ Encuentre las iméagenes de los puntos z = I, 1
-jyoO0enel plano w.
(b) Encuentre la regién del plano W correspondiente

16
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Si w- (Z-j)/(z +]j) encuentre y dibuje la imagen
en el plano w correspondiente al circulo |z| = 2 en
el plano z.

al interior del circulo unitario |z] < 1en el plano z.
(c) Encuentre las curvas en el plano W que corres-
ponden a las rectas X **yy x +y = 1len el plano z
(d) Encuentre los puntos fijos del inapeo

17 Demuestre que el mapeo bilineal

donde 60es una constante real 0 < < 2n, zOes un
nimero complejo fijo y z£ su conjugado, mapea la
mitad superior del plano z (Im(z) > 0) en el inte-
rior del circulo unitario en el plano W (jh>] < ).
Encuentre los valores de z,y 60si h- - 0 corres-
ponde aZ =j y vi - —l corresponde a z = s

14 Dado el inapeo complejo

z1 1

Wwez- 1
donde W- U +jVvyz- r+jv, determine la imagen
de la curva en el plano W correspondiente al arco
semicircular X2+ y2= 1 (* 0) descrito del punto

(0, -1) al punto (0, 1). 18 Demuestre que bajo el mapeo

15 (@) Mapee la region en el plano z (z ®X +jy) que
se encuentra entre las rectas X =y yy - 0 con X <
O0en el plano w bajo el mapeo bilineal

* +J
los arcos circulares o rectas que pasan porz=0Y
Z=jen el plano z son mapeados en arcos circulares
0 rectas que pasan porw - 0y W =j en el plano wW.

. i i . Encuentre las imagenes de las regiones |z il< ]
(Sugerencia: considere el punto W = j para facilitar la

identificacion de las regiones correspondientes.) y Izl < |z —jlen el plano w.

(h) Demuestre que, bajo el mismo mapeo que en 19 Encuentre el mapeo bilineal mas general que mapea
(@), larecta 3x +y - 4 en el plano z corresponde al el circulo unitario |z| = 1en el plano z en el circulo
circulo unitario |w| = 1en el plano >y que el punto unitario |w| = 1en el plano Wy el punto z = zOen

w= 1no corresponde a un valor finito de z. el plano z en el origen W= 0 en el plano W.

126 El mapno w =122

Existe un buen nimero de otros mapeos que se utilizan en ingenieria. Por ejemplo,
al estudiar las transformadas de Laplace y z, que son los temas de los capitulos 2
y 5 respectivamente, nos interesan los mapeos polinomiales

w=a0lax +...+amz*

donde u0, a,, . .., anson constantes complejas, la funcion racional

Q(2)

donde P y Q) son polinomios en z y el inapeo exponencial

donde e = 2.71828 .. ., es la base de los logaritmos naturales. Como quedé claro
con los mapeos bilineales de la seccidn 1.2.4, los mapeos elementales pueden ser
dificiles de analizar. Afortunadamente tenemos dos factores de nuestro lado. Primero,
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EJEMPLO 1.0

Solucién

no se requiere de trazos muy detallados para curvas especificas y sus imagenes,
solamente imagenes de puntos. Segundo, utilizando derivacién compleja, el tema
de la seccién 1.3, varias facetas de estos mapeos mas complicados pueden enten-
derse sin el largo proceso algebraico. Como un preludio, en esta subseccion anali-
zaremos el mapeo w = z2que es el més sencillo de los mapeos polinomiales.

Investigue el mapeo w - z2y dibuje las imagenes en el plano w de las rectas x =
constante yy = constante en el plano z

Existen algunas dificultades al invertir este mapeo para obtener z como funcion de
w, ya que la raiz cuadrada tiene problemas de unicidad Sin embargo, no hay necesi-
dad de invertir aqui, al tomar w = u +\v yz=x + jy el mapeo se convierte en

W- Y Hji=(x +jy)2=(x2- 1) +j2vy
que al considerar las partes real e imaginaria, da
u=x2-yl
vV=2Xxy (1.18)
Si v = a. una constante real, entonces (1.18) se vuelve
u=ar7-y¥nm v —2ay

que, al eliminar v, da

u=a2-
4a
0
4a:u = 4a* - v2
asi que

v7- 4ad- 4a» =4aqa?- u)

Listo representa una parabola en el plano wy como el lado derecho tiene que ser
positivo, a 2" u, asi la “nariz” de la pardbola estd en u - alen el eje real positivo
en el plano w.

Siy - p, una constante real, entonces (1.18) se convierte en

u—x7- /P, v —2xjl

luego, al eliminar v, se obtiene



Figura 1.14 El mapco w =z2

4p2=iP- 4/r

asi que

/2= 40 + 4/724= 4pTu + 02)

FUNCIONES CUMPLEJAS Y MAPEOS

También es una pardbola, pero abre en direccion opuesta. Como antes, el lado
derecho debe ser positivo, asi que u > -ft2y la “nariz” de la parabola esta en el
eje real negativo. En la figura 1.14 se dibujan estas curvas.

No hablaremos extensamente de los puntos finos del mapeo w = z2. En cam-
bio. observamos que en general, es muy dificil dibujar las imagenes de las curvas
en el plano z%un las rectas paralelas a los ejes, bajo los mapeos polinomiales.

Los siguientes ejercicios también ayudardn a entender este topico. Volvere-
mos a examinar los mapeos polinomiales, racionales y exponenciales después de
introducir la derivacion compleja en la seccién 1.3.4.

1.2.7  Ejercicios

20 Encuentre la region imagen en el plano w corres-
pondiente a la region dentro del tridngulo en el
plano z con vértices en O+jl), 2 1jOy 0 +j2 bajo
el mapeo w - z2 Haga un dibujo.

21 Encuentre las imégenes de las rectasy - X yy = -X
bajo el mapeo w - z*. Encuentre también la imagen

de la recta general que pasa por el origen'y - mx.
Sustituyendo m - tanfl0 deduzca que rectas que se
cortan en el origen en el plano z se mapean en
rectas que se cortan en el origen en el plano w, pero
que el angulo entre las iméagenes de las rectas es el
doble que el angulo entre las rectas originales.
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Considere el mapco wr = z" donde n es un entero
(una generalizacion del mapeo w = z7). Use la repre-
sentacion polar de los nameros complejos para de
mostrar que

(@) Circulos centrados en el origen en el plano z
son mapeados en circuios centrados en el origen en
el plano >

(b) Rectas que pasan por el origen que se cortan
con un angulo dOen el plano z son mapeadas en
rectas que pasan por el origen en el plano w que se
cortan con un angulo ndo.

Si la funcién compleja

1.3 Derivacion compleja

esta representada por un mapeo del plano z en el plano
w, encuentre u en términos de x y dey, y v en térmi-
nos de x y dey donde z - x +jy, w=u +j/;. Encuentre
la imagen del circulo unitario |z| = 1en el plano w.
Demuestre que el circulo centrado en el origen y radio
ren el plano z (|z| - r) es mapeado en la curva

en el plano \\\ /Qué clase de curvas son estas? ;Qué
sucede para r muy grande?

La derivada de una funcion rcal/(;t) de una variable x en x - V0 esta dada por el limite

A% AO)
X

- X,

Claro estd que xnes un nimero real, asi que puede ser representado por un punto
en la recta real. El punto que representa x puede aproximarse al punto fijo xy ya
sea por la izquierda o por la derecha a lo largo de esta recta. Volvamos ahora a las
variables complejas y funciones dependientes de ellas. Sabemos que se requiere
un plano para representar a los nimeros complejos, asi z0es ahora un punto fijo
en el diagrama de Argand, en algin lugar del plano. La definicién de la derivada
de la funcion /(z) de la variable compleja z en el punto zOsera entonces

W) -a%)

Puede parecer que si solo intercambiamos z por x, el resto de esta seccion seguira
lineas similares a la derivaciéon de funciones de variables reales. Para funciones
reales, el limite puede tomarse solo por la izquierda o por la derecha, y la existencia
de un limite Unico no es dificil de establecer. Sin embargo, para variables com-
plejas el punto que representa el nimero complejo fijo zO puede ser aproximado a
lo largo de una infinidad de curvas en el plano z. La existencia de un limite Gnico
es entonces un requerimiento muy estricto. El hecho de que la mayoria de las
funciones complejas puedan ser derivadas en la forma usual es una propiedad
sobresaliente de la variable compleja. Como z-x-\-}yyxyy pueden variar
independientemente, existen varias conexiones con el calculo de funciones de dos
variables reales pero no seguiremos aqui esta conexion.

En lugai de usar la palabra “derivable" para describir funciones complejas para las
cuales existe la derivada, si la funcionfiz) tiene una derivada/(z) que existe en todos
los puntos de una region R del plano z entonces /(z) se llama analitica en R. Otros
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se tiene

du dv

x gy 1.20
M= dx Jdx (1.20)

w 0,yVo

Al iniciar de nuevo a partir de la definicion de/'(z0) Pcro si esta vez se elige z - z0
= jAy para la trayectoria paralela al eje y, se obtiene

(20 = lim /(Zpﬂﬁszl /AZ0)

Al utilizar una vez méas/(z) - u + y separar en las partes real ¢ imaginaria se
observa que

Ya + Ay) + M+ Ay)  w(x0,y0) ju(xOty0)
JAy
lini 1u(x09y 0+ Ay) - w(xo,y0) . v(.v0,y 0+ Ay) - t>{x0,y 0)
J Ay Ay
lo que produce
f'(zo) = (1.21)
cmyy

Como/'(z0) debe ser la misma sin importar qué trayectoria se siga, los dos valores
obtenidos en (1.20) y (1.21) deben ser iguales. Por tanto

du .du 1du + du .du dv
Tx+35  jdy < Ay dy

Al igualar las partes real e imaginaria se obtienen las ecuaciones de Cauchy-
Riemann requeridas

du o6v du du
dx dy' R dy

en el punto z - z0. Como z0 es un punto arbitrario en la region R entonces las
ecuaciones de Cauchy-Riemann se satisfacen en todo R, y asi hemos probado el
resultado requerido.

Es tentador pensar que podriamos escoger mas trayectorias en las cualesz  z0
tienda a cero, podriamos obtener mas relaciones a lo largo de las mismas lincas que
las ecuaciones de Cauchy-Riemann. Y resulta, sin embargo, que s6lo las repro-
ducimos o llegarnos a expresiones que se pueden deducir de ellas, y es posible
demostrar que las ecuaciones de Cauchy-Riemann (1.19) son una condicién nece-
saria para que una funcion/(z) = u(x,y) +)v(x,y), z = x + jy sea analitica en una
region especifica. En puntos donde f'(z) existe, ésta puede obtenerse tanto de
(1.20) como de (1.21) como
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Solucion
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r,, . dv .du
fu)nrd-y-}ey
Si z esta dada en la forma polar z = r ci$entonces
f(z) - n(r, 6) +jv(rt 0)
y las formas polares correspondientes a las ecuaciones de Cauchy-Riemann son

du _ \du dv _ 1du (\ 77\
dr~rdP Or'rdO { }

En los puntos donde/'(z) existe puede obtenerse de cualquiera de las dos

(1.2M

™ -'[;Po-iPe) mogn

Verifique que la funcion f(z) = z7satisface las ecuaciones de Cauchy-Riemann y
determine la derivada/'(z).
Como z = x +\y se tiene que
f(z) =z2=(x +jy)2= (x2- y2) +j2xy
en consecuencia si/(z) = w(t, .y) + jv(jr, y) entonces
u-x2-y2 v=2xy
dando las derivadas parciales como

du ~ du
35 =2*

dv * dv A
Tx=2y'" d y "

Se observa directamente que las ecuaciones de Cauchy-Riemann

du _ dv du _ dv
dx dy* dy dx

son satisfechas.
La derivadaf\z) estd dada entonces por
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r$t x Du . .dv ~ >
/(Z)=* +Js =21+j2' =2z

como se esperaba.

EJEMPLO 1.10 Verifique que la funcién exponencial /(z) - e"1 donde a es una constante, satis-
face las ecuaciones de Cauchy-Ricmann y demuestre quef\z) = aea.
Sulucion J\z) = u +jv = e"' = caiifv) = ca*e @
= 6a*(conay -yjsen ay)
entonces, al igualar las partes real e imaginaria
U = cuteosayy v = eatsenay

Las derivadas parciales son

du ae'“ cosory v _ ae “'sena>>
dx " Dx

Sil Si

= = <xea*senuy, ~ - acaxcosav
ay dy

esto confirma que se satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann. La derivada
f{z) est4d dada por

fliz) =y.f ~ 00?7"'(eos ay +jsenay) = «e"

asi que
fca=ata (1.24)
dz

Como en el caso de variable real, tenemos que
ej*= eosz +jsenz (1.25)

(Seccion 1.4.3), asi que eos z y sen z pueden expresarse como

gis+ e"J*
coSsz -

(1.26a)
eli- e r

2]

senz =

Usando el resultado (1.24) del ejemplo 1.10, es facil ver que
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~ (senz) = cosz
52 (sen2)

gz- (cosz) - -senz
Fn forma similar, definimos las funciones hiperbdlicas senil z y cosh z corno
. e - el . .
senilz = — -— = -j sen jz
(1.26b)

de las cuales, usando (1.24) se deduce que

-7-(senh z) = cosh z
az

7 -(cosh z) = senh z
az

Observamos de lo anterior que e¢tiene las siguientes partes real e imaginaria:
Re(e*) = e'cosy
Im(e') = e*seny

En variables reales la exponencial y las funciones circulares son contrastantes, una
siendo mondtona, las otras oscilatorias. Sin embargo, en variables complejas las partes
real e imaginaria de c¢* son combinaciones de la exponencial y de las funciones
circulares (en dos variables), lo que puede parecer sorprendente para una funcién
exponencial. Similarmente, las funciones circulares de una variable compleja tienen
propiedades poco conocidas. Por ejemplo, es facil ver, utilizando las relaciones
anteriores entre funciones circulares e hiperbdlicas de variables complejas, que
|cosz| y |senz| no estan acotadas para z complejo. Esto contrasta con |cos*| ¢ |y
|sena| ~ 1 para una variable real x.

En forma similar al método que se utiliz6 en los ejemplos 1.9y 1.10, se puede
demostrar que la mayor parte de las derivadas de las funciones/(x) para una variable
compleja x son las mismas que en el caso/(z) de una variable real en los puntos
donde /(z) es analitica. Asi, por ejemplo,

7-zn=nznd
dz

para todo z en el plano z y

g Inz = L
dz z
para todo z en el plano z excepto para los puntos en el eje real no positivo, donde
In z no es analitica.

También se puede demostrar que las reglas asociadas con las derivadas de
funciones de variable real, tales como la suma, el producto, el cociente y las reglas
de la cadena se siguen cumpliendo en el caso de variable compleja. Asi,
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04
£ ai<» =
1 fill _ gM™)/'(z) -1'(9)9'(9)
drU (2)d [9(2)j3

Funciones i;onjugados y armaonicas

Un par de funciones nfv, >) y v(x, y) de variables reales x y y que satisfacen las
ecuaciones de Cauchy-Riemann (1.19) se dice que son funciones conjugadas.
(Observe aqui el uso diferente de la palabra “conjugado” al utilizado en el trabajo
con los nimeros complejos donde z* = x - jy es el conjugado complejo de z = x
+j>.) Las funciones conjugadas satisfacen la propiedad de ortogonalidad en el sentido
de que las curvas en el plano (jv, y) definidas por u(x%) = constante y iXv,y) =
constante son curvas ortogonales. F.sto se sigue ya que el gradiente en cualquier
punto en la curva u(x, y) = constante esta dado por

da>’ _du Idu
dv dyl dx

y el gradiente en cualquier punto en la curva v{x, y) = constante esta dado por

dy _dv jdv
0x dyl dx

Se sigue de las ecuaciones de Cauchy-Riemann (1.19) que

ay dv

dvudv

asi las curvas son ortogonales.
Se dice que una funcidn que satisface la ecuacion de Laplace en dos dimen-
siones es armonica; esto es. u(x, y) es una funciéon armonica si

A + A =0
dx2 dv
Se ve directamente (véase el ejemplo 1.12) que siJ[z) = m(a, y) +}v(x%) es analitica,
de manera que las ecuaciones de Cauchy-Riemann se satisfacen, entonces ambas u y
v son funciones armdnicas. Poi tanto, u y v son funciones conjugadas armdénicas.
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Solucion

EJEMPLO 1.12

Solucion
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Las funciones armonicas tienen aplicaciones en areas tales como el analisis de es-
fuerzo en placas, el flujo de fluidos en dos dimensiones y la electrostatica.

Dada u{x, y) = x2- y2+ 2x, encuentre la funcién conjugada y(.r,y) tal que f{z)
- u(x,y) +jv(x,y) es una funcién analitica de z en todo el plano z.

Tenemos w(r, y) = x2- y2+ 2x y como f(z) = w + }v debe ser analitica, las
ecuaciones de Cauchy-Riemann deben cumplirse. Asi, de (1.19)

dv. dUu n .-
(T % =2142

Al integrar con respecto a y se tiene
v=2xy+ 2y | F(x)

donde F(x) es una funcidn arbitraria de x, ya que la integracién se realiz6 supo-
niendo x constante. Al derivar parcialmente v con respecto a x se tiene

Bv ~ aF
m =2y+rx

pero esto es igual a duldy por la segunda de las ecuaciones de Cauchy-Ricmann
(1.19). De aqui que

du i dF
, = -2V - t_
oy ax
Pero dado que u - x 1- y2+ 2x, Dufdy = -2y, y al comparar con la ecuacién previa

se tiene que F(x) = constante. Esta constante se iguala a cero ya que no se dio
ninguna condicion para que pueda determinarse. Entonces

u(x,y) +jti(*,y) = x1- y1+ 2x +j(2xy + 2y)

Para confirmar que es una funcién de z, observe que/(z) esf(x + j>) y se convierte
precisamente en f{x) si tomamosy = 0. Por tanto, tomamosy = 0 para obtener

f(x +jO) =f(x) = u(x, 0) + }v(x, 0) - x2+ 2x
y se sigue que
f(z) =z2+ 2z

la cual puede verificarse facilmente separando las partes real ¢ imaginaria.
Demuestre que las partes real e imaginaria u(x, y) y v(x, y) de una funciéon com
pleja analitica J{z) son armodnicas.

Como

f{z) = u(x,y) +\{x,y)
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es analitica, las ecuaciones de Cauchy-Ricmann

dv du du _ ch)

dx ay’ dx dy

se satisfacen. Alderivar la primera con respecto a x se tiene

cfv. _~ du _ cfu
dx2 dxdy dydx

_ _d_(du\

dy vdx '

que es - dlvldy2 por la segunda ecuacién de Cauchy-Riemann. Por tanto,

d _ dW
dx? dyl

y v es una funcion armoénica.

En forma similar

dii _ dn
dy2 dydx

asi que
—2+—-2=0
dx dy

d (dv\
dx vdy/

da dj) _ ~
dx2 dyl

da
dx‘

y u también es una funcién arménica, liemos supuesto que ambas u y u tienen
derivadas parciales de segundo orden continuas, para que

da _ du dv

dxdy dydx* dxdy

1.3.3  Ejercicios

24 Determine cuando las siguientes funciones son anali-
ticas y encuentre la derivada cuando tenga sentido:

@) zer (b) sen Az
(c) zi* (d) cos2z
25 Determine las constantes a y b para que
iv=x2+ ay2- 2xy +j(bx2- y* + Ixy)

sea analitica. Para estos valores de a y h encuentre
la derivada de h», y exprese ambas wy dwidz como
funciones de z = .t + jy.

26 Encuentre una funcion v(xyy) tal que, dadas u = 2x
(I y\/(’)“ m+]v sea analitica en z

d~v
dydx

27 Demuestre que 0(xyy) = er(»eosy - y seny) es una
funcién armoénica y encuentre la funcién conjugada
armonica \y(x, y). Escriba 0(x, y) + jtp(*, y) como
una funcién solamente de z = x + jy.

28 Demuestre que n(.r, y) = sen* coshy es armonica.
Encuentre la conjugada armdnica vix, y) y exprese
W =u +jw como una funcion de z = x +jy.

29 Encuentre las trayectorias ortogonales de las siguien-
tes familias de curvas:

(@ xy- xy3- a

(b) c"'cosy +xy - vt (constante a)

(constante a)



30 Encuentre las partes real e imaginaria de las funciones
(a) r*e2i (b) scn2z
Verifique que sean analiticas y encuentre sus deri-
vadas.

3l Indique una definicion de la funcion angulo seno,
sen™z para z complejo. Encuentre las partes real e

1.3.4 Mas sobre mapeos
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— — bmwimmm— - =

imaginaria de sen'1z (Sugerencia, escriba z - sen w
separado en las partes real e imaginaria, y con w=u
+joyz=x +jy resuelva para uy v en términos de
r yy.) ¢Es scn 'z analitica? Si asi es, ¢cudl es su
derivada?

32 Establezca qué sucede si z - x + jy, [senhy| #
|senz| N coshy.

En la seccion 1.2 se examinaron mapeos del plano z al plano w donde en la mayor
parte de ellos la relacién entre wyz,w =/(z), era lineal o bilincal. Existe una propiedad
importante de mapeos sugerida en el ejemplo 1.8 cuando consideramos el mapeo
w = z2. Un mapeo w -j{z) que preserva angulos se llama conforme. Llajo tales mapeos,
el angulo entre dos curvas que se cortan en el plano z es el mismo que el angulo entre
las curvas correspondientes en el plano w. El sentido de angulo también se preserva.
Esto es, si Oes el angulo entre las curvas 1y 2 tomadas en sentido contrario a las
manecillas del reloj en el plano z entonces 9 también es el angulo entre la imagen de
la curva 1y la imagen de la curva 2 en el plano w, y también es tomado en sentido
contrario a las manecillas del reloj. En la figura 1.15 aparece claramente la idea de un
mapeo conforme. Si/(z) es analitica entonces w = f(z) define un mapeo conforme
excepto en los puntos donde la derivadaf(z) es cero.
Claramente se tiene que los mapeos lineales

w— + 3 (a-a0)

son conformes en todos lados, ya que d>v/dz - a y no es cero en ningln punto en
el plano z. Los mapeos bilineales dados en (1.12) no son tan faciles de verificar.
Sin embargo, como vimos en la seccién 1.2.4, (1.12) pueden escribirse como

w=f(z)

(conforme)
curva2 /(curva 2)

(0] (0] u

Planoz Plano W

Figura 1.15 Mapeos conformes.
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EJEMPLO 1.13

Solucioén

Asi
dw _ f-ia
dz » (az +p)}

el cual de nuevo nunca es cero para ningun punto en el plano z. De hecho, el Gnico
mapeo que hemos considerado hasta ahora que tiene un punto en el que no es
conforme es w =z2 (véase el ejemplo 1.8), que no es conforme en z - 0.

Determine los puntos en los cuales el mapeo w - z » 1jz no es conforme y
demuéstrelo considerando la imagen en el plano w del eje real en el plano z.

Al tomarz = v+jy y w = u mjt\ tenemos

w=u+\Ww=xFjy+ "
X +y

que, igualando las partes real e imaginaria, da

X
Uu=X+
X +y
v - t 2
y X +>

El eje real y - 0 en el plano z corresponde a v - 0, el eje real en el plano w.
Observe, sin embargo, que el punto fijo del mapeo estd dado por

z=z+ "

0 z = 0o. De las ecuaciones de Cauchy-Riernann es facil ver que w es analitica en
todos lados excepto en z = 0. También dw/dz = U cuando

=0, estoes, z- %I

que ambos estan en el eje real. Asi que el mapeo no es conforme enz - 0y z = +1.
La imagen dez - les w- 2y laimagen dez=-1 esw = 2. La consideracion
de la imagen del eje real es por tanto perfectamente adecuada, ya que ésta es una
curva que pasa por cada punto donde w = z + 1/z no es conforme. Seria muy
satisfactorio si pudiésemos analizar este mapeo de la misma manera que lo hicimos
con w = z2del ejemplo 1.8. Desafortunadamente, no podemos hacer esto, porque
el algebra se vuelve muy pesada (y, ademds, nuestro conocimiento de curvas alge-
braicas es demasiado escaso). En cambio, veamos la imagen del punto z = 1+ t;
donde e es un numero real pequefio, e > Ucorresponde al punto 0 a la derecha
de z= 1en el eje real en el plano y el punto P a la izquierda de z = 1 corresponde
ae < 0 (figura 1.16).
Si z = 1+ e entonces
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Y i
O 1 O 2 _2 o 4_2 n
Plano 2 Plano Plano w
Figura 1.16 Imagen de Z = | + £ del ejemplo 1.13. Figura 1.17 Imagen en el plano w del eje

EJEMPLO 1.14

real en el plano z para el ejemplo 1.13

=11 c+ (I + E)-~I
-l+E£E+1-£+£2 Cc3+ ...
- 2+ £2

si |E] es mucho menor que | (discutiremos la validez del desarrollo de las series de
potencias en la seccion 1.4). Ya sea que € sea positivo o negativo, el punto w - 2 +
r estd a la derecha de w= 2 en el plano w como se indica con el punto R en la figura
1.16. Por tanto, conforme E -> 0 una curva (el eje real) que pasa porz = | en el plano
z formando un &ngulo 0= n corresponde a una curva (nuevamente el eje real) que se
aproxima aw' = 2 en el plano w a lo largo del eje real desde la derecha formando un
angulo 0= 0. Se ha verificado la no conformalidad. El tratamiento paraz - -1 se sigue
de una manera idéntica, asi que se omiten los detalles. Observe que cuandoy - 0 (v
= 0), u = x + llx también, conforme el eje real en el plano z es recorrido de x = -G®a
x = U, el eje real en el plano w es recorrido de u = a -2 y regresa nuevamente a
u=-o00 (cuando jr=-1, u alcanza al 2). Conforme el eje real en el plano z es recorrido
de x - 0 a través de x —1a x = +«, asi el eje real en el plano x es recorrido de u =
+00a u=+2 (x - 1)y regresa nuevamente a u = <= Por tanto, los puntos en el eje real
del plano w en el intervalo -2 < u < 2 no corresponde a los valores reales de z.
Resolviendo u = x + Mx para x se obtiene

X - *[il £ v(«2- 4)]

que hace que este hecho sea obvio. La figura 1.17 muestra la imagen en el plano
w del eje real en el plano z. Este mapeo es rico en propiedades interesantes pero
no lo seguiremos estudiando aqui. Los ingenieros aeronauticos pueden encontrarlo
nuevamente si estudian el flujo alrededor de un ala en dos dimensiones» ya que
este mapeo transforma circulos centrados en el origen en el plano z sobre menis
eos (en forma de lentes) en el plano w, y solamente se requiere una leve alteracion
antes de que estas imagenes tomen la forma de un ala.

Examine el mapeo

w —eg
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Solucién

y-|IT

Planoz

Figura 1.1R Mapeo de rectas bajo W =e\

(a) encuentre las imagenes en el plano w de las rectas x = constante yy = constante
en el plano z, y (b) encuentre las imagenes en el plano w del semiplano (* < 0) en
el plano z.
Al tomarz =x +\y y w=u + ]Jv para w = ¢ tenemos

u - elcosj'

vV = erseny
Elevando al cuadradu y sumando estas dos ecuaciones, tenemos

u2 +t/ - er

Por otro lado, dividiendo las dos ecuaciones se obtiene

= tanv

Ahora podemos abordar las preguntas.

(@) Como u2+ v7- cl\ haciendo x = constante se prueba que las rectas paralelas
al eje imaginario en el plano z corresponden a circulos centrados en el origen en
el plano w. La ecuacién

tan v

prueba que rectas paralelas al eje real en el plano z corresponden a rectas que
pasan por el origen en el plano w (v = utan a siy = a, una constante). La figura
1.18 muestra un dibujo general.

(b) Como u2+ v7=el*six =0 entonces u2+ t/ = 1, asi el eje imaginario en el
plano z corresponde al circulo unitario en el plano w. Si x < 0 entonces e2*< 1,
y conforme x -©0, er—» 0, entonces la mitad izquierda del plano z corresponde
al interior del circulo unitario en el plano w como se ilustra en la figura 1.19.
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Figura 1.19 Mapeo del semiplano bajo w - e*

135 Ejercicios

33 Determine los puntos en los que los mapeos siguien-
tes no son conformes:

@w=z2-1 (b) w- 2z - 2122+ 72z | 6

() w-8:+
2z
3 Siga el ejemplo 1.13 con el mapeo w - z - 1fz.
Determine de nuevo los puntos en los que el mapeo
no es conforme, pero esta vez demuestre esto obser-
vando la imagen del eje imaginario.

35 Encuentre la region en el plano w correspondiente
d las regiones siguientes en el plano z bajo el
mapeo exponencial w = eJ:

@0 x< (o) 0~ x~
© \Zn™y~rn 0N x<n»

,0*%y A 1

1.4 Series complejas

36

37

Considere el mapeo w = sen z. Determine los pun
tos donde el mapeo no es conforme lincucntre las
imagenes en el plano w de las rectas x = constante
yy - constante en el plano z (z =x +j.v), dibuje los
mapeos a lo largo de rectas similares a las Figuras
1.14 y 1.18.

Demuestre que la transformacion

s-r+ |
o

donde z=x +}y y f = Rejp, mapea un circulo con
centro en el origen y radio a, en el plano  en un
segmento de recta en el plano z. ;Cual es la longi-
tud de la recta? (Qué sucede si el circulo en el
plano £ esta centrado en el origen pero de radio b,
donde b r a?

fin Modern Engineering Mathematics vimos que hay distintas ventajas al poder expre-
sar'" una funcién/(x), como funciones exponenciales, trigonométricas y logaritmicas,
de una variable real .ven términos de su desarrollo en senes de potencias

/(1) =

))‘O

a,x" =ald+ aa +ax2i

taxr+ ... (1-27)

Las series de potencias también son muy importantes en el comportamiento de las
funciones complejas, de hecho, cualquier funcion real f(x) que tiene una serie de
potencias de la forma (1.27) tiene una funcion compleja/(z) correspondiente que
tiene la misma expansidn (desarrollo) en serie de potencias, que es
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f(z) - anzn- a0+ akK +a2z2+ .. 4 + ... (1.28)
»-e

Esta propiedad nos permite extender funciones reales al caso complejo, asi que los
métodos basados en la expansién en serie de potencias tienen un papel clave en
la formulacion de !'a teoria de las funciones complejas. En esta seccién considerare-
mos algunas de las propiedades de la expansion en serie de potencias de funciones
complejas haciendo, siempre que sea posible, una analogia con la expansion en
serie de potencias de las funciones reales correspondientes.

Series de patencias

Una sene que tiene la forma

£ u,{z- 20Y = ao+ ai(2 “ 20) + «2(2- 20)2+ .ee+ ar(z - zOr+ ... (1.29)

I»u
en la cual los coeficientes ar son reales o complejos y zo es un punto fijo en el
plano complejo z es llamada una serie de potencias alrededor de zo 0 una serie de
potencias centrada en z0. Cuando zo = 0, la serie (1.29) se reduce a la serie (1.28).
que es una serie de potencias centrada en el origen. De hecho, haciendo el camhio
de variable z' = z - z0, (1.29) toma la forma (1.28), entonces no hay pérdida de
generalidad cuando se considera la ultima de ellas.

Las pruebas para la convergencia o divergencia de las series de potencias
complejas son similares a aquellas usadas para las series de potencias de variable
real. Sin embargo, en las series complejas es esencial utilizar el médulo |<ij. Por
ejemplo, la serie geométrica

00
tiene una suma para los N primeros términos de

V-1 i A’

n-0
y converge, si \z\ < 1, al limite /(1 - z) conforme N —«w. Si |z| » | la serie

diverge. Estos resultados parecen ser idénticos con la condicién de que |v| < 1
para garantizar la convergencia de las senes de potencias reales

Sin embargo, en el caso complejo la interpretacion geométrica es diferente en que
la condicidén |z| < 1implica que z estd dentro del circulo con centro en el origeny
radio 1en el plano z. Asi la serie 2T*s2? converge si z estd dentro de este circulo
y diverge si z estd fuera de él. Esta situacion esta ilustrada en la figura 1.20.
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Plano z

Figura 1.20 Regién de convergencia de £~_0z".

La existencia de tal circulo conduce al siguiente concepto importante: Ln
general existe un circulo centrado en el origen y de radio R tal que la serie

convergesi |z| < R
diverge si |lz] > R

Fl radio R es llamado el radio de convergencia de la serie de potencias. Lo que
sucede cuando |z| = R normalmente es investigado como un caso especial.

Hemos introducido el radio de convergencia basandonos en un circulo centrado
en el origen, pero el concepto obviamente no depende de la localizacidn del centro
del circulo; Si la serie estd centrada en zOcomo en (1.29) entonces el circulo de
convergencia estard centrado en zft Mas aln, puede estar centrado en el infinito,
cuando la serie de potencias es

que consideraremos mas adelante en la seccién 1.4.5.

I'ara determinar el radio de convergencia R de una serie dada, pueden aplicarse
varios criterios de convergencia como los introducidos en Modern Engineefing
Muthemutics para series reales. En particular, usando el criterio de la razon de
D'Alambert se puede demostrar que el radio de convergencia R de la serie compleja
Z" 0 estad dada P°r

R- Ilim " (1.3(1)

siempre que el limite exista. Entonces la serie es convergente dentro del disco |z| < R.
En general, por supuesto, el limite puede no existir y en tales casos se debe usar un
método alternativo.

Encuentre la ser e de potencias, en la forma indicada, que representa la funcion
I1/(z - 3) en las tres regiones siguientes:



44 FUNCIONES DE UNA VARIABLE COMPLEJA

(a)lz|<3;
rt-0

() I[r-2I< 1 ¢ - 2)
*0

() Iz] > 3

y dibuje estas regiones en un diagrama de Argand.
Solucién  Se sabe que el desarrollo de la serie binomial
(Q+zy =1+nz | +... + 2 + 1V + ...
es valido para |z| < 1 Para resolver el problema, explotamos este resultado expan-

diendo la funcion 1/(z - 3) de tres maneras diferentes:

@rh =iry2=-K'"'-r) H I+f +G2 + - +(r) +-"

para |{z| < 1, esto es |r| < 3, dando la serie de potencias

=-[l1+(z-2) +(z-2)2+ ...1 (jz—=2|< 1)

dando la serie de potencias

TCSZ-i-(z-Z)-(Z-Z)l.. (U-2 <1
liz ]
I +- +
©,.5 130 2 |y
dando la serie de potencias
1 13 9
— f=-+4- +~+ me <UI>3)
725777 z

Las tres regiones estan dibujadas en la figura 1.21. Observe que ninguna de las
regiones incluye al punto z = 3 que se dice es una singularidad de la funcidn, el
concepto lo discutiremos en la seccion 1.5.1.

En el ejemplo 1.15 todo el circulo |z| = 3 fue excluido de las tres regiones
donde la serie de potencias converge. De hecho, es posible considerar cualquier
punto en el plano z como centro del circulo en el que se define una serie de potencias



EfEMPLO 1.16

Solucion

SERIES COMPLEJAS «

Plano 2

Figura 1.21 Region de convergencia para las series del ejemplo 1.15.

que converge a l/(z - 3) para todos los puntos dentro del circulo, con excepcion
del punto z = 3. Por ejemplo, el punto z = 4j llevaria a la expansion (desarrollo)

1 _ 1 2
2-4j+4j-3 4j-31z-4)
4i- 3

en una serie binomial en potencias de (r 4j)/(4j - 3) que converge a 1/2 - 3)
dentro del circulo
[r-4j] =14j-3]|= v(16 + 9) =5

No debemos esperar que el punto z - 3 sea incluido en ninguno de los circulos,
ya que la funcion 1/(z - 3) es infinita ahi y por tanto no esta.

Demuestre que la serie de potencias 'Lan0Oanz,y la serie de derivadas correspondiente
na,,zn 1tienen el mismo radio de convergencia.

Sea R el radio de convergencia de la sene de potencias £~wa,z'\ Como linv*.
(anzm0) = 0 (de otra manera la serie no tiene posibilidades de converger), si |z0] < R
para algin nimero complejo z0 entonces siempre es posible elegir

KI < |rOP

para n > N, N un entero fijo. Usamos ahora el criterio de la razén de D'Alambert, a
saber

si lim ™' o< 1
Jig . entonces . converge
w=0
si lim 2™ 5 1 entonces , diverge

Bl
i
[]

S+

1]
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La serie derivada '2”nam* 1satisface

ir |naz"~"| < ¢ fila,[lrr' < £ J-pi—
«l =1l |Z0|

que, pur el criterio de la razén, converge si 0 < |z0] < R puesto que |z| < |z0]y
|z0| pueden estar tan cerca de R como queramos. Si, en cambio, |z|] > R entonces
lim,, >,,(a,2) * 0 y asi también lim, * 0. Por lo que R también es el
radio de convergencia de la serie derivada XT-i na,,zn

El resultado obtenido en el ejemplo 1.16 es importante ya que si la funcién
compleja

I(z) = ¢ a,z"
-0

converge en \z\ < R entonces la derivada

ncl

también converge en |z| < R. Podemos seguir derivando fiz) con la ayuda de su
serie de potencias y estar seguros de que la funcion derivada y la serie de poten-
cias derivada son iguales dentro del circulo de convergencia.

1.4.2  Ejercicios

38 Encuentre la representacion de la serie de potencias

de la funcién 1/(z - j) en las regiones m - 7TT
(a)lz]<l (b)lz[>1 <c)lz- 1-j] < v2 en el disco |z] < 1 Use el ejemplo 1.16 para
Deduzca que el radio de convergencia de la repre- deducir la serie de potencias para
sentacion de la serie de potencias de esta funcion
es |z0 - j|, donde z = zOes el centro del circulo de @ -y-— ) !
convergencia (z0* j). (z2+ 1) (z2+ 1)
39 Encuentre la representacion de la serie de potencias valida en el mismo disco.

de la funcion

1.4.3  Serie de Taylor

En Modem Engineering Mathematics introducimos la expansion en serie de Taylor
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2 ri

WX +a)-/fo) + yil'V) + fj/@V) + mem= (1.31)

de una funcionf(x) de una variable real x alrededor de * = u y véalida dentro del inter-
valo de convergencia de la sene de potencias. Para un ingeniero la habilidad de expresar
una funcion en tal desarrollo (expansion) de serie de potencias es particularmente util
en métodos numéricos y célculo de errores. La habilidad de expresar una funcién com-
pleja como una serie de Taylor también es importante para los ingenieros en muchos
campos de aplicaciones, tales como la teoria del control y de las comunicaciones. La
forma de la serie de Taylor en el caso complejo es idéntica a la de (1.31).

Sif(z) es una funcion compleja analitica dentro y en una curva cerrada simple
C (usualmente un circulo) en el plano z entonces se sigue del ejemplo 1.16 que
las derivadas superiores de /(z) existen también dentro de C. Si zOy z0 + h son
dos puntos fijos dentro de C entonces

IO +h) =/(,) + AIS@E0) + j 220 + ...+ £ [ (W +

dondef a\z0) es la A-ésima derivada de/(z) evaluada en z = z0. Normalmente z=2z0 | h
es introducido de tal manera que // - z - z0, y entonces la expansion de la serie es

(1.32)

La expansién en serie de potencias (1.32) es llamada desarrollo en serie de Taylor
de la funcion complejaf(z) alrededor de z0. La region de convergencia de esta serie
es |z- zf] < R, un disco centrado en z = z0y radio /?, el radio de convergencia. La
Figura 1.22 ilustra la region de convergencia. Cuando z(, = 0, como en variables reales,
la expansion de la serie alrededor del origen usualmente es llamada desarrollo en
serie de Maclaurin.

Como la prueba de la expansion en serie de Taylor no aumenta nuestro cono-
cimiento de cdmo aplicar el resultado a la solucién de problemas de ingenieria, la
omitimos en este momento.

Planoz

Figura 1.22 Regién de convergencia para la serie de Taylor.
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EJEMPLO 1.17

Solucién

Determine la expansion en serie de Taylor de la funcion

=.irhadj
alrededor del punto z = j:
(a) directamente hasta el término (z j)\
(b) utilizando la expansion bioomial.
Determine el radio de convergencia.
(a) La desventaja que tienen las funciones distintas con respecto a las funciones mas
directas es que la obtencién de sus derivadas es bastante complicada en términos

algebraicos. Fn este caso, en particular, es méas facil; escriba la funciéon dada en
fracciones parciales como

I(7)~2(z-2])) 2jCz- 2] r)
La parte derecha es ahora més facil de derivar repetidamente. Para determinar a
/"N (j) tenemos

/w mTiirhi-pm  ae /)=t

asi que /"'(j) =0
(z ~ 2jy)2 +22

asi que [/ (O(j) = -2

@ - 2))3 zJ
asi que f°\j)=0
(2 - 2j)f
/ 24 24 asi que / M(j) = 24
'y = ~ . | u J) =
*-2) r

que conduce a partir de (1.32) a la expansién en serie de Taylor

JUA) =1-21(2-j)3+21(z-j)4+ -
1- (z- )2+ (z-j)d+ ...

(b) Para usar la expansion binomial, primero expresamos z(z - 2j) como (z - j +])
(z—j - j), que siendo la diferencia de dos cuadrados ((z -j)2- f) nos lleva a

1 1
f(z) =
() 202 - 2)) @-]j) +1
Al utilizar la expansiéon binomial se tiene que
fz)=1-@-N+@-)4-@-+...
es valida para \z - j| < 1, asi el radio de convergencia es 1
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Solucioén
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Los puntos donde/(z) es infinita (sus singularidades) son precisamente los que
distan 1de z =j, asi que no nos sorprende que éste sea el radio de convergencia.

Sugerir una funcién para representar la serie de potencias

2 % n
Z Z z

20431+ 7 H AT+

y determine su radio de convergencia.

Sea

+z+fr +fr+ - = | i
z+fr +fr ,\|AOI

Suponiendo que podemos derivar término a término la serie para/(z), obtenemos

ml =10

Entonces f(z) es su propia derivada. Como e* es su propia derivada en variable
real y es la Gnica funcion, parece razonable proponer que

nN)= ¢lr =€ f1-33)

la funcién exponencial compleja. Por cierto, la exponencial compleja € estd definida
por la serie de potencias (1.33). Siguiendo el criterio de la razén de D’Alambcrt
la serie u,, es convergente si \an#la,\ —L < 1 conforme n — Donde L es
una constante real. Si a,, = z7«i entonces \an*/an\ = |z|/(/i + 1) que es menor que la
unidad para n suficientemente grande, sin importar qué tan grande sea |z|. De ahi
que es convergente para todo z y asi tiene un radio de convergencia infinito.
Observe que esto estd corroborado de (1.30). Tales funciones son llamadas enteras.

De la misma manera que definimos la funcidn exponencial & como una expan-
sion de la serie de potencias (1.31), podemos definir las funciones circulares sen z
y €0s z por expansiones de series de potencias

Z1 i Z7 inH
8en*:*-3!4'-'-5!-,,-ﬁ+...+,-i)-|'¢ Tni+.

22 2° 26 .Zan +

21 4 & 2*)

ambas son validas para todo z. Usando estas definiciones de series de potencias
podemos demostrar rapidamente el resultado (1.25), a saber

ell=eosz +jsenz
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1.4.4  Ejercicios

40 Encuentre los cuatro primeros términos distintos de

41

cero de las expansiones en serie de Taylor de las
siguientes funciones alrededor de los puntos indicados
y determine, en cada caso, el radio de convergencia:

Q)iT-z,2=1) ) (TTIT) 2))

42 Sin encontrar explicitamente cada expansion en

serie de Taylor. encuentre el ladio de convergencia
de la funci6n

© 7 (2=1+j)

alrededor de los tres puntosz - 0,Z2=1+jyz=2+ 2j.
;Por qué no existe la expansion de la serie de Taylor
de la funcién alrededor de z = j?

Encuentre la expansién en serie de Maclaurin de la

funcion

M

43 Determine la expansion en serie de Taylor de f[z)
- tan z. ¢.Cuél es su radio de convergencia?

hasta ¢ incluyendo el témiino

1.4.5

Serie de Laurent

Examinemos ahora mas de cerca la solucién del ejemplo 1.15(c), donde la serie
de potencias obtenida fue

valida para |z| > 3. En el contexto de la definicidn, ésta es una sene de potencias
alrededor de ‘z = el ‘punto al infinito'. Algunos lectores, justificadamente, pueden
no estar convencidos de que hay un dnico punto en el infinito. La figura 1.23 muestra
lo que sz conoce como la esfera de Ricmann. Una esfera que estd en el plano
complejo z con el punto de contacto en el origen O. Sea O' la cima de la esfeia en el
punto diametralmentc opuesto a O. Ahora, para cualquier eleccidn arbitraria del punto
P en el plano z, uniendo O'y P determinamos un Unico punto P' donde la recta O'P
corta la esfera. Existe asi exactamente un punto P' en la esfera correspondiente a cada
P en el plano z. El punto O' es el Unico punto de la esfera que no tiene un punto

Figura \i¢'¢ La esfeia de Ricmann.
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Plano z

Figura 1.24 Regién de validez de la serie de Laurent.

(finito) correspondiente en el plano z; por tanto, decimos que le corresponde el punto
al infinito en el plano z.

Volviendo a considerar las series de potencias, sabemos que, dentro del radio de
convergencia, una funcién dada y su expansién en serie de Taylor son idénticas. Los
puntos en los que una funcién no es analitica son llamados singularidades, que
discutiremos en la secciéon 1.5.1. No es posible ninguna expansion en serie de Taylor
alrededor de una singularidad. Mas aln, un desarrollo en serie de Taylor alrededor de
un punto zOen el cual la funcién es analitica, solamente es vélido dentro del circulo
con centro en zOhasta la mas cercana singularidad. Asi, todas las singularidades deben
ser excluidas en cualquier consideracion de senes de Taylor. La representacion de las
series de Laurent incluye (o al menos toma nota de) el comportamiento de la funcion
en la vecindad de una singularidad.

Si/(z) es una funcién compleja analitica en circuios concéntricos C, y C; de radios
ri Y ri. respectivamente (con r2 < r,), centrados en z0, y también es analitica en toda
la region entre los circulos (esto es, la regidon anular), entonces, para cada punto z
dentro del anillo (figura 1.24),/(z) puede ser representada por la serie de Laurent

fu) = X Cj2~ziy

L (1.34)
(z-r0)' (7--0)" z
+ C,(z- 20)+ ...+ C(z- Z,y+ ...

donde, en general, los coeficientes cTson complejos. La forma anular de la region
es necesaria para excluir el punto z= z0, el cual puede ser una singularidad de/(z).
Si f(z) es analitica en z= zOentonces cn= 0 para n- -1,-2, ... ,-°, Yy la serie
de Laurent se reduce a la serie de Taylor.

La serie de Laurent (1.34) para/(z) puede escribirse como

f\z) = £ C,(z-r0)"+¢ C,z- 20)”
=< 1=1)

y la primera suma del lado derecho, la parte que ‘no es de Taylor’, es llamada la
parte principal de la serie de Laurent.
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EJEMPLO 1.19

Solucioén

Por supuesto, raramente podemos sumar una serie infinita. Por tanto, hay mas
interés en los asi llamados ‘términos residuales’, estos son la diferencia entre los
primeros n términos de la serie de potencias y el valor exacto de la funcion. Para
ambas series, la de Taylor y la de Laurent, estos términos residuales estan expresados,
como en el caso de variable real, en términos de la (n + I)-ésima derivada de la
funcién. Para la serie de Laurent en variables complejas estas derivadas pueden ser
expresadas en términos de las integrales de contorno (seccion 1.6), que pueden sim-
plificar enormemente el calculo. Muchos de los detalles estan fuera del alcance de
este libro, pero en la seccion 1.6 hay algo de material introductorio.

Para/(z) = 1z2(z + 1) encuentre la expansidn en serie de Laurent alrededor de
(@ z=Uy (b)z=-1. En cada caso, determine la regién en donde es valida.

Como en el ejemplo 1.15, este tipo de problemas son abordados haciendo uso de
la expansién de la serie binoinial.

siempre que |z| < 1

(a) En este caso z0= 0, entonces necesitamos una serie de potencias de z. Asi

@ r2y =14, +2)"

=-(1-2+z2-2z3+2z1- ...) (0< |z] < 1]
z

Asi, la expansién en serie de Laurent requerida es

-U-Ul-z +z2...
z2(z +1) PARY

vélida para 0 < \z\ < 1. El valorz = 0 debe ser excluido debido a los dos primeros
términos de la serie. La region 0 < |z| < 1es un ejemplo de un disco agujerado,
un hecho comin en esta rama de las matematicas.

(b) En este caso z0= -1, entonces necesitamos una serie de potencias de (z + 1). Asi

1 1

(z+ 1-ir2
z2(z+1) (z+1)

iy I @+ 01

= (Tp_[I +2(Z+ 1) +3(z+ 12+ ... ]

2'11' +2+ 3@+ 1) +4z+ N2+ ...
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es valida para 0 < \z + 1] < 1 Observamos que en una regién en forma de
menisco (esto es, la regidon donde se enciman las dos regiones circulares |r| < 1
y |z + 1| < 1), ambas series de Laurent son simultineamente véalidas. Esto es
bastante comun y no una causa de preocupacion.

EJEMPLO 1.20 Determine la expansién en serie de Laurent de

I(z) = (r+1)(r +3)
que es véalida para
(@ 1< \z2\ < 3
(b) \2\ > 3
(c) 0 < \z+ 11< 2
(d) \z2\ < 1

Solucion (a) Resolviendo en fracciones parciales,

Como \z\ > 1y \z\ < 3, expresamos lo anterior como

S A TR Ve p— JIEARY S Sy
2z\ z Z1 2 ) 6V 3 9 27 )

1fs  L+JL-1+ L-J 2+ 1d»
224 223222 2z 6 18* 54* 162*

*>«-1Crh)-Krh)

Como |z| > 3, expresamos esto como

ch i -¢ (-ii
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(c) Se puede proceder como en el ejemplo 1.18. Alternativamente se puede tomar
2+ 1 =1 entonces 0 < |i/| < 2y

f(u) = 1 1
w(w + 2) 2u( 1+ ju)
1(x 1 i2 \ > Y
= 2m( 2u+4u gll + ___J
dando

(i) f(z) - 2(z+1)- 2(z+3)
Como |z]| < 1, expresamos esto como

f( 1 1
2(1+2) 6(1+\2)

i(H2)-,-i(1+j2)-1

= ¢(1 =Z+2z" 23+...)-9(1- B2+ ¢rl-¢rl+...)

EJEMPLO 1.21 Determine la expansion en serie de Laurent de la funcién/(z) =zV 'alrededor de

(@) z-0
(b) z = a, un nimero complejo finito distinto de cero
(c) z =«

Soluciéon (a) De (1.33),
e7=1+z+ —+ ... (0™ |z| < 00

Sustituyendo 1/z por z, obtenemos

cll=1+-+— + ... (0< |z| » ©@
z 2z
asi que
z3cu*=r3+z2+ —+—+— +—U +... (0< \2\ <@

21 3! 41z 5!z

Esta serie tiene una infinidad de términos en la parte principal, perose detiene en
z3 (estd escrita de atras hacia delante). Las series que tienen las partesprincipales
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infinitas son un problema, afortunadamente son poco frecuentes en ingenieria.
Observemos también que la serie es vélida en un disco agujerado infinito.

(b) FIl valor def(a) debe ser a*eliag que no es infinito ya que a / 0. Entonces/(z)
tiene una expansion en serie de Taylor

fu) =f(a) + (z- a)f°\a) + o1 + ...

alrededor de z = a. Tenemos que

[<*X2) = jpteie?) = 3z2etd - zc\

I @a) = | (Bzel2- zef) = 6zeff- 4el2+ Z_ze\U

obteniendo la serie como

z3elR2= a3ela + (z - a)(3azelia- aelh)

+ My(z-Ti)N6r/ellt—dew+ 2¢c1 + .

que es valida en la region \z - a\ < R%donde R es la distancia entre el origen,
donde /(z) no esta definida, y el punto a\ de donde R = |a]. Asi la region de
validez para esta sene de Taylor es el disco |z - a] < \a\.

(c) Para desarrollar alrededor de z - «, sea w = 1/z para que

*) - .
A% - -y
Al desarrollar alrededor de \v = 0 se tiene
? i
ai). jll4dw+sl+hl+...)
\w) uA 21 3! j
- — —t —+ —+ (0 < |w| < *)

w w 2w 31 41

Observamos que esta vez solamente hay tres términos en la parte principal de

1(2)(=1(1/w)).

14.G Ejercicios

44 Determine la expansion en serie de Laurent de alrededor de (a) z —0 y (h) z = 1, y especifique la
region de validez para cada una.

« =sri7 45 Determine la expansion en serie de Laurent de la funcion
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46 Desarrolle
f(z) * z2 sen ;

alrededor de los puntos IW = (z-1)(2-2)

@ z-0 (Mz=o en una expansion en serie de Laurent vélida para
(¢) z = u, un nimero complejo finito distinto de @ 2\ <1 (b) 1<z <2 (c) \2\ >2
cero (d |2- 1>1 (@©0<|z 2/<1

(Para (c) no calcule los coeficientes explicitamente.)

1.5 Singularidades, ceros y residuos

1.5.1 Singularidades y ceros

Como fiie indicado en la seccion 1.4.5 una singularidad de una funcién complejaf(z)
es un punto en el plano z donde f(z) no es analitica. Normalmente, esto significa
quef(z) es infinita en tal punto, pero también puede significar que hay varios valores
y no es posible elegir uno en particular. En este capitulo, estamos interesados prin
cipalmentc en las singularidades en donde/(z) tiene valor infinito. Un cero de/(z)
es un punto en el plano z dondef(z) - O.

Las singularidades pueden ser clasificadas en términos de la expansion en serie
de Laurent de/(z) alrededor del punto en cuestidon. Sij\z) tiene una expansién en
serie de Taylor que es una expansion de la serie de Laurent con la parte principal
cero, alrededor del punto z = z0, entonces znes un punto regular de/(z). Sif(z)
tiene una expansidn en serie de Laurent con solamente un nimero finito de términos
en su parte principal, por ejemplo

I'(z) = U + ...+ —1~~ +ac+axz- z00+ ...+ amz - zOm+ ...
(z-20) \z ~z0)
entonces f(z) tiene una singulandad en z = z0 llamada polo. Si hay m términos en
la parte principal, como en este ejemplo, entonces se dice que el polo es de orden
m. Otra manera de definir esto es decir que z0es un polo de orden m si

lim (z - zo)nf(z) = a_m (1.35)

donde a mes finito y distinto de cero. Si la parte principal de la sene de Laurent
para /(z) en z = zo tiene una infinidad de términos, lo que significa que el limite
anterior no existe para ningin m. entonces z - zoes llamada una singularidad esencial
de/(z).

Si/(z) parece que es singular en z - z0, pero es posible definir su expansién
en serie de Taylor ahi, entonces z = zv es llamada singularidad removible. Los
siguientes ejemplos ilustran estos casos.

(a) f(z) - z™ liene un polo de orden uno, llamado un polo simple, en z = 0.
(b) /(z) = (z - I)-3tiene un polo de orden tres en z = 1.
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Solucién
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(c) /(z) = eliH>tiene una singularidad esencial en z = j.
(d) La funcioén

Az) ~ (r+2)(z 3)2
tiene un cero enz= |, un polo simple enr = -2 y un polo de orden dos en z = 3.

(e) La funcion

fraz)\ = Sénz

no estd definida en z = 0, y parece tener una singularidad ahi. Sin embargo, al definir

(sen z)/z (z * o)
1 (r=0)

senez =
obtenemos una funcidn que tiene una expansion en serie de Taylor

Z1 -4
senez=1- JT+Jj* ---

que es regular en 2 = 0. Por tanto, la (aparente) singularidad en z - 0 ha sido
removida y asif(z) = (senz)/z tiene una singularidad removi6le en z =0

Las funciones cuyas Unicas singularidades son polos se denominan meroniorfas,
y en general, en las aplicaciones a ingenieria de la variable compleja la mayoria de
las funciones son mcromorfas. El siguiente ejemplo serd de utilidad para ayudar
al lector a familiarizarse con estas definiciones.

Encuentre las singularidades y los ceros de las siguientes funciones complejas:

Z-2 @+j+j o 2z IEr

sen (z 1) (d) 1
z4-z (1 +j)+] [za-z 20\ +)) fj]'
(a) Para
1

z4-z2 3(1 tj)+]

el numerador nunca es cero y el denominador es infinito sélo cuando z es infinito.
Asif(z) no tiene ceros en el plano finito z. LI denominador es cero cuando

z4- z21 +j)4j =0
que factorizado da

(22- 1)(22-])-0
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llegando a
z‘*—10]j
asi que las singularidades estan en
2=+1,-1, @ +j)/\2, @ -j)/v2 (1-36)
todos los polos son simples ya que ninguna de las raices se repite.
(b) La funcidn

2-1

M@ ezt +j)+3

es similar a/(z) en (a), excepto que tiene un término adicional z - | en el numerador
Por tanto, a primera vista, parece que las singularidades son como en (1.36). Sin
embargo, una mirada mas cercana indica que f\z) puede rescribirse como

JU) = . . :
(z-)(z+ D[z v*i(l+j)][r-vKI-j)I

y el factor z - 1 se cancela, dando una singularidad rcmovible en z = 1y redu

ciendo/(z) a

Az) (z+ D[z-4 (1 +Jj)lfr-V5(I -1

que no tiene ceros (finitos) y:= I, V|(1 + j)y Vj(lI —) como polos simples,
(c) En el caso de

sen (z 1)

f
(2) z 1+j)+]

la funcién puede rescribirse como

f{2) = sen(.r-1)
z-\ (z+ D[r—=f +PILi- viah I

Ahora
—- I-)> 1 conférme z —1
asi otra vez z = les una singularidad removi6le.También comoen (b) z = -1,
V20 +j)y Vj(l ~j) son polos simples vy lastnicassingularidades.Sinembargo.
sen(z—1)=0

tiene la solucién general z = 1+ Mi (N - 0, 11, +2, ...  Asi, aparte de N =0
todos estos son ceros déf{z).
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(d) Para
I<*¥) = = 2 Ny
\z -z (1+j)+]jl
al factorizar como en (b), tenemos
1
Az)~
(z-1D)3(z+ 1) [z-v|(14j)f[z-vid-j)]1

asi -1, +1, v[(1 +j) y v¢0 “j) aln son singularidades, pero esta vez estan por
triplicado. Entonces todos son polos de orden tres. No hay ceros.

152 Ejercicios

47 Determine la localizacion y clasificacion de las sin- 48 Desarrolle cada una de las siguientes funciones en
gularidades y los ceros de las siguientes funciones. serie de Laurent alrededor de z - 0 y diga, en cada
Especifique tamhicn cualquier cero que pueda existir. caso, el tipo de singularidad (si existe):

@~ © =2 o
i (z+j)0 )) 2-1
d)cothz e f
(@ @, (")
c) z~l cosh 2-'
@47 ih) — o
zz+1 (z+2)(z-3) (d) tan™'(z2+ 22 + 2)

® 771 49 Demuestre que sif(z) es una razén de dos polinomios
Z(zl 4z + 5) entonces no puede tener una singularidad esencial

153 Residuos

Si una funcién complejaf(z) tiene un polo en el punto z = z0 entonces el coeficiente

del término 1f(z - z0) en la expansidn en serie de Laurent def(z) alrededor de
z = z0 es llamado el residuo de /(z) en el punto z = z0. La importancia de ios
residuos sera evidente cuando discutamos integracién en la seccion 1.6. Aqui nos
concentraremos en formas eficientes de calcularlos, sin tener que encontrar explici-
tamente la expansién en serie de Laurent. Sin embargo, la experiencia y el juicio
son algunas veces la Gnica ayuda para encontrar la manera mas facil de calcular los
residuos. Primero, consideremos el caso cuando/(z) tiene un polo simple en z = z0.
Esto implica, de la definicion de polo simple, que

I(z) = +ao+ aj(z z0) I ...
$- 20

en un anillo apropiado S < |z z0| < R. Al multiplicar por z - z0se tiene
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EJEMPLO 1.23

Solucion

EJEMPLO 1.24

Solucion

(2 - zQf(z) = ax+ alz - zn) + ...

que es una expansion en serie de Taylor de (z - zo)f(z). Si hacemos que z tienda
a zv entonces obtenemos el resultado

residuoena , lta”-*)/&)].= «,
polo Simple 2o ir7% (1.37)

Entonces este limite da una forma para calcular el residuo en un polo simple.

Determine el residuo de

27
(z*+ 1)(2*-1)

en cada uno de sus polos en el plano finito z

Factorizando el denominador tenemos

. 2z
=(z-P(z+i)(2z- 1

asi que f(z) tiene polos simplesenz - j, -j y -. Al utilizar (1.37) se obtiene

residuo 2z
enz=j "mm(z+10)(2z-\)
= 2 = 1+2i
2j<2j- 1) 5

BT "M (z-j)mE (22- 1)

2 _ 12
residuoi _lim (z-1)
2 2
(H)(i+j) 5

Observe en este caso la importancia de expresar 2z - 1como 2(z - \).
Determine los residuos de la funcién 1/(1 + z4) en cada uno de sus polos en el plano
finito z.

La funciéon 1/(1 + z4) tiene polos donde

|1 +24-0
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esto es, los puntos donde
z4 = -1 —Cnji2ln

siendo n un entero. Recordando como determinar las raices de un nimero complejo,
estos puntos son

z = edme () - 4, 1, 2, 3)

esto es

Z —0gg% ev4d qW\ gk

z= Q1 )M, (-1 +j)/Iv2, (-1 - j)iv2, (1 - jHIVe
Para encontrar el residuo en el punto zo usamos (1.37), para obtener

residuo im
en z0 T 2<

donde z0es una de las raices anteriores de z - -1. Se debe usar la regla de L Hopital
antes de sustituir para una zo particular. Esto esta justificado, dado que (z - zo)f(\ + zA
es de la forma indeterminada 0/0 en cada uno de los cuatro polos simples. Derivando
el numerador y el denominador obtenemos

limii——) = Ilim[—A
FoVIi+z) 9\ a4z J

A7g

dado que 4z3 es distinto de cero en cualquiera de los polos. 1/4z; es el valor de cada
residuo en z = z0. Al sustituir para los cuatro valores (£1 +j)/v2 se obtiene lo siguiente:

residuo 1 ., . EFtA
enz:(l +j)/V2 4(”1)5(1_*_])3

residuo 1
enz=(1 DIYZ  4i)xl1-j)1

residuo 1 .

S = (17j)lay2
enz= (-1 +jvv2 4(#<-1+])3
residuo 1 L= (1))

enz=(-1-)DN2 4031 ji)

l,a obtencion explicita de cada serie de Laurent para los cuatro polos involucraria
una manipulacién dificil. Sin embargo, el lector entusiasta puede querer verificar
al menos uno de los residuos anteriores.
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Ahora supongamos que se liene un polo de orden dos en z - z0. La funcién
f(z) tiene entonces una expansion en serie de Laurent de la forma

f{z) = —a~, 7+ -"L- +ao+axz- z0 + ...
(z-z0) z-20
Nuevamente, sdlo estamos interesados en aislar el residuo a ,. Esta vez no podemos
usar (1.37). En cambio, multiplicamos f(z) por (z - z02 para obtener

(z- z02(z) = a2+ aj(z- z0)+ a0z - zn2+ ...

y derivamos para eliminar la no deseada a_2

[z - z01(z)] = + 270z - 20) |
dz

Haciendo tender z a z0O obtenemos

ZI-I’UI10 £(z-202z) =a
el residuo requerido.

Ahora tenemos la esencia para encontrar residuos, asi que recapitu-
lemos y generalicemos. Sif(z) tiene un polo de orden m en z - z0,
primero multiplicamos/(z) por (z zOW Si m 5 2 entonces necesita-
mos derivar tantas veces como sea necesario (esto es. m ~ | veces)
para hacer a , el primer término, sin el tactorz z0. La férmula gene-
ral para el residuo de un polo de orden m es

il (1.38)

donde el factor (m  1)! surge cuando el termino a ,(z - Zy)*~' es
derivado m - | veces. Esta férmula parece tan dificil de aplicar como
encontrar la expansidn en serie de Laurent directamente. Esta sitla
cién se da con frecuencia; y por esto se requiere experiencia y crite-
rio. Algunos ejemplos ayudardn a decidir de qué manera calcular
residuos. Cuidado: un error comun es la confusion entre la derivada
en la formula para el residuo y la aplicacion de la regla de L Hdpital
para encontrar el limite resultante.

EJEMPLO 1.25 Determine los residuos de

Z1- 22
(z+ 1)V +4)

en cada uno de sus polos en el plano finito z.
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Solucién Al factorizar el denominador se obtiene
\z) = Z*~ 17 .
(z+ )2z - 2j)(z + 2))

asi que/(z) tiene polos simples en z=2jyz=-2j y un polo de orden dosenz= 1
Usando (1.37),

residuo . . Z -212
o= lim(z  2j) e
en z = 2j (r+ i)"H H (z+ 2j))
-4 —4j _J .
. . (7+])
2j + 1)2(4)) 25
residuo = lim_(z + 20! ' -2z _
ens =-2j r>=3 ' (Z+1) (z- 2nBHMii
-4 + 4

(-2j+1y2aj) - O 1)

Usando (1.38) con m = 2 sabemos que

residuo 1 ! d 2z
enz - -1~ 1M &, (z+ 1)V +4)
- lim (z +4)(22-2)- (z - 22)(2z) _ (5)(-4) - (3)(-2) = 14
2>l (z2+ 4)2 25 25

EJF.MPLO 1.26  Determine los residuos de las siguientes funciones en los puntos indicados:

. (senzV
= =0
(a) (1+222 (z=1]) (b) |22 ) (z=0) (c) 24 1)

Solucién (a) Como

e
(z2+1)2 (z+j)2z-j)2

y e‘es regular en z = j, se sigue que z =j es un polo de orden dos. Asi, de (1.38),

residuo - Iim — (.3
l dz (znru -t
= lim = lim (2 +j)2-- _2(2 tie’
z) (z+iY - (z+j)4

= £))V -2(2j)e'_ _|I
(2j)4 4

Como el= cosi +jscnl, podemos calcular el residuo en z =j como 0.075 - j0.345.
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(b) La funcién ((senz)/zZ3tiene un polo en z=0, y como (senz/z) —»1conforme
z —»0, (seniz)/z} también puede ser definida como 1 en z = 0. Por tanto, como

(senzV sen'z 1
vz z3 zl

la singularidad en z - 0 debe ser un polo de orden tres. Podemos usar (1.38) para
obtener el residuo, lo cual implica determinar la segunda derivada, pero en este
caso es mas facil derivar el coeficiente de ljz de la expansion en serie de Laurent

. 2 i
senz _ i _
z 31 5%
dando
senz
:l 1Z+ 1Z3_
z z 6 120

Llevando al cubo esta serie se tiene que

fenzyY M _ 12+ — 23. Y =1 3i i
Vz2 ) Vr 6 120 ) z z 6
Entonces, el residuo en z
(c) La funcidén z4(z + 1)3tiene un polo triple en z = -1, asi, usando (1.38),

residuo = lim {- —, (2+ )3 i = lim . a*
2 dz2 (2+ D) (2+1)3J 2 dz* )

. _ 2
(umi5x4x3z =6(-1) =686

Algunas veces, los residuos son dificiles de calcular usando (1.38), especialmente
si estan involucradas funciones circulares y el polo es de orden tres o mas. En
tales casos, el mejor procedimiento es el calculo directo de la expansion en serie
de Laurent usando las senes usuales de sen z y eos z junto con la serie binomial,
como en el ejemplo 1,26(b).

1.5.4  Ejercicios

50 Determine los residuos de las siguientes funciones © 3z +2 (@ z¥+z-1
racionales en cada polo en el plano finito z: (z- D(z*+9) z +4z
264 4z4+ 7%+ |

b V4
(@ 7.2 ( 'z (11-2) © (z-1)5 «(B|T



I\ I
6 (7-1)2r +3)

W r 135 Yo,

5l Calcule, en las siguientes funciones, los residuos en
los polos simples indicados:

@~ =0 G " ey
(e)zV+A1 (Z=1e99

D, @=N ) (2”1)5 (z=ij)
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52 Las siguientes funciones tienen polos en los puntos

indicados. Determine el orden del polo y el residuo
ahi.

@ L% (2-~0)

) z -212 - =-1)
(z+ 1)V +4) h

(c) s (z = nn, siendo n un entero)
sen” z

(Sugerencia: use limasen u)/u=1(u =2z - me),

después de derivar, reemplace sen « por u en el limite.)

1.6 Integracion de contorno

Consideremos la integral definida
f(z) dz

de la funcion/(z) de una variable compleja z, en donde z, y z2son un par de nimeros
complejos. Esto implica que evaluamos la integral conforme z toma valores, en el
plano z, del punto z, al punto z;. Como estos son dos puntos en el plano, se sigue
que para evaluar la integral definida se requiere definir alguna trayectoria de z, a
z2. Por tanto, es claro que una integral definida de una funcién compleja/(z) es
de hecho una integral de linea

Brevemente, una integral de linea en el plano (x,y), de las variables reales x
ey, es una integral de la forma

i [P(x,y)ax i Q(x,y)ay] (1-39)

]
donde C denota la trayectoria de integracion entre los puntos A y B en el plano.
En el caso particular cuando

OP _ 6Q

ay dx (1.40)
el integrando P(x, y) dx + Q{jc, >dy es una diferencial total, y laintegral delinea
es independiente de la trayectoria C que une a Ay B.

En esta seccion introducimos la integral de contorno, que eseltermino que
se utilizé para evaluar integrales de linea en el plano complejo.
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1

Integrales de contorno

Sea f{z) una funcién compleja continua en todos los puntos de una curva simple
C en el plano z, de longitud finita y que une dos puntos a y b. (No profundizamos
con respecto a la continuidad para variables complejas.) Subdividimos la curva en

n partes con los puntos z,, z2 ..., z,.,, al tomarz0=a y zu= b (figura 1.25); en cada
uno de los arcos que unen azk, con ¢t{k=1,.... w)elegimos un punto zt; formamos
la suma

S, =1(f)(z1- z,) +/(z9(r2- z,) + ... +/(2,)(z. - Z,-0)

Después, escribiendo zk- z*, = Azh S,, obtenemos

Si hacemos que n crezca, de tal manera que la mayor de las longitudes de la cuerda
|Azt| se aproxime a cero, entonces la suma S,, se aproxima a un limite que no depende
de la manera de subdivision de la curva. A este limite lo Ilamamos la integral de
contorno de /(z) a lo largo de la curva C:

(1.41)

Si tomamosz=x \jy y expresamos/(z) como

X, y) H)V(Xsy)

entonces se puede demostrar a partir de (1.41) que



EJEMPLO 1.27

Solucion
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JU)dr rfi*sy) +M*» y)](dx-i-jdv)

| Jiz)dz = I [u(x,y)dx - v{x>y)dy] (1.42)

+Js . y) dvy to(*,y)dyj
| , K-
Ambas integrales del lado derecho de (1.42) son integrales de linea
reales de la forma (1.39) y, por tanto, pueden ser evaluadas usando
los métodos desarrollados para tales integrales.

Evalle la integral de contorno Jcrdz a lo largo de la trayectoria C de -1 ij a5 +j3
y formada por dos segmentos de recta, el primero de -1 + ja 5 +j y el segundo
de 5+ jab+j3.

Figura!.26 Trayectoria de integracion del ejemplo 1.27.

En la figura 1.26, se muestra la trayectoria de integracion C. Como
2= (X +jv)2- (X’ -1) + pxy

se tiene de (1.42) que

| z"dz [(x2-y2)dx-2xydy] +j | [2xyd* + (x*-y*)dy\
A lo largo de AB,y = 1y dy = 0, asi que

A0 (x7- 1)dY+j  2xdx

=r N -Nd +j[*0, =36 i j24
A lo largo de BD, x =5y di - 0, asi que
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7Bd =] -10vdv +jJ (25-.y2dy

[-5/]?+j[25"- jyj?

—ca0+jift

Entonces

122d2 = /MB+/BD= (36+j24) + (-40+jI£) = 4+]jf

EJEMPLO 1.28 Demuestre que fc(z + 1)dz = 0, donde C es la frontera del cuadrado con vértices
enz=0,z- 1+j0,z=1tjl yzm0+jl

B(1+j)

o Ail+jOo) X
Plano z
Figura 1.27 Trayectoria de integracion del ejemplo 1.28.

Solucién  En la figura 1.27 se muestra la trayectoria de integracion C.
Comoz + 1= (x+ 1) +]jy, se sigue de (1.42) que

7=1 (z+1)dz= 1 f(x+ 1)dx-ydy\ +jj [ydr+ (*+1)<y]
A lo largo de OA,y - Uy dy = 0, asi que

Joa= [ (f+ 1)dx |
n
A lo largo de AB, x - 1y dx =0, asi que
[ -ydy +j I 2dy = -¢+j2
Jo Ji
A lo largo de BD,y - 1y ay = 0, asi que

lar

od = | (*+1)dx+jj dx = )

A lo largo de DO, x = 0 y dx = 0, asi que
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DO ax -]
De donde

2+ 1)dz = /A+/AH+1fin+/no = 0

162 Teorema de (iauchy

TEOREMA 1.1

Demostracion

El resultado més importante de toda la teoria de variable compleja es el llamado
teorema de Cauchy y sienta las bases en las que se apoya la teoria de integracion
de variable compleja. El teorema puede formularse de la siguiente manera.

Teorema de Cauchy

Sif{z) es una funcidén analitica con derivada/’(z) continua en todos los puntos
dentro y en una curva cerrada simple C entonces

/(z)dz - O

(Observe el uso del simbolo j para denotar la integracion alrededor de una curva
cerrada, con la convencién de que la integral se evalta recorriendo a C en el
sentido positivo, es decir, en contra de las manecillas del reloj.)

Para demostrar el teorema, hacemos uso del teorema de Green en un plano. En
esta etapa es suficiente enunciar el teorema.

Si C es una curva cerrada simple que encierra una region A en el plano y
P(x,y) y Q(x,y) son funciones continuas con derivadas parciales continuas,

entonces

(Pax + Qdy)= Il [8¢ fy) dxdy (1.43)

Volviendo a la integral de contorno y al considerar
I(z) = u(x, y) +jv(x,y), Z=x+]y
se tiene de (1.42)

/(z) dz - @ (mdx - vdy) + j (¢>cU+ udy) (1.44)
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Como f(z) es analitica, las ecuaciones de Cauehy-Riemann

dit dv dv _ it
dx dy* dx dy

se satisfacen en C y dentro de la regién I<encerrada por C

Como u(x>y) y v(x,y) satisfacen las condiciones impuestas a P(.v,y) y Q(x, \) en
el teorema de Green. podemos aplicar (1.43) a ambas integrales del lado derecho de
(1.44) para obtener

e . ml)aoAE Nd.

=0+j0

por las ecuaciones de Cauchy-Kicmann. Asi

< j{z)dz =0
.C
como se querfa mostrar. |

De hecho, la restriccion del teoiema de Cauchy de quef\z) debe ser continua en
C puede ser eliminada y esto hace el teorema aplicable a una clase mas grande de
funciones. Una forma revisada del teorema 1.1, sin la restriccion, es conocida como
el teorema fundamental de integracion compleja. Como la demostracion de que
f(z) no necesita ser continua en C fue propuesta primero por Goursat, el teorema
fundamental es algunas veces conocido como el teorema de Caucliy-Goursat. En
este libro, no seguiremos las consecuencias de relajacion de esta restriccion.

En la practica, se necesitan evaluar con cierta frecuencia las integrales de
contorno en las que aparecen funciones tales como

fMma ' [2(2)=i7Tifci)
que tienen singularidades asociadas a ellas. Como las funciones no son analiticas
en tales puntos, ;cémo vamos a evitar las singularidades si éstas se encuentran
dentro del contorno de integracién? Para resolver el problema, la singularidad se
elimina al deformar el contorno.

Primero consideramos el caso en que la funcién complejaJ(z) tiene una sola
singularidad aislada en z -z o dentro de la curva cerrada C. Para quitar la singularidad,
la rodeamos con un circulo y, de radio p, y después cortamos con una recta AB la
region entre el circulo y el contorno exterior de C. Esto nos lleva al contorno
deformado indicado por las flechas en la figura 1.28. En la figura, la linca que
une el circulo yal contorno C se muestra como un canal estrecho para poder distinguir
entre la trayectoria de A a Hy la trayectoria de B a A. La region dentro de este
contorno deformado estd sombreada en la figura (recuerde que la region dentro de
un contorno cerrado es la regidn de la izquierda cuando recorremos el contorno).
Como aqui no hay singularidades, podemos aplicar el teorema de Cauchy y escribir
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Figura 1.28 Contorno deformado para una singularidad aislada.

f{z)az + f\z)dz 1 f{z)dz+o0 /(z)dz- 0
DA
Como

(@) =
J BA J .AB
se simplifica a

A(z)dz =<9 /(z)d (1.45)

el + indica el cambio de sentido, del giro en el sentido de las manecillas del reloj
al sentido contrario al giro de las manecillas, alrededor del circulo y.

EJEMPLO 1.29 EvalGe la integral fLdz/z alrededor

(a) cualquier contorno que contenga el origen;
(b) cualquier contorno que no contenga el origen.

Solucién (a) f(z) = l/z tiene una singularidad (un polo simple) en z = 0. Entonces, al usar
(1.45) la integral alrededor de cualquier contorno que encierre al origen es igual
a la integral alrededor del circulo y, centrado en el origen y de radio p0. Asi que
necesitamos evaluar

| * *
Como se puede ver de la figura 1.29, en el circulo y
1=p0 (°*0< 2k)
asi
dz - jpoet*d0

se llega a
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Figuro 1.29 Un circulo de radio p0con centro en el origen.

2n
_Idz = _ f"j dO = 2nj
z
Y jo PoC Jo

Por tanto, si C encierra el origen entonces

dz

= 2nj
(b) Si C no encierra el origen entonces, por el teorema de Cauchy

i = o
z

ya que 1/z es analitica dentro y en cualquier curva que no encierre al origen.

EJEMPLO 1.30  Generalice el resultado del ejemplo 1.29 evaluando

dz

n
rz

cuando n es un entero, alrededor de cualquier contorno que contenga al origen.

Solucién Sin 0 podemos aplicar directamente el teorema de Cauchy (o se puede evaluar
directamente la integral) para demostrar que la integral es cero. Si n > 1 proce-
demos como en el ejemplo 1.29 y evaluamos la integral alrededor de un circulo
centrado en el origen. Al tomar z = poc'® como en el ejemplo 1.29, tenemos

jo
do0

donde pOes una vez mas el radio del circulo. Sin* 1,
21 1-/1
dz do 11 A
) 1) =0
o 0-«)j |on )

z =1i,
puede que e2*/= 1 para cualquier entero N. Por tanto,

A =0 (/1*1)
Z
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En los ejemplos 1.29 y 1.30 hemos establecido el resultado, quizas sorprendente,
de que si C es un contorno que contiene al origen entonces

0 dz [h- 1)
r z¢ 0 (siendo n cualquier otro entero)

Si C no contiene al origen la integral, por el teorema de Cauchy, es por supuesto
cero.

FIEMPLO 1.31  Evalde la integral
d2

alrededor de cualquier contorno C que contenga el punto z = 2 + j.
Soluciéon  La funcidn

[« = 7.2.j

tiene una singularidad (un polo simple) en z = 2 +j. Entonces, al utilizar (1.45),
la integral alrededor de cualquier contorno C que contenga el puntoz - 2 +j es la
misma que la integral alrededor de un circulo /centrado en z =2 +j y de radio p.
Asi necesitamos evaluar

dz
z-2-j

Como puede verse en la figura 1.30, en el circulo y

z=(2+j) +per (0" e< 2tc)

dz =jpeJ*d0
al llegar a
Figura 1.30 Un
circulo de radio p
ancentro en 2 +j. jdo = j2n

Ahora, si C encierra el punto z = 2 +j entonces

dz

Compare esta integral con la respuesta del ejemplo 1.29.
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Figura 1.31
Contorno deformado

para // singularidades.

EJEMPLO 1.32

Solucién

MM

Hasta aqui, solo hemos considerado funciones con una singularidad simple dentro
de un contorno cenado C. El método puede extenderse para acomodar cualquier nimero
finito de singularidades. Si la funcion/(z) tiene un namero finito de singularidades
z =1zj,2% ... , 1z, dentro de un contorno cerrado C, podemos deformar éste Gltimo
introduciendo n circulos vy,, y?, para rodear cada una de las singularidades,
como se muestra en la figura 1.31. Entonces se ha probado rapidamente que

> f\z)dz=0 f(z)dz + <P /(z)dz + ...+ <P /(z) dz (1.46)

Evalle la integral de contorno

zdz
c(z- N)(z+2j)

donde C es

(a) cualquier contorno que contenga a ambos puntos 2 = 1yz = -2j;
(b) cualquier contorno que contenga a z = -2j pero que excluya al punto z = I

La funcion

ALz +2))

tiene singularidades enz - 1y 2 -2j.

(a) Como el contorno encierra a ambas singularidades, necesitamos evaluar las
integrales alrededor de los circulos y, y y; cuyos radios son p, y p2que encierran
los puntos z - 1y 2 - -2j respectivamente. Por otra parte, podemos resolver/(z)
en fracciones parciales como

. . JjO-j2> S<4 + 2j)

() =

7 z+2j

y se considera
zdz

(z- D)2 - 2j) = LITH (@A+2)(F 3 rr I'+h

J

El integrando de /, tiene una singularidad simple en z - 1, y solo necesitamos
evaluarlo alrededor del circulo y, de radio p, alrededor de z = 1 para obtener

/, = 2nj

En forma similar, I2 tiene una singularidad simple en z = 2j y lo evaluamos
alrededor del circulo y2para obtener

I2 = 2nj
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Entonces
[ = (1-j2)2jcj + 1(4 +j2)2nj = 2rej(f; - )

Asi como el contorno C contiene ambas singularidades entonces

Vd
I(z-l)(z+)z) *“'m

(b) Si el contorno C s6lo contiene la singularidad z = -2j entonces

zCiz

¢ (z-1)(* +2j) H i Hf)

En los ejemplos 1.29-1.32 podemos observar algunas semejanzas en las respuestas,
como la aparicién del término 2jij en todas ellas. Por tanto, parece que se pueden
obtener algunos resultados generales para ayudar en la evaluacion de las integrales
de contorno. Este es el caso, y dichos resultados generales estdn contenidos en el
teorema de Cauchy para integrales.

Teorema de Cauchy para integrales

Sea f(z) una funcién analitica dentro y sobre un contorno cerrado
simple C. Si znes cualquier punto en C entonces

*$?Mz = 2flj/(*-, 1.47
'$2M /(=) (L47)

Si derivamos repetidamente n veces con respecto a z bajo el signo de
la integral entonces también se sigue que

(1.48)
O

Observamos que (1.48) implica que si f\z) existe en z = zo asi f (N(z) también
existe para toda n, como se predijo antes en las observaciones que siguen al
ejemplo 1.16.

Evalle la integral de contorno

¢ (z- D(z+2)(z+]y 2

donde C es un contorno que incluye los tres puntos z = 1,z —-2 y z - -j.
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Soluciodn

Solucién

Como

2z
IC) = (2-1)(z +2)(z +])

tiene singularidades en los puntosz = 1,z = -2 y z = -j dentro del contorno, se
sigue de (1.46) que

[(z)dz = $ /(z)dz + P [(z)dz + B> /(z)dz (1.49)
r Jri Jr3 Jm

donde vy,, Y2y son circulos centrados en las singularidadesz=1,z=-2 yz = j
respectivamente. Para poder utilizar el teorema de Cauchypara integrales,reescrihi-
mos (1.49) como

o 4Z4  {2z/Kzt 220z+j)]}dz + ¢ {22/[(z- D(z + )]}
t A ) z-1 zZ+2
C
i {2z/[(z- )(z +2)]>

Ir. Z+1

r2-1 Jrsz +1J
Como /,(z), /Az) y ~(z) son analiticas dentro y sobre los circulos yh y2 y
respectivamente, se sigue de (1.47) que

JWdz = 26 [/, (1) +12<-2) +1,(-j)]

. -4
TP o) (43)(-2+j) H -1)H +2)
para que

2z d:
(z- )(z +2)(z+]))

Evalie la integral de contorno

dz
c(z-1)

donde el contorno C encierra al punto z = 1.
Como f(z) = z4(z - 1)3tiene un polo de orden tresenz- |, se sigue que
Nz)dz =y dz

c Jr(z« 1)
donde y es un circulo centrado en z = 1. Escribiendo/,(z) = z4, entonces



/(z)dz =

[T
ru-1)5
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y como/,(r) es analitica dentro y sobre del circulo y, se sigue de (1.48) que

yiz) dr - 2nj
c dz

para que

-az - \an\

163 Ejercicios

5 Evalle J*z2+ 3z) a lo largo de los siguientes con-
tomos C en el plano complejo z:
(@) larecta que une 2 +j(l con 0 +j2;
(b) larecta que une 2 +jO con 2 +j2 y después con
0+j2;
(©elcirculo |z| =2 para 2 +jOcon I) +j2 en la
direccion contraria a las manecillas del reloj.

5 Bvelle - z3+ 2)dz alrededor de los siguientes
contornos cerrados C en el plano complejo z:
(a) el circulo |z] - 1;
(b) el cuadrado con vértices en 0 +jO, 1+jO, 1 h
jlyo +jl;
(©) lacurva que consiste de las pardbolasy = x2 de
0+j0al+jlyy2=xde |l +ja0+]jo.

5 (iencralicc el resultado del ejemplo 1.30 y demuestre
QqQue

i dz _ fj2* (*=1)

)c(z-z0y lo (**i)
donde C es un contorno cerrado simple que encierra
al punto z = z0.

% Evalle la integral de contorno

f A
donde Ces cualquier curva cerrada simple y z- 4 esta

(@ fuerade C (b) dentro de C

X -

= Tij(12z ).,

57 Con la ayuda del teorema de Cauchy para integra-

58

59

les, evalle la integral de contorno

i 2z dz
Jt (2z- N(z+2)

donde C es

(@ el circulo |z|= 1,

(b) el circulo |z|= 3

Con la ayuda del teorema de Cauchy para integrales'

evalle la integral de contorno

!]C (z+N)(z-2)(Zz +4))

donde C es

(a) el circulo |z]= 3,

(b) el circulo |z|= 5

Utilizando el teorema de Cauchy para integrales *

evalle las siguientes integrales de contorno:

@) +Z 06z

Je (2z+1)?
donde C es el circulo unitario |z]| = 1;
A — i*— 2

Jec(z- )(z+2)

donde C es el circulo |z| = 3.
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1.6.4

El teorema del residuo

Este teorema relaciona las teorias de derivacion e integracion de funciones com-
plejas. Estd relacionado con la evaluacion de la integral de contorno

I =y f{z)dz

donde la funcion complejaf(z) tiene un nimero finito n de singularidades aisladas
en z,, 22 z,, dentro del contorno cerrado C. Definiendo el contorno C corno en
la figura 1.31, tenemos como en (1.46) que

| = o f{z)dz = P /(z)dz + $ /(z)dz + ... + A f(z2)dz (1.46)
Je Jr, Inr Jr,
Si suponemos que f\z) tiene un polo de orden m en z = z, entonces puede ser
representada mediante la expansion en serie de Laurent como

(0 -
f(z) +zif(lz)_{+ +a\Yz-zj) I ... +a™(z-z,)m+ ...

vélida en el anillor, < |z - zj\ < Si la curva C estd totalmente contenida en
este anillo, entonces por el teorema de Cauchy (1.46) se convierte en

Il =0 jXz)az =0 /(z)dz
Je JO
Al sustituir la expansion en sene de Laurent de/(z), cosa que se puede hacer con
certeza ya que nos encontramos en el interior del anillo de convergencia, se obtiene

/(z)dz = O Za'(z)_+ 00° + «I(z- 7)) + ...
dz
=a'l P - o+ am  dz
Y (Z-2.) z-z,
© (z-7,)dz+ ..

Al utilizar el resultado del ejercicio 55, todas estas integrales son cero excepto la
que esta multiplicando a a¢)_[ que es el residuo, y tiene el valor 2nj. Por tanto, hemos
probado que

0 ./(z)dz = 2r<Tili = 2jcj x residuo en z = zj
- Y
Esto claramente se generaliza, de manera que (1.46) se convierte en
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1JEMPLO 1.35

Solucién

EJEMPLO 1.36
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/[ - dJI\z)dz = 2nj £ (residuoenz =1z
Jr [-i
- 2tcj x (suma de los residuos dentro de C)

Asi tenemos el siguiente resultado general:

El teorema del residuo

Sif(z) es una funcion analitica dentro y sobre una curva cerrada simple C
excepto en un namero finito de polos, entonces

9 f{z) dz = 2flj x [suma de los residuos de/(z) en los polos dentrode C] O
mfe!

Este es un resultado bastante notable, nos permite evaluar la integral de contorno
fd(z)dz con la simple evaluacidon de un coeficiente de la expansion en serie de
Laurent de f(z) en cada una de sus singularidades dentro de C.

Evalie la integral de contorno £ dz/[z( 1+ 2)] si C es

(a) el circulo \z\ (b) el circulo |z| = 2.

Las singularidades de 1/[z(I f z)] estdn en z = 0 y -1. Al evaluar los residuos
usando (1.37) se tiene que

residuo  _ . -

enz=0 zto z(1+72)

residuo  _ fm (2 11) — 1.4
enz=-1 z»i z2(¥z)

(@) Si Ces |z| =\ entonces contiene el polo en z - 0. pero no el polo enz = -1.
Entonces, por el teorema del residuo,

-- - 2rcj x (residuo en z =0) - 2n\
\cz(z+)\) 1 x )

(b) Si C es |z| = 2 entonces ambos polos estdn dentro de C. Entonces, por el
teorema del residuo,

dz .
=27cj(l - 1) =0
22+ 1) i( )
23-2 2# 2 - 11
Evalle la integral de contorno dz donde C es

z3+4z

(a)lz]=1 (b) Iz] = 3



»0 FUNCIONES DE UNA VARIABLE COMPLEJA

Solucion

EJEMPLO 1.37

Solucién

La funcion racional
23—gl+, 1
zh+4z

tiene polos enz = 0 y +2j. Al evaluar los residuos usando (1.37) se obtiene

residuo  _ I ziz -z +z 1) _ 1
enz =0 r(z +4) 4
residuo  _ (z - 2j)(z3-z2+z-1) _ _3 3.
en z = 2j ~»2 z2(z - 2))(z + 2j) 8 4
residuo  _ .. (zf2))(z0 z2+z- 1) _ _3 _3.
enz=-2j 1™ z(z - 2j)(z + 2j) 8 4

(Observe que estos han sido evaluados en el ejercicio 50(d).)

(@) Si Ces |z| = 1entonces el Unico polo en z - 0 esta dentro del contorno, asi
solo el residuo ahi se toma en cuenta en el teorema del residuo, y

z23- 22+ 1z- dz = 2Tqgi—) = q
Z +4z v 4) 2

(b) Si Ces |z| = 3 entonces todos los polos estan dentro del contorno. De donde,
por el teorema del residuo.

i
z - zz___-t__z__-___]: aAZ =2tij-—-- :1' _____ :_3 - '+3_'j ____§ ______ % ji1= =24
\ g 4

Evalle la integral de contorno

dz
z3(z2+ 2z + 2)

donde C es el circulo |z| = 3.

Los polos de 1/z3(z2 + 2z + 2) son como sigue: un polo de orden tres en z =0,y
dos polos simples donde z2\ 2z + 2 = 0, esto esen z = -1 +j. Todos estos polos
estan dentro del contorno C.

De (1.38), el residuo en z = 0 estd dado por
-(2z +2) i d m(*+ i)

fim L d - fim 14 rn O
02dz (z2+2z+2)2 r+0fiz (Z2+22+2)2

2'dz2 z t2z+2

Iim-(z2+2z2+2)2+ @2+ 1)2(z2+2z2+2)(22+2) = ,
*>0 (z2+2z+2)1 4

De (1.37), el residuoenz =-1 - j es
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lini (z+ 1+j) — — —— - = lini -5eem--
**o z (z+ 1+j)(z+ 1-j) M"H2 (z+1-j)

<-1-\-2j)  (1+))R] (-2 + 2j)2j
al utilizar (1 +j)3= 1+ 3j + 3j2+j1- -2 + 2j. De donde
residuo _ 11 jl-j
enz —A1— 41 j 4 2
También al utilizar (1.37)

residuo

=i +1-j
enz- -1 +] IrT|J+j§<Z 5)

z32+ 1+j)(2+1_]))

que es precisamente el conjugado complejo del residuo en z = -1 - j. De lo
anterior, se puede abreviar el alpebra y establecer el residuo como ¢(-1 - j)
La suma de los residuos es

e ]+ +i(_is]) =

asi, por el teorema del residuo,

3 2* =2nj(0) =0
cz(zz+122+2) ni(0)

165 Evaluacién de integrales reales definidas

La evaluacion de las integrales definidas se realiza con la ayuda del teorema del
residuo junto con una funcién complcja/(r) conveniente y un contorno cerrado C
conveniente. En esta secci6n consideraremos brevemente dos de los tipos maés
comunes de integrales reales que pueden ser evaluadas de esta manera.

Tipo 1: Integrales reales infinitas de Jaforma
f f[x) dx
!

donde f(x) es una funcion racional de la
variable x.

Para evaluar tales integrales, consideramos la integral de contorno
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I

-R V] K *
plano z

Figura 1.32
El contorno cerrado para

evaluar ) dr.

EJEMPLO 1.38

Solucién

f{z)d¢

donde C es el contorno cerrado ilustrado en la figura 1.32, que consiste del eje real
de -R a +R y del semicirculo i\ de radio R. en el semiplano superior z. Como z - X
en el eje real

JIx) dx + /(z)dz
Entonces, suponiendo que | i m Jr /(z) dz = 0, al tomar /?->«; da

] ) dx

En la trayectoria semicircular H z = Rcio (0 ¢ 6 \k), dando

dr = jRe>edO

f(z)dz - [(/?e )j/?e dO
Jo
Para que esto tienda a cero conforme R —» «>, \f (Re]0\ debe decrecer al menos tan
rapidamente como R~2 esto implica que el grado del denominador de la funcién
racional /(*) debe sei al menos dos veces méas grande que el grado del numerador.
Asi suponiendo que esta condicidn es satisfecha, esta aproximacidn puede utilizarse
para calcular la integral real infinita fAf(x)dx. Observe que sif(x) es una funcién
par de x entonces la misma aproximacion puede ser usada para evaluar /o/(.v)dr,
ya que si f(x) es par, se sigue que
]

I f(x)dx = 2 1 /(x)dx
0

Utilice la integraciéon de contorno y demuestre que

i d* A
(* +4v 16

Considere la integral de contorno

dz
(z+4r

donde C es el contorno semicircular cerrado que se muestra en la figura 1.32. H
integrando 1/(z2 + 4)J tiene polos de orden dos en z - +2j. Sin embargo, la Unica
singularidad dentro del contorno C es el polo doble en z - 2j. De (1.38),
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FiSura 1.33 EIl contor-

Odel circulo unitario
Mia evaluar

A

6%(sen O, eos 0) 00
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residuo .1d . . .
= lim -- —(z-2)) N o
en z = 2j | dz (z- 2))?2(z + 2))?
-2 -2 1.
- hm i - j
*>2i(z+2j)3  (4)) 32
asi, por el teorema del residuo,
dz « i
. (z~IT4)'% ~ 2nd(~12j) ~ s
Como
dz L dx L z
* X+ —1
c(T+4)2 L.s(jR+4)2+ (2 ¢r2)2

haciendo R — vy al observar que la segunda integral se hace cero, entonces

dz ( dx ~ _17t
(z2+4)2 I_ (a24 4)2 16

Cabe indicar que, en este caso particular, podriamos haber evaluado la integral sin
utilizar la integracion de contorno. Haciendo la sustituciéon x ~ 2tan0, d* - 2sec20d0da

*/2
2scc™hdO _ ir

r r

i = 0(10= - H sen20 + o1 = —
J-«(* +4)J<', J -mz (4sec 0) e0s 0 losen20+ T "

8l ,p 16 2 16

Tipo 2: Integrales reales de la forma

réen
C?(sen(?, c;0s0)d#

Jo

donde G es una funcién racional de sen &y eos 6

/=

Se toma z = eJ9 de modo que

- »Serl(,l |_3 _ “ H H )
y
dz=je,0do, o dtf= —
jz

Sustituyendo en la integral /, ésta se vuelve
[ = (p /(z)dz

donde C es el circulo unitario |z| = 1 que se muestra en la figura 1.33.
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EJEMPLO 1.39 Usando integracion de contomo, evalie
Il

/ - .d9
I 21ieo0S5o
Jo

Solucion Al tomar z = eJ® de manera que
cos0=¢(r+i),

Sustituyendo la integral se vuelve
X dz 2 dz
tjz[2+1(z+1/2)] JJt.z2+4z+ 1
donde C es el circulo unitario |z| = 1 que se muestra en la figura 1.33. El
integrando tiene singularidades en
z2+4z+ 1=0
esto es, en z = -2 + V3. La Unica singularidad dentro del contorno C es el polo
simple enz = -2 + v3. De (1.37),

residuo enz - -2 + V3

20 - L

2
wi(z+2 v3)(z+2_ 3)(2+2+(3) ;
J J2vs jus

= lim
r-*-2+,
asi, por el teorema del residuo.

2 k
3

En consecuencia

~n
do _ 2

2+eo0s 0 v3

1.6.6  Ejercicios

60 Evalue la integial 61 Evalle la integral
zdz z +3jz- 2dz
fcze+ 1 7 +Oz
donde C es donde C es

(@) el circulo |z] = } (b) el circulo |; (@) el circulo |z| = (b) el circulo |z| - 4
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ti Caleule los residuos de lodos los polos de la funcién
=(£ "~ 4
@2+ (r' +6)
Adouracaleule la integral

/iz)dz

donce Ces

(i)el circulo |z| = 2
el circulo [r 5| —1
©¢el circulo|z| = 4

ti Bvlle la integral

dz
IC-U77?
donck C es
@ el circulo |z| = } (b) el circulo |z| =2

& Con la ayuda del teorema del residuo evalte las
siguientes integrales de contorno:

«

*  (3z?+2)d-
i (*-i)(za+4)’

(i) elcirculo |z- 2| =2

donce C es
(i) el circulo \z2\ - 4

(i2-2z)dz

(7+1)V +4)°

®

(ves f (i) elcirculo |z| =3
donde (® “ R
\(n) el circulo \z +jl - 2

dz

©, 4 1),(7- 1)(z-2) "
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(i) elcirculo |z] = ¢

donde c es (i) elcirculo [z+ 1| =1
(iii) el rectangulo con vértices
en xj, 3£j
- Ihd
id) (z- dz
t (22-4)(7+ i/°
(i) el circulo |z|
ii) elcirculo \z +\\ - 2
donde C es (if)

(iii) el tridngulo con vértices
at 7 5+j. - J-j. 34j0

65 Usando una integral de contorno apropiada evalle
las siguientes integrales reales:

@ o ib)

X +X+1 J_.(*3+d3
(c) _

X2+ \)u2+4r
. eos 30 4

ad

id) 5-4 eos O

0

4d0

© r —  4sen0

Jo 5+

Vi
SAF2+ 1)V »2x+2)

r* de .0 dx
® J"3—2e0s0+ sen0 J ®x4+ |

s f dx f cose

J (X2+4x +5)2 JO 3+2e0s0

1.7 Aplicacion a la ingenieria: analisis
de circuitos de corriente alterna

Un el circuito de la figura 1.34 deseamos encontrar la variacion en la impcdancia
Z y la admitancia Y conforme la capacitancia C del capacitor varia de 0 a

Aqui
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Figura 1.34 Circuito
de corriente alterna de
la seccion 17.

;+jo>C, Y 7
Al escribir
[ 1+jpcr
Z R
tenemos claramente
Z~, R 0-50)

La ecuacion (1.50) puede ser interpretada como un mapeo bilineal con Zy C como
las dos variables. Examinamos lo que pasa con el eje real en el plano C (C varia
de 0 a @y, por supuesto, es real) bajo el inverso del mapeo dado por (1.50).
Despejando C de (1.50) tenemos

R Z

C = }ORZ (1.51)
Al tomar Z = x +jy
= Roxejy vy -R _ (y+iy-fh(y ijx) (152)
JI(MR(x+)y)  (oR(y-jx) COR(x2+y?2)
Igualando las partes imaginarias, y recordando que C es real, tenemos
0= V2+y* - RX (1.53)

que representa un circulo con centro en (\r, 0) y radio \R. Asi el eje real en el
plano C es mapeado en el circulo dado por (1.53) en el plano Z. Por supuesto, C
es positivo. Si C - 0, (1.53) indica que Z - R. El circuito de la figura 1.34 confirma
que, en este caso, la impedancia es R. Si C —» °° entonces Z — 0, asi el eje real
positivo en el plano es rnapeado en el semicirculo superior o en el inferior.
Igualando las partes reales en (1.52) da

u<v2+y)

asi que C > 0 day < 0, esto implica que el semicirculo inferior es la imagen
en el plano Z del eje real positivo del plano C. Un diagrama como el de la figura
1.35 da una idea grafica inmediata de cdmo varia la impedancia 7 conforme
varia C.

Plano C Plano 7.

Figura 1.35 Mapeo para la impedancia Z.
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C &L
Y=Yt+" .
& W creciendo
c =0 r-> o C:=:©
0 u
Plano C Plano Y

Figura 1.30 Mapeo para la admitancia Y.
La admitancia Y = \!Z estd dada por
y = [+j0)C

que representa un mapeo lineal como se muestra en la figura 1.36.

Aplicacion a la ingenieria:
uso de funciones armoédnicas

En esta seccion discutimos dos aplicaciones a la ingenieria donde se hace uso de
las propiedades de las funciones armdnicas.

Un problema de transferencia de calor

Vimos en la seccién 1.3.2 que toda funcién analitica genera un par de funciones
armoénicas. El problema de encontrar un funcién que sea arménica en una region
especifica y que satisfaga las condiciones de frontera prescritas es uno de los proble-
mas mas viejos y mas importantes en las ciencias basadas en la ingenieria. Algunas
veces la solucion puede ser encontrada por medio de un mapeu conforme definido
por una funcion analitica. Esto, esencialmente, es una consecuencia de la regla del
calculo “funcion de funciones’, la cual implica que toda funcion armoénica de vy
y se transforma en una funcidén armonica de u y v bajo el mapeo

W=U+jv =/(* +]y) -f(2)

donde /(z) es analitica. Mas adn, las curvas de nivel de la funcién armdnica en el
plano z son mapeadas a las curvas de nivel correspondientes en el plano w7 de modo
que una funcion armodnica que tiene un valor constante a lo largo de una parte de la
frontera de una regién o tiene una derivada normal cero a lo largo de una paite de
la frontera es mapeada en una funcién armoénica con la misma propiedad en el plano w.
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Temperatura 0°C

Figura 1.37 Diagrama
esquematico de un pro-
blema de transferencia
de calor.

Para un problema de transferencia de calor las curvas de nivel de una funcién
armdnica corresponden a las isotermas, y una derivada normal cero corresponde
al aislamiento térmico. Para ilustrar estas ideas, consideramos el problema simple
de transferencia de calor en estado-estacionario que se muestra esquematicamente
en la figura 1.37. Se tiene una tuberia cilindrica con cavidad cilindrica descentrada
por la que pasa el vapor a 100°C. La temperatura exterior de la tuberia es de 0°C.
El radio del circulo interior es ¢ del radio del circulo exterior, asi que si elegimos el
radio exterior como la unidad de longitud, el problema puede ser formulado como
el de encontrar una funcién arménica 7(w, v) tal que

ET+"-0
dx dy
en la regidn entre los circuios |z| ly\z- 0.31=0.3,y 7 =0 sobre |z] =1y
T= 100 sobre |z - 0.31= 0.3.
El mapeo
W = z-3
T 3z- 1

transforma el circulo |z| - 1en el circulo |w| = 1y el circulo |z - 0.31=0.3 en
el circulo |w| = 3 como se muestra en la figura 1.38. Asi el problema es transfor-
mado en un problema de simetria axial en el plano w que consiste en encontrar
una funcion arménica T{u,v) tal que T{u, v) = 100 en |w| = 1y T(u. v) = 0 en \wA
= 3. Las funciones armoénicas con tal simetria axial tienen la forma general

T\u, v) =Aln(w?+ v2) + B

donde A y fi son constantes.
Aqui requerimos, ademas de la simetria axial, que 7w, v) = 100 en u7 + tf - 1y
T(u,v) =0enu2+i/2=9. Asi B= 100y A =-100 In9, y la solucién en el plano w es

) 100171 -|Inn(;v 2+ i12)]

Necesitamos la solucion en el plano z, que en general significa que tenemos que
obtener u y v en términos de x y y. Aqui, sin embargo, es un poco mas facil ya
que «2+ if - \wfy

Figura 1.38 El mapeo W=(2- 3)/(3z - ).
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Z-3 lz 3] _ (x-3) +y
3z- 1 3z 112 (3*-1)2+9y

Asi

m y)=25 {1- IniX- 3)7+Zi - In[<Bat- 1)2+ 9/]}

182 Corriente en un transistor de efecto de campo

Los campos (Ex Ey) en un transistor tipo efecto de campo con compuerta aislada
son armdnicas conjugadas que satisfacen una condicion de frontera no lineal. Para
el transistor mostrado esquematicamente en la figura 1.39 tenemos

dEy _ dEj _ -dEX
dx <fy' dy dx

con condiciones

Ex- 0 en los electrodos

Ex%Ey+ = ——— en el canal

v
F.—>—|ﬁJ con x ->-*> (0 <y < h)

Va~ V
£, BTY con x > 0O <y<h
donde Vo es una constante con dimensiones de potencial, h es el grosor del ais-
lante, / es la corriente en el canal, que tiene que calcularse, //, fOy e, tienen sus
significados usuales y los potenciales de compuerta Vgy drenaje VAse toman con

respecto a la fuente de potencial.
La clave para la solucion de este problema es la observacion de la condicién

de que la frontera no lineal

yi
Electrodo de la terminal compuerta » h
h
N A B
< A -> * p Q" »
Electrodo de lo Canal  Electrodo de la U T
terminal fuente terminal drenaje )
@ ib)

Figura 1.39 (a) Diagrama esquematico para un transistor tipo efecto de campo; (b) un
sistema coordenado adecuado para la aplicacién
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V e h) fie Ofr

contiene a la funcion armoénica (ahora de Exy Ey)
H(E,, £,) = 2E,[Ey* )\//%)
Una conjugada armonica de H es la funcién
G(Et, E)) ° (£, + ®j2 EI|
Como Exy Evson armdnicas conjugadas con respecto a a ey, también lo son G

y //. Asi el problema puede ser reformulado como el de encontrar las arménicas
conjugadas G y H tales que

H - 0 en los electrodos

H=-—- — en el canal
Vo-V-2
G — con x ->«w (0<y <h)
fV + V —V\2
G—>»f - *1 con X —»-«0 (0 < < B>

Al utilizar la sucesion del mapeo que se indica en la figura 1.40, que puede con-
vertirse en la formula simple

donde a = eM2y 6 = 7I/it, el problema se ha transformado para encontrar las fun-
ciones armdnicas conjiigadas G y 11 (en el plano w) tales que

/I - 0 sobre um0 (« > 0) (1-54)
H - I_ sobre =0 (i/ <0 (1.55)
/W ¢
c = cun  w=ew (1-56)
4.V - V\7
(U 4 0 con w=1 (1.57)
Las condiciones (1.54), (1.55) y (1.57) son suficientes para determinar completa-1
mente Hy G
H  Jarg(w)

G = /Inlivl y(V*+V*-Vtf
Kflf.ocr \ h )
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mombi

S h R
Plano z
p A
?
0 r)<
H ° H
s N r
\L
P A b o
0 L
S R R
nzlh
P A
? 0
O Ri./&
z->Cc*
R s » A B Q
0 1 02
z- 1
R sp A B a
0 «2-1
z >z)(a- - 1)
R sp AB Q
10 1
-> \Vz
PS RabB A
-</»2-1> 0 1
Vi
z-> |-z
A B QR sp
Plano w 0 . «

Figura 1.40 Secuencia de mapeos para simplificar el problema,
mientras que la condicion (1.56) determina el valor de 1
i=qfpK.-2y,+vm

listos ejemplos muestran el poder de los métodos de la variable compleja para
resolver problemas dificiles que aparecen en las matematicas aplicadas a la ingenieria.
Los siguientes ejercicios dan algunos ejemplos simples para que el lector los investigue.
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FUNCIONES DE UNA VARIARILF. COMPLEJA

Ejercicios

Demuestre que la transformacién w - 1ifz, w-u +jll,
2 =X +jy, transforma el circulo X} +y1 - 2ax en el
plano Z en la recta U - 1/2a en el plano W. Dos
alambres conductores largos de radio a estan coloca-
dos adyacentes y paralelos uno del otro, de manera
que sus secciones transversales aparecen como en la
figura 141 1os alambres estdn separados en O por
una brecha aislante de dimensiones despreciables y
llevan un potencial de £V0como se indica. Encuentre
una expresion para el potencial en un punto general
(X, y) en el plano de la seccion transversal y dibuje
las equipotenciales.

Figura 1.41 Alambres conductores del ejercicio 66

Encuentre las iméagenes bajo el mapeo

2 ~X + b de
(a) los puntos A( 1 0), B(0, 1), C<£,
en el plano z,
(b) larectay - O,
(c) el circulo x2 +y2 = 1
llustre su respuesta con un diagrama que indique
los planos z y w y sombree en el plano w la regién
correspondiente arJ+y2 < 1

Un disco semicircular de radio unitario [(x%):
x2 +y1 K 1Ly ~ 0], tiene su frontera recta a una
temperatuia de 0°C y su frontera curva en 100X
Demuestre que la temperatura en el punto (X, y) es

y »(?, 0)

“ 2
L Vi-x -y /

(a) Demuestre que la funcion

G(xy) - 2x(I -y)
satisface la ecuacion de Laplace y construya su conju-
gada arménica H(xty) que satisface //(O. 0) - 0. Ahora

para obtener, en términos de z, donde z =x \ la
funcion F tal que IV=F\z), donde W* G +j//.

69

70

(b) Demuestre que bajo el mapeo W = Inz, la funcién
armoénica G(.r,y) definida en (a) es mapeada en la
funcién

G{u, u) m2eMos vV - e2'sen 2V

Verifique que G(x.Y) es armonica.

(c) Generalice el resultado (b) para demostrar que
bajo el mapeo W =f(z), dondef\z) existe, una fun-
cion armonica de (x. Y) es transformada en una
funcién armonica de («, V).

Demuestre que si W~ (Z + 3)/(z —3), W= U f }v,2
=X +xv, el circulo u2+ul- k2en el plano wes la
imagen del circulo

* U4+

*
Ik Y
en el plano z.

Dos alambres cilindricos largos, cada uno de
radio 4 mm, son colocados paralelos uno al otro con
sus ejes separados 10 mm de tal manera que sus sec-
ciones transversales aparecen como en la figura 1.42.
Como se muestra, los alambres llevan potenciales
+V0. Demuestre que el potencial V(X,y) en el punto
(X,y) esta dado por

y = i1 UntQOf * 32+ &3] m In [(* m 3)2 + i)

Figura 1.42 Alambres cilindricos del ejercicio 69.

Encuentre la imagen bajo el mapeo

zZ=X+]jy, re=il +jv, de

(a) los puntos A (I, 0), B(0, 1), C(0, -1) en el plano;.
(b) larectay = 0,

(c) el circulo X2+ y2=1.

IJna lamina circular de radio unitario. [((*, >): X*+
y2 1], tiene una mitad (con y > 0) de su border
+/ - 1a una temperatura de 0°C y la otra mitad
(cony < 0) a una temperatura de 100°C. Usandod



mapeo anterior demuestre que el estado estaciona-
rio de la temperatura en el punto (X, y) es

1-.t2

71 El problema mostrado esqueméaticamente en la figura
143 surge durante una investigacion de transferencia
de calor en estado estacionario. T es la temperatura.
Aplique mapeos sucesivos

Figura 1.43 Representacion esquematica del
ejercicio 71.

2+ i4

w - Inz,

z~)4
y demuestre que la temperatura en el punto (t, y)
en laregion sombreada de U figura estd dada por

?\f(,y)\- SOIn (4 +y)’
In3 * +(4-y)*

T2 Las funciones

W=z + &1
z-1
representan el mapeo mostrado en la figura 1.44. Una
barra larga con una seccién transversal semicircular
tiene una temperatura constante de 100°C en la parte
de su superficie curva correspondiente al arco PQ en
lafigura 1.45, mientras que el resto de la superficie se

mantiene en 0°C. Demuestre que la temperatura T

enel punto (*, y) esta dada por
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Figura 1.44 Mapeos del ejercicio 72.

X
=

Figura 1.45 Seccién transversal de la barra del
ejercicio 72.

T= [arg (r2+ Z + 1) - arg (z2- z + 1)]

10 Ejercicios de repaso (1-24)

1 Encuentre las imagenes de los siguientes puntos bajo
los mapeos dados:

(c)z- 1 bajo w=1(1 - j)z +j (1 +])
(d)z=j2 bajo w=*@1-]z+ \(QQ +j)

@z=1+j bajo W-(1+])z+]j 2 Bajo cada uno de los mapeos dados en €l ejercicio
de repaso 1, encuentre las imégenes en el plano W de

las dos rectas

(b)z-1-j2 bajo w=j3rfj+1
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(a) > - 2X
by x+y -1
en el plano z,Z = X +jy.

3 El mapeo lineal w - az + /3, donde a y /3 son
constantes complejas, mapea el punto 2 =2 - j en
el plano 2 en el punto w= 1 en el plano ve y el
punto 2 =0 en el punto w - 3 +j.

(a) Determine cty A

(b) Encuentre la regién en el plano W que corres
ponde al semiplano izquierdo Re(2) 0 en el plano z.
(e) Encuentre la regién en el plano W correspondiente
a la region circular 5|z] < 1en el plano 2.

(d) Encuentre el punto fijo del mapeo.

4 Mapear las siguientes rectas del plano Z.zZ-X +j.v,
en el plano w bajo el mapeo inverso W = j/z:
(a) X=y +1
(hy=3*
fc) la recta que une A(1 + j) a B(2 + j3) en el
plano z
(a)y =4
En cada caso dibuje la curva imagen.

5 Dos variables complejas w y Z estan relacionadas
por el mapeo
z+ 1
»"o2-1
Dibuje este mapeo y encuentre las iméagenes en el
plano w de las rectas Re(z) - constante e Im(z) =
constante. Encuentre los puntos fijos del mapeo.

6 El mapeo

12
z

w

manda puntos del plano 2 al plano w. Encuentre los
puntos fijos del mapeo y demuestre que el circulo
de radio r con centro en el origen en el plano Z es

transformado en la elipse
2\2 2

(7h)*(Er)™
en el plano ve, donde W= U+ \v. Investigue qué pasa

cuando r = 1.

7 Encuentre las partes real e imaginaria de la funcién
compleja W = z\ y verifique las ecuaciones de
Cauchy-Riemann.

8 Encuentre una funcion V(X, y) tal que, dado

u(x, = Xsen* coshy —Yy eos Xxsenhy
J(z) = u+ jv es una funcion analitica de 2 (/YO) = 0).

mmmbwmnmnwmmni

9 Encuentre la transformacién bilineal que mapea los
tres puntos 2=0,j y 5(1 +j) en el plano Z en los tres
puntos w=w, -j y 1 —j en el plano w respectiva-
mente. Verifique que la transformacién mapearé
(a) la mitad inferior del plano 2 en la mitad supe-
rior del plano w
(b) el interior del circulo con centro en 2 = jj y
radio j en el plano z en el semiplano Im(vv) < -I
en el plano w.

10 Demuestre que el mapeo

2- c+ —

donde Zz = X +jy y f - RejCmapea el circulo R-
constante en el plano f en una elipse en el plano:.
Sugiera un uso posible de este mapeo.

11 Encuentre la serie de potencias representante de la

funcion
1
1+2
en el disco \zZ\< 1. Deduzca la serie de potencias para
1
diz 3?2

véalida en el mismo disco.

12 Encuentre los primeros cuatro términos distintos de

cero de la expansion en la serie de Taylur de las

siguientes funciones alrededor del punto indicadoy

determine el radio de convergencia de cada una:
1—2 1

(a)112 (220 ('b)2+1 -

(C)j+7 (z=1])

13 Encuentre el radio de convergencia de cada expansion

en serie de Taylor de la siguiente funcién alrededor ce
los puntos indicados, sin calcular la serie:

en los puntos 2= 1,-1, 1+j, 1+jj\ y 2 +j3.

14 Determine la expansiéon en la serie de Laurcnt déla |

funcién

alrededor de los puntos (a) 2 =0y (b) Z = 1yl
determine la region de validez de cada una.



B Encuentre la expansion en serie de Laurent de la
funcion

\z) = &sen

alrededor de (a) z :}{b) z- 1y (c)z = "o, indique,
encada caso, el rango de validez. (No encuentre los
términos explicitamente, indique sélo la forma de
la parle principal.)
16 Encuentre las partes real e imaginaria de las funciones
@ cr'scnhr  (b)cos2g
© > (d) tan2

17 Determine cuéndu los siguientes mapeos son con
formes y si no lo son encuentre los puntos no
conformes:

@ w=\
bw=22+32+6(1-j)z+1

(©) H- 64z +
Z

KConsidere el mapeo w = eos 2. Determine los pun-
tos donde el mapeo no es conforme. Encuentre las
imagenes en el plano w de las rectas x - constante
yy - constante en el plano z (z = x + jy)o dibuje el
mepeo de manera similar al de las figuras 1.14 y 1.18.

19 Determine la localizacion y la clasificacion de las
singularidades de las siguientes funciones:

senz )

22 O 8)2

z+ |

(0] (d) sechz
74-1

@

(Osen (i) (9) ze

(e) senhz

2 Encuentre los residuos de las siguientes funciones
en los puntos indicados:

, . tanz » z 8)

©2  @=5) @ (g
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21 Encuentre los polos y ceros y determine todos los
residuos de la funcién racional

A’Ej = (z0- 1)(z" + 1z +5)

2124+1)
22 Determine el residuo de la funcion racional

~+e67~- 30z4
(ir-1-j)2

23 Evalle las siguientes integrales de contorno a lo
largo de las trayectorias circulares indicadas:

zdz

a —, donde Ces |z| =2
@ ¢ z +72+6 &
(b) 1~~~ - dz, donde Ces |z| =4
c(z +9)(z +4)
f (i) Ces Izl - i
© dz _ e<_(_)
tzfi(l -z ) I(ii) Ces\z\ = 2
d : iy
@ (22 3 +i)
i) Ceslzl =2
donde (I) ez
(if) Ceslz- 11= 1
(e 230z donde Ces|z-j|=*
c (z2+ 1)(z2+z+ 1))
(i) Ceslzl=1

(z-1)dr

O 2-2)22-3)" (i) Ces Izl - 3

24 Utilice una integral de contorno apropiada y evalle
las siguientes integrales reales.

@ xyd*
__(x2+ 1) (x2+2x+2)

) < xldv ,, f sensdd
jo 14+ 16 W ]O5+4eoso

q eos 20 dfl
@ 5.4 eoss
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Introduccion

Los métodos de la transformada de Laplace tienen un papel clave en el enfoque
moderno al andlisis y disefio en los sistemas de ingenieria. El incentivo para desarro-
llar estos métodos fue el trabajo pionero del ingeniero electricista inglés Oliver
Heaviside (1850-1925) que desarrollé un método para la solucion sistematica de
ecuaciones diferenciales ordinarias con coeficientes constantes. Heaviside estuvo
interesado en la resoluciéon de problemas practicos y su método fue basado prin-
cipalmente en la intuicion, faltdndole rigor matematico; por consiguiente fue criti-
cado por los tedricos de su tiempo. No obstante. Heaviside no estaba interesado en
las demostraciones rigurosas y estuvo satisfecho con que sus métodos dieran los
resultados correctos. Usando sus ideas, usted pudo resolver problemas practicos
importantes que no podrian haber sido tratados usando los métodos clasicos. Esto
condujo a muchos resultados nuevos en campos tales como la propagacién de corrien-
tes y voltajes a lo largo de lineas de transmision.
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Debido a que trabajé en la practica, el método de Heavisidc fue ampliamente
aceptado por los ingenieros. Como su poder para la resolucion de problemas se
volvié més y mas evidente, el método atrajo la atencién de los matematicos, quienes
se encargaron de justificarlo. Esto proporciond el estimulo para rapidos desarrollos
en muchas ramas de las matematicas, incluyendo las integrales impropias, las seiies
asintéticas y la teoria de las transformaciones. La investigacion sobre el problema
continué por muchos afios antes de que finalmente fuera reconocido que la transfor-
macién iniegtal desarrollada por el matematico francés Picrre Simdn de Laplace
(1749 1827) casi un siglo antes proporcionaba los fundamentos tedricos del trabajo
de Heavisidc. También fue reconocido que el uso de esta transformacién integral
proporcionaba una alternativa méas sistematica para la investigacién de ecuaciones
diferenciales que el método propuesto por Hcaviside. Es este tratamiento alternativo
del tema la base del método de la transformada de Laplace.

Hemos tropezado con ejemplos donde una transformaciéon matematica lia sido
usada para simplificar la solucién de un problema. Por ejemplo, los logaritmos son
usados paia simplificar problemas de multiplicacién y division. Para multiplicar
o dividir dos numeros, los transformamos en sus logaritmos, sumamos o restamos
estos y después realizamos la transformacion inversa (esto es, el antilogaritmo) para
obtener el producto o cociente de los nimeros originales. El prop6sito de usar una
transformacion es crear un nuevo dominio en el cual sea mas facil manipular el
problema a ser investigado. Una vez obtenidos los resultados en el nuevo dominio,
pueden ser transformados inversamente para dar los resultados deseados en el dominio
original.

La transformada de Laplace es un ejemplo de una clase llamada transformacion
integral y toma una funcion /(/) de una variable t (a la cual nos referiremos como
tiempo) en una funcién F(s) de otra variable s (la frecuencia compleja) Otra
transformacion integral usada ampliamente por los ingenieros es la transformada
de Fourier, la cual trataremos en el capitulo 5. La atraccién de la transformada de
Laplace es que transforma ecuaciones diferenciales en el dominio t (tiempo) en
ecuaciones algebraicas en el dominio s (frecuencia). La resolucion de ecuaciones
diferenciales en el dominio i. por tanto, se reduce a resolver ecuaciones algebraicas
en el dominio s. Habiendo hecho lo anterior para las incdgnitas deseadas, sus valo-
res como funciones del tiempo pueden ser encontrados al tomar la transformacién
inversa. Otra ventaja al usar la transformada de Laplace para resolver ecuaciones
diferenciales es que las condiciones iniciales juegan un papel esencial en el proceso
de la transformacién, asi estdn automaticamente incorporadas en la solucion. Por
tanto, la transformada de Laplace es una herramienta ideal para resolver proble-
mas con valor inicial tales como los que aparecen en la investigacidn de circuitos
eléctricos y vibraciones mecanicas.

La transformada de Laplace encuentra una aplicacién particular en el campo de
las sefiales y el analisis de sistemas lineales. Una caracteristica sobresaliente en un
sistema es que cuando esta sujeto a una excitacion (entrada), produce una respuesta
(salida). Cuando la entiada u{t) y la salida x(i) son funciones de una sola variable /,
que representa al tiempo, es normal referirse a ellas como sefiales. Esquematicamente,
un sistema puede ser representado como en la figura 2.1. El problema que enfrenta
el ingeniero es el de determinar la salida x(i) del sistema cuando esta sujeto a una
entrada u(t) aplicada a algin instante de tiempo, que podemos tornar como / = 0. La
relacion entre la salida y la entrada esta determinada por las leyes que gobiernan d
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Entrada o Salida o
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Figura (51 Representacion esquematica de un sistema.

comportamiento del sistema. Si el sistema es lineal e invariante en el tiempo, en-
tonces la salida esta relacionada con la entrada por una ecuacidn diferencial lineal
con coeficientes constantes y tenemos un problema de valor inicial estandar, que
es facil de resolver usando la transformada de Laplace.

Mientras que muchos de los problemas considerados en este capitulo pueden
ser resueltos mediante el tratamiento clasico, la transformada de Laplace nos lleva
a un tratamiento mas unificado y provee al ingeniero de una mayor comprensién del
comportamiento del sistema. En la practica, la sefial de entrada u(t) puede ser una
funcion discontinua o periddica, o incluso un pulso, y en tales casos el uso de la
transformada de Laplace tiene distintas ventajas sobre el tratamiento clasico. También,
con bastante frecuencia, un ingeniero esta interesado no sé6lo en el analisis de sistemas
sino también en la sintesis o el disefio del sistema. Consecuentemente, el objetivo de
un ingeniero al estudiar la respuesta de un sistema a entradas especificas es frecuen-
temente aprender més acerca del sistema con vistas a mejorarlo o controlarlo de
manera que satisfaga ciertas especificaciones. Es en esta area en la que el uso de la
transformada de Laplace es atractiva, ya que el hecho de considerar la respuesta del
sistema a entradas particulares, tales como una senoidal, provee al ingeniero de méto-
dos graficos poderosos para disefiar sistemas que son relativamente faciles de aplicar
y ampliamente usados en la practica.

En el modelado del sistema con una ecuacidn diferencial, han sido usadas las
sefiales de entrada y salida que pueden variar en cualquier instante de tiempo; esto
es, son funciones de una variable continua de tiempo (observe que esto no significa
que las sefiales tengan que ser ellas mismas funciones continuas del tiempo) Tales
sistemas son llamados sistemas de tiempo continuo, y para investigar estos la trans-
formada de Laplace resulta ser la més conveniente. Con la introduccion del control
computarizado en el disefio de sistemas, las sefiales asociadas con un sistema solo
pueden cambiar en instantes discretos de tiempo. En tales casos el sistema se dice
que es un sistema de tiempo discreto y es modelado por una ecuacién en diferencias
en lugar de una ecuacion diferencial. Tales sistemas son tratados con el uso de la
transformada z considerada en el capitulo 3.

22 La transformada de Laplace

221

Definicion y notacién

Definimos la transformada de Laplace de una funcién f(t) mediante la expresion

(2.1)
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Dominio t Dominio S
(dominio de tiempo) (dominio de frecuencia)

Figura 2.2 El operador transformada de Laplace.

donde s es una variable compleja y c'Jfes llamado el ntcleo de la transformacion.
Es usual representar la transformada de Laplace de una funcion/, por la letra
mayuscula correspondiente, F, asi que escribimos

(2.2

Una notacion alternativa de uso comun es denotar ¢£{f(t)} porf(s) o simplemente/
Antes de seguir, hay algunas observaciones relacionadas con la definicién
(2.2) que vale la pena comentar.

(b) EI simbolo ££ denota el operador transformada de Laplace; cuando opera en
una funcion/(f) la transforma en una funcidon F(s) de variable compleja v. Decimos
que el operador transforma la funcion/(/) en el dominio t (usualmente llamado
el dominio de tiempo) en la funcion F(s) en el dominio 5 (usualmcntc llamado €
dominio de frecuencia complejo o simplemente el dominio de frecuencia). Lsta
relacion esta descrita graficamente en la figura 2.2, y es usual referirse a/(/) y Ks)
como el par de transformadas de Laplace escrito como {/(/), F(s)}.

(b) Como el limite superior de la integral es infinito, el dominio de integracién es
infinito. Asi la integral es un ejemplo de una integral impropia, como se introdujo
en la seccién 9.3 de Mode.rn Engineering Malhematies; esto es

QHfit)dt ~jlina f e'7(/)d/
Jo
inmediatamente surge la pregunta de si la integral converge o no. tema que con-
sideraremos en la seccion 2.2.3

(c) Como el limite inferior de la integral es cero, se sigue que cuando tomamos la
transformada de Laplace, el comportamiento de/(/) para valores negativos de tes
ignorado o suprimido. Esto significa que F(s) contiene informacién sobre el com-
portamiento de f(t) sélo para / > 0, asi que la transformada de Laplace no es ua
herramienta conveniente para investigar problemas en los que sean relevantes I
valores def(t) para i < 0. En la mayoria de las aplicaciones a la ingenieria esto mo
causa ningun problema, ya que estamos interesados en sistemas fisicos para s
cuales las funciones con las que estamos tratando varian con el tiempo i. Un atributo
de los sistemas fisicos realizables es que son no anticipantes en el sentido de que o
hay una salida (o respuesta) hasta que se aplica una entrada (o excitacion). Debido
a esta relacion causal entre la entrada y la salida, definimos a una funcién f(t) como
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Figura 2.3 Grafica de/(/) y su funcion causal equivalente.

causal si/(/) = 0(/ < 0). Sin embargo, en general, a menos que el dominio este
claramente especificado, una funcion /(/) se interpreta normalmente como definida
para todos los valores reales, tanto positivos como negativos de /. Haciendo uso de
la funcidn escalén unitario de Heaviside H(t) (ver también la seccion 2.5.1) donde

/<0
(1 ¢*0)
tenemos
0 {t<0)
/(o (/"0)
Asi el efecto de multiplicar f(t) por H(t) es convertirla en una funcién causal.
Graficamente, la relacion entre /'(/) y se muestra en la figura 2.3.
Se sigue que la transformada de Laplace correspondiente F(s) contiene toda la
informacidn acerca del comportamiento de En consecuencia, estrictamente

hablando, deberiamos referirnos a {/(/)//(/), I'(?)} en vez de {f(t)yF(s)} como el
par de transformadas de Laplace. Sin embargo, es una practica comdn eliminar a
H{t) y suponer que estamos tratando con funciones causales. Debe hacerse notar que
es posible calcular la transformada de Laplace de una funcién no causal f(t\ reco-
nociendo que toda la informacién concerniente a su comportamiento para / < 0
se pierde bajo la transformacion.

(d) Si el comportamiento def{t) parat < 0 es de interés entonces necesitamos la
transformada de Laplace bilateral o de dos lados de la funcién/(/) definida por

()} _I e'7(0d/ (2.3)

La transformada de Laplace definida por (2.2) con limite inferior cero es algunas
veces llamada la transformada de Laplace unilateral o de un lado de la funcion
/(/). En este capitulo nos ocuparemos solamente de estas ultimas transformadas y
nos referiremos a ellas simplemente como la transformada de Laplace de la funcion
/(/). Observamos que cuando J'(t) es una funcion causal

m% {/«} = ifl/<0}
(e) Otro resultado concerniente al cero como limite inferior es la interpretacion de
/(0) cuando /(/) tiene una peculiaridad en el origen. La pregunta que surge entonces
es si se debe o no incluir la peculiaridad y lomar el limite inferior como 0- o
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excluirlo y tomar el limite inferior como 0+ (como una convencion 0- y Ol denotan
los valores de tjusto a la izquierda y a la derecha del origen respectivamente).
Siempre que seamos consistentes, podemos tomar cualquiera, en la practica ambas
interpretaciones son adoptadas. Para poder considerar cualquier peculiaridad que
pueda ocurrir en / = 0, tal como un impulso aplicado en / - 0, tomamos 0- como
el limite inferior e interpretamos (2.2) como

D} =F(s) = i (2.4)
Jo

Volveremos a este tema cuando consideremos, en la seccion 2.5.8, la respuesta de impulso.

2.2.2 Transformaciones de funciones simples

En esta seccion obtenemos las transformaciones de Laplace de algunas funciones simples.

EJEMPLO 2.1 Determine la transformada de Laplace de la funcién

fo =c

donde ¢ es una constante.

Solucion  Utilizando la definicion (2.2),

=lim | e~
2 (c) cdt L, | e~ cdt
0
= lim e = [1-lime ri
Teoo S S r-*« J
Al tomar s = o + jw, donde <y ioson reales,

lime~r = lim(e~ifatj0,ir)- lime~cos a>T+jsen coT)
T—fo° T

T—00

El limite finito existe siempre que o ~ Re(a) > 0,yen tal caso el limite es cero.
Asi, siempre que Re(s) > 0, la transformada de Laplace es

X(c) = Re(s) > 0
entonces
(1) =c¢
i 2
F(S)~g Re(i) > 0 25

constituye un ejemplo de un par de transformadas de Laplace.
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EJEMPLO 2.2 Determine la transformada de Laplace de la funcién rampa

fu) = f

Soluciéon  Utilizando la definicion (2.2),

—i e = lim | é-atat
Jo 'Ho
lini / e
T.. “C 2
5 i
1 ) TeST e sT
= —im - lini —
S S T-+ s 2

Siguiendo el mismo procedimiento que en el ejemplo 2.1. los limites existen
siempre que Re(s) > 0, cuando

v =7 T

lim — = lim —- =0

T—*oc T—*»0
Asi, siempre que Re(s) > 0,
XL} = -2
S

nos da el par de transformadas de Laplace

fo =t
Re(,)> 0 (2.6)

EJEMPLO 2.3 Determine la transformada de Laplace de la funcién exponencial

(1) = e*

Solucién La definicién (2.2) da

~el} = cV'dt =fim e = 1dr
im J+ = - lime-(-9)r
- T s-k s-k\(| r-*=~ ( );

Escribiendo s - o + jco, donde o ya) son reales, tenemos
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Si k es real, entonces siempre que a - Re(s) > ksel limite anterior es cero. Sik
es complejo, digamos k - a + jb, entonces el limite también serd cero, siempre
que o > a (esto es, Re(s) > Re(¢)). Bajo estas condiciones, tenemos

dandonos el par de transformadas de Laplace

/(O - e*
Re(j) > Re(k) 27)
*rh
EJEMPLO 2.4 Determine la transformada de Laplace de las funciones seno y coseno

f(t) = sen at, g(t) =eos at

donde a es una constante real.

Soluciéon Como
ew/= eos at +j sen at
podemos escribir
f(t) = sen at = Im ¢clJ
g(t) = eos at = Re ej0
Usando esta formulacion, las transformadas requeridas pueden ser obtenidas a

partir del resultado

= sL—k Re(¢) > Re(A)

del ejemplo 2.3.

Al tomar k - ja en este resultado se obtiene

s-]a Re(5) > 0

Re(?)>0
S +a

Asi, igualando las partes real ¢ imaginaria y suponiendo que v es real,

;?{senat} = Im - ~r—,

~{cos at) = Re £{eid) - -
s +a
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F.stc resultado también se tiene si 5 es complejo, ddndonos el par de transformadas
de Laplace

JE{senal'’} - 2 -, Rc(s)> 0 (2.8)
s +a

if{cos at} = -=-2-,, Re(s) > 0 (2.9)
s +a*

223 Existencia de la transformada de Laplace

Solucién

Claramente, de la definicién (2.2), la transformada de Laplace de la funcién/(/) existe
si y s6lo si la integral impropia de la definicion converge para al menos algunos
valores de s. Los ejemplos de la seccidn 2.2.2 sugieren que esto estd relacionado
con el acotamiento de la funcién, con el factor e s* en la transformada integral
actuando como un factor de convergencia en que los valores permitidos de Re(.v)
son aquellos para los que la integral converge. Para poder establecer condiciones
suficientes sobref(t) para la existencia de ¢£{f(t)}, primero introducimos la definicién
de una funcién de orden exponencial.

DEFINICION 2.1
Decimos que una funcion /(/) es de orden exponencial cuando / —»<*> si existen
un nimero real cry constantes positivas M y T tales que

1/(01 < Ale"

para todo r > T.

Lo que nos dice esta definicion es que una funcidn/(O es de orden exponencial
si no crece mas rapido que una funcion exponencial de la forma Me". Afortunada-
mente la mayoria de las funciones de significado practico satisfacen este requeri-
miento, y por tanto son de orden exponencial. Sin embargo, hay funciones que no
son de orden exponencial, un ejemplo de ellas es e'\ ya que crece mas rapidamente
que Me" cuando t #cualesquiera que sean los valores de M y cr.

La funcion/(/) = e3 es de orden exponencial, con <7"3.

Verifique que la funcién f{t) = t1 (/ & 0) es de orden exponencial.

Dado que
e"=1+at+ia22+ ¢a33+...

se sigue que para cualquier a > 0
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I5< A e”
ti

asi que C es de orden exponencial, con o > 0.

De los ejemplos 2.5 y 2.6 se sigue que la eleccion de o en la definicién 21
no es Unica para una funcién particular. Por esta razén, definimos la abscisa de
convergencia de f(t) como la maxima cota inferior rrc del conjunto de valores
posibles de a Asi, en el caso de la funcion f(i) = e3, cr = 3. mientras que end
caso de la funcién/(/) =t\ oc= 0.

Regresando a la definicion de la transformada de Laplace dada por (2.2). s
sigue que sif(i) es una funcion continua y si también es de orden exponencial con |
abscisa de convergencia Gt, de manera que

/(01 < 0> oc

entonces, al tomar, en la definicion 2.1. T=0

\F(s)\ - f e-'TtOd/ [ Je ™| | nOidr
Jo Jo

Escribiendo s - <7t jili, donde o y <oson reales, como |e"f{ = 1, tenemos
le "I = |e'm||cid| = ]e "I - e'm

asi que

4 (11
IEGs)\s5 | e I/@Idf*-*.wif e" ¢ di, a, > at
Jo Jo

Esta Gltima integral es finita siempre que <J- Re(*) > <d. Como adpuede elegir»!
arbitrariamente para que crd > <ic concluimos que F(s) existe para (1> ar. Asi unaj
funcion continua/(O de orden exponencial, con abscisa de convergencia og tieotl
una transformada de | aplace

&{A0) =F(s)% Rc(5) > <c

donde, en la figura 2.4, se muestra la regiéon de convergencia.

De hecho, el requerimiento de que/(/) sea continua no es esencial y pued
relajarse a que f\t) sea continua a pedazos, como se definié en la seccion 8.6.1 A
Modern Engineering Mathematics', esto es, / (O debe tener s6lo un numero finitog |
discontinuidades finitas, siendo continua y acotada en otra parte.

Concluimos esta seccién formulando un teorema que asegura la existencia<fe
una transformada de Laplace.
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Ini (s) Im(s)

(a) flc>0 (b) (7C—<O
Figura 2.4 Region de convergencia para #{/(/)}; (JLes la abscisa de convergencia para/(/).

TEOREMA 2.1 Existencia He la transformada de Laplace
Si la funcion causal /(/) es continua a pedazos en [0, °°] y es de orden exponencial,
con abscisa de convergencia o entonces existe la transformada de Laplace con
region de convergencia Re(ly) > a,. en el dominio s; esto es

[

Las condiciones de este teorema son suficientes para asegurar la existencia de la
transformada de Laplacc de una funcién. Sin embargo, no constituyen condiciones
necesarias para la existencia de tal transformacién y no se sigue que si las con-
diciones no son satisfechas entonces no exista una transformacién. De hecho, las
condiciones son mas restrictivas que lo necesario, ya que existen funciones con
infinidad de discontinuidades que poseen transformada de Laplace.

224 Propiedades de la transformada de Laplace

En esta seccion consideraremos algunas de las propiedades de la transformada de
Laplace que nos ayudardn a encontrar pares de transformadas {/(/), F(.v)i, sin tener
que calcularlas directamente usando la definicién. En las secciones siguientes
desarrollaremos mas propiedades cuando surja la necesidad.

Propiedad 2.1: La propiedad de jinealidad
Una propiedad fundamental de la transformada de Laplacc es su lincalidad. que
puede ser enunciada como sigue:

Si/(O y #(/) son funciones que tienen transformadas de Laplace y si a y p son

constantes cualesquiera entonces

+ Ps«)} = + pa\g(t)\
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Como una consecuencia de esta propiedad, decimos que el operador transformada
de Laplacc 5£es un operador lineal. Una prueba de la propiedad se sigue directa-
mente de la definicion (2.2), ya que

2{aJ{t) +pg(t)} \af(() +Pg(f) e 5.d/
J a/(0e""dM | Pg(t)c~"di

- IMye-udt+p | g(i)c "

Respecto a la region de convergencia, si/(/) y g{t) tienen abscisas de convergencia
Oj y a" respectivamente, y <, > ch a, > o”, entonces

L/tOl < M\c'\  [j?(/)l < Mic®y
Se sigue que
\aj\t) + Px(0\ « 1«! 1/(01 + 101 liKOI
< lalW .e®-i 11J1)/.e*4
(la]M, + [0|W 2e®

donde cr = méaxfa,, <2, asi que la abscisa de convergencia de una combinacion
lineal cc/(t) + pg(t) es menor o igual al maximo de las combinaciones de f{t) y #{).

Esta propiedad de lincalidad puede extenderse claramente a una combinacién
lineal de cualquier nimero finito de funciones.

EJEMPLO 2.7 Determine ¢£{3/ H 2e3}.

Solur.ion  Usando los resultados dados en (2.6) y (2.7),

X[i} =i, Re(i)>0

ne") = Re(i) > 3

asi, por la propiedad de lincalidad

¢?{3/ + 2¢3) =37 {/} t2if{e3}

= Re(i) > méax{0, 3}
-3

4+ — . Rc(s)>3
s s 3



.2H5} - Re(s) > O £{(} = Re(i) > O
* S

i?{sen2f} - — —, Re(l) > O "cd}r =— , Re(s) > 4
5+4 5—4

asi, por la propiedad de lincalidad,

{5 -3/1-4 sen2/- 6ed4}- £{5} - 35£{t) + 4J?{sen 2t) - 6i?{e4}

= -- 4 +7T~ — , Re(5) > max{0,4}
5 s 5+ 4 5-4

=5 3+ 8 - 6 Re{?)>4

La primera propiedad de traslacion es otra propiedad que nos permite afiadir
mas combinaciones a nuestro repertorio de pares de transformadas de Laplace. Asi
como con la propiedad de linealidad, ésta probard ser de considerable importancia en
nuestras discusiones posteriores, particularmente cuando consideremos la inversién
de las transformadas de Laplace.

Propiedad 2.2: La primera propiedad de traslacion

La propiedad estd contenida en el siguiente teorema, conocido usualmente como el
primer teorema de traslacion o algunas veces como el teorema de la modulacién

exponencial.

OREMA 2.2 Primer teorema de traslacidén

Si/(/) es una funcién que tiene una transformada de Laplace F(s)%on Rcfr) > <,
entonces la funcion caf(t) también tiene una transformada de Laplace dada por

XW'™M) =Hs - a), Rc(t) > (IC+ Ke(a)

Demostracion  Una prueba de este teorema se sigue directamente de la definicion de transformada
de Laplace, ya que

X {ef()} = \ e~"dt = | fiD e~ "di
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EJEMPLO 2.9

Solucién

EJEMPLO 2.10

Solucién

Entonces, como

- F(s) = f{t) er'df, Rc(j) > rrc
.0

vemos que la ultima integral de arriba estd estructurada exactamente como la
transformada de Laplacc de/(/) excepto que 9 a toma el lugar de 9, asi que

je{e™I(N} = F(s - a), Re(v- a)> (T

JE{ed/ (0} = F(s - a)w Re(i) > <C+ Re(a) 0

Una manera alternativa para expresar el resultado del teorema 2.2, que puede
ser mas conveniente para aplicaciones, es

- m / ( « [«»)],
F.n otras palabras, el teorema dice que la transformada de Laplace de c"fveces ua

funcion/(/) es igual a la transformada de Laplacc def(t) reemplazando 9con s-a.

Determine i?{/e"2}.

Del resultado dado en (2.6),
EE{(} = F(s) =-2 Re(i) > 0
9
asi, por el primer teorema de traslacion.

af{fe'2} = F(s +2) = R {JJ~{, Rc(s)>0-2

esto es,

1E\tcJJd =— + 2, Rc(v) > 2
(«+ 2)

Determine !£{c-3 sen 2i).
Del resultado (2.8),
;f{sen2/} = F(j) = , Rc(9) >0
ml+ 4
asi, por el primer teorema de traslacion,

~{e"3sen2i) = F(* + 3) = [F(.9)J, M3 Re(*) >0-3

esto es,

if{e'3seii2/} =

- , Re(s) > -
(s+3) +4 s +6i+ 13



TEOREMA 2.3

Demostracion
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La funcién e"3sen 21 en el ejemplo 2.10 es un miembro de una clase general de
funciones llamadas senoidales amortizadas. Listas juegan un papel importante
en el estudio de la ingenieria de sistemas, particularmente en el analisis de vibra-
ciones. Por esta razon, afiadimos los dos siguientes miembros generales de la clase
a nuestra biblioteca estdndar de pares de transformadas de Laplacc:

JE{c *sefiar} ------ r5---Re (i) > -k (2.10)
(s+kf+al

& {c*'cosa i}----" - 3 Re(s)> -k (2.11)
(+*) +a

donde en ambos casos k y a son constantes reales.

Propiedad 2.3: La propiedad de la derivada de la transformada

F.sta propiedad relaciona operaciones en el dominio tiempo con aquellas en el dominio
transformado s, pero inicialmcnte las consideraremos como un método para incre-
mentar nuestro repertorio de pares de transformadas de Laplacc. La propiedad algunas
veces también es conocida como la propiedad de la multiplicacién porr.Enel
siguiente teorema esta contenido un enunciadode esta propiedad.

Derivada de la transformada

Si/(/) es una funcion cuya transformada de Laplacc es
F(s) = Re(i) > «c

entonces la funcién tH(t) (n = 1,2 ,...) también tiene transformadadeLaplacc
dada por

Re(i) > or
ds ()
Por definicién
2{jXD\ e“7t)dr
asi que
d'F(s) L )
ds* ds" t"AOdU

Debido a las propiedades de convergencia de la integral impropia involucrada
podemos intercambiar las operaciones de diferenciacion e integracion y diferencial
con respecto a s bajo el signo de la integral. Asi

dv"
la cual, efectuando la diferenciacién repelida, da
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EJEMPLO 2.11

Soluciéon

EJEMPLO 2.12

Solucién

EJEMPLO 2.13

Solucion

d”Ff(S), <-»m( € 7 7(0d/
ds 0

= (-irrr/io», Re(5) > itc
la regién de convergencia queda igual. O
En otras palabras, el teorema 2.3 dice que diferenciar la transformada de una
funcion con respecto a 5 es equivalente a multiplicar la funcién por -t. Al igual

que con las propiedades anteriores, podemos usar este resultado para aumentar
nuestros pares de transformadas de Laplacc.

Determine (E\t sen 3/}.

Usando el resultado (2.8),
sen3tf- /'"(*)=-r-—, Re(s) >0
s+ 9
asi, por el teorema de la derivada
m5?{<sen3f}= 6i rc(i) > 0

ds  (ji+9)2

Determine

Usando el resultado (2.7),
= = Re(i) > 1
51 (1)
asi, por el teorema de la derivada,

ds’ ds —il/

! 2 Re(5) > 1
dv (s n2  (s- 1y

Observe que es mas facil deducir el resultado usando el primer teorema de traslacion.

Determine donde n es un entero positivo.

Usando el resultado (2.5),

Re(.i) > 0



asi, por el teorema de la derivada,

*{"} = =

d? \ss s
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Re(s) > 0

225 Tabla de transformadas de Laplace

lis apropiado en este momento recopilar los resultados hasta ahora probados para
tener un facil acceso a ellos. Lsto lo hacemos en la forma de dos tablas cortas. La
figura 2.5(a) contiene una lista de algunos de los pares de transformadas de Laplacc
y la figura 2.5(b) registra las propiedades hasta aqui consideradas

@
1)

C, C una constante

t", nun entero positivo

e*\ k una constante

senat, a una constante real

eosat, a una constante real

e"* sen at, Ky a constantes reales

C* eos at.ky a constantes reales

&I} - HY

r
S

(s+k)7+ a7

s +k
@+kf +a2

Region de convergencia

Re(f) > 0

Re(j)> 0

Re(s) > 0

Re(.v) > Re(A)

Reis) > 0

Re(s) > 0

Re(i) > -k

Reis) > -k

«#{I<N} * HS), Reis) > <« y ¢E{0[i)\ = G(5)% Re(s) > o,

Linealidad: £{ af(t) + pg(t)} = aF(s) + PG(s),
Primer teorema de traslacion: $£{ed/(01=F(s - a),

Derivada de una transformacion:

Re(v) > max(<7,, <12
Re(.¢) > < + Re(a)

QI (T - B F W Gz 12,0 ). Ree) >

Figura 2.5 (a) Tabla de pares de transformadas de Laplace; (b) algunas propiedades de la

transformada de Laplacc.
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2.2.6  Ejercicios

1 Use la definicion de transformada de Laplace para ob-
tener las transformadas dej\t) cuando/(/) esta dada por

(a) cosh 2/ (b) t1 (c)3+t (d) te~l
establezca la region de convergencia en cada caso.

2 ¢Cuales son las abscisas de convergencia de las siguien-
tes funciones?

(@ cx (b) e"1

(c) sen2t (d) senh 31

(e) cosh 2/ (f) tA

() e5+/2 (h)3eos2t-F

(i) 3e?- 2e J+sen2t  (j) senh 3/+ sen 3/

2.2.7

La transformada inversa

3 Usando los resultados mostrados en la figura 25,
obtenga las transformadas de Laplace de las siguientes
funciones, estableciendo la regién de convergencia:

(@ 5-3/ (b) 7/3- 2 sen 3/

(c) 3- 2/+4eo0s2t (d) cosh 3/

(e) senh 2/ (f) e *+3 2eo0s 2
(9) 4/e2 (h) 2e~3 sen 2/

(i) /12e-4 (j) /13- 3/2+ 4/ -2

(k) 2eos 3/ + 5sen 3/
(m) t2sen 3/
(0) tx“2+e-'eos2/+ 3

(1) / eos 2/
(n) F - 3eos4/

El simbolo X “{F(.s)} denota una funcion causal/(/) cuya transformada de Laplace

es F{s), esto es:

si <#{/()} = F(s) entonces [(/) = ¢E~I{F(s)}

Esta correspondencia entre las funciones F(s) y/(*) es llamada la transformacion
inversa de Laplace. siendo/(/) la transformada inversa de F(s)yllamamos a T"' d
operador transformacion inversa de Laplace. Estas relaciones estan dibujadas

en la figura 2.6.

Como sefialamos en la observacién (c) de la seccion 2.2.1, la transformada
de Laplace F(s) s6lo determina el comportamiento de /(/) para / > 0. Asi
{F(N} =/(/) sblo para t ~ 0. Cuando escribimos JE~I{F(.0)) =/(/), suponemos que
t $5 0 asi que, estrictamente hablando, deberiamos escribir

y'i)

(2j2>

Figura 2.0 La transfomiada de Laplace y su inversa.
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EJEMPLO 2.14 Como

<"
fa’t
se sigue que

TV — \ = e

““ V5 a

c~sen cot] = r u)-

5+6)

se signe que

% N \ee 77= sen oo
S +0

La propiedad de linealidad para la transformada de Laplace (propiedad 2.1)
establece que si a y fi son constantes cualesquiera, entonces

<g{af(t) + Pg(t)i = c& U107 + P&igwW )
= aF(s) i pO(s)
Entonces se sigue de la definicion anterior que

Se KctF(s) + pG{s)} = qftf) + Pg(t)
= aSe~[{F(s)} + p£E~'{G(s)}
asi que el operador inverso de la transformada de Laplace Jif"1también es un operador
lineal.

228 Evaluacién de transformadas inversas

La manera mas obvia de encontrar la transformada inversa de la funcion F(s) es hacer
uso de una tabla de transformadas tal como la dada en la figura 2.5. Algunas veces
es posible escribir la transformada inversa directamente a partir de la tabla, pero es
mas frecuente que sea necesario primero hacer alguna manipulacién algebraica sobre
F(s). Ln particular, frecuentemente necesitamos determinar la transformada inversa
de una funcién racional de la forma p(a)/q(s\ donde p(s) y q(s) son polinomios en s.
En tales casos, el procedimiento consiste en desarrollar primero la funcién en
fracciones parciales y después usar la tabla de transformadas.
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EJEMPLO 2.16

Solucién

EJEMPLO 2.17

Solucién

Encuentre

s

m |
(s +3)(5-2)J

Desarrollando 1/(5 + 3)(s + 2) en fracciones parciales da

(a+ 3)($ —2) 5+ 3 5.2

Usando el resultado SE~I{If(a + u)} - e~tuijunto con la propiedad de linealidad
tenemos

SE ! U-!1*1)- Li*4JL 1512
6+3)45=2){ 5 [i+3i 5 i5-2  5C 56
Encuentre
i §+

s ya +9)

Resolviendo (s + 1)/sXs2 + 9) en fracciones parciales da

+ 1 1
S 1 1+ 1. _ i s +

52(i2+9) s s2 95s2+9

| + 1 3
J s2 9j2+32 27s7+ 32

Usando los resultados de la figura 2.5 junto con la propiedad de linealidad, tenemos

setl S+ b= 1edi—Leos3n9--L-sen 3/
<V +9)J 9 9 9 27

2.2.9 Inversion usando el primer teorema de traslacion

En el teorema 2.2 vimos que si H<j) es la transformada de Laplace de f{t) entonces),
para un escalar a%-(a - a) es la transformada de Laplace de efd(/). Normalmente,
este teorema causa poca dificultad cuando se usa para obtener transformadas ce
Laplace de funciones, pero es dificil de aplicar cuando es usado para obtenerlas
transformadas inversas. Expresado en la forma inversa, el teorema se convierte er
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La notacién

donde F(s) = 18{f(t)} y [F(s)]s sadenota que s en F(s) es reemplazado pors - a,
puede hacer la relacién mas clara.

EJEMPLO 2.10 Lncuentre

u 1
(s+2f

18

Solucién
(s +2Y

y, como 1/i2 = |£{t}s el primer teorema de traslacion da

/e
0 +2)

7,52
S+2 a3

y, como 2/(s2+ 2¢) = i?{sen 2i}, el primer teorema de traslacion da

Se- e 3sen 2t
S +05+13

EJEMPLO 2.20 Encuentre

181 °F7
s +2s+5
5+7 5+7 (40 +3

Solucion —
52+425+5 (5+1)2+4 (5+ 1)2+4 G+ 1)2+ 4

+3
52+ 22 52+ 2: I
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A
Como s/(s2 + 22) = ¢?2{cos 2/} y 2i(s2 + 22) = ~{scn 2/|, el primer teorema de
traslacion da

% £+Z _| = ¢c'eos21+3e'sen2t
s"+2s+ B

EJEMPLO 2.21 Encuentre

(s+ 1)V +4)
Soluciéon  Desarrollando 1/(5 + \)Xs2 | 4) en fracciones parciales da

1 S 1 12j+3
(s+ 1)2(s2+4) J+1 (i+1)J 25/+ 4

s+ 1 5 . > 2582+ 2: 5082+ 2

Como 1js2= &{t), el primer teorema de traslacion junto con los resultados de la

figura 2.5, da
4 2o 4+ t- % o052t Zsend
1S+ 1)V +4) 25 25 50

2.2.10 Ejercicios

4 Encuentre 32,"1{/r(.v)} donde F{s) esta dada por 00 5s- 7
) (53)(57+2)
@ G+aE+7) 1 5
(5- 1)(52+25+2)
® oL 5- 1
(+1)(5-3) (m)
s- | 25+6 § +25+5
ORI @ ) 5- 1
(i-+3) ™ (5-2)(5-3)(5-4)
1 5+8 35
© G\ s2+ 16) 5 4545 (©) 6 D 4
3+1 36
© (524 45+ ) 5(52+ 1)(52+ 9)
45 5+7 25" t 45 + 9
M sy sy (Dg 42545 @ 54 )2+ 3y+3)
3%~-75 +5 0

() (5-1)(5-2)(.Y-3) (5+ 1)(5 +2)(i2+ 25+ 10)



SOLUCION DE ECUACIONES DIFERENCIALES 119

23 Solucion de ecuaciones diferenciales

Primero consideraremos las transformadas de Laplace de derivadas e integrales y
después aplicaremos éstas en la solucién de ecuaciones diferenciales.

231 Transformadas de derivadas

Si vamos a usar los métodos de la transformada de Laplace para resolver ecuaciones
diferenciales, necesitamos encontrar expresiones convenientes para las transformadas
de Laplace de derivadas tales como d/Jdi, d2ldr o, en getterai, d'fidf. Por definicion

dt

Integrando por partes, tenemos

1(0) + sF(s)

esto es,

(2.13)

Al tomar la transformada de Laplace de una derivada hemos supuesto que J\t) es
continua en /- 0, asi que/(0~) =/(0) =/(0*). En la secci6n 2.5.8 cuando conside-
remos la funcién impulso,/(O") t /(O*) y tendremos que recurrir a un calculo mas
generalizado para resolver el problema.

La ventaja de usar la transformada de Laplace cuando tratamos con ecuaciones
diferenciales puede verse rapidamente ya que nos permite reemplazar la operacién
de diferenciacién en el dominio tiempo por una operacidn algebraica sencilla en el
dominio s.

Observe que para deducir el resultado (2.13) hemos supuesto que f(t) es con-
tinua, con una derivada continua a pedazos dfidu para t > 0 y que también es de
orden exponencial cuando t —» ©.

Asimismo, sif(t) y df/dt son continuas en t > 0y son de orden exponencial
cuando / —» «, y d2/d/2es continua a pedazos para t -> 0, entonces
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que al usar (2.12) da

llegando al resultado
£ / <(0) (214)

Claramente, suponiendo que/(/) y su derivada satisfacen las condiciones requeridas,
este procedimiento puede ser extendido para obtener la transformada de l.aplace
de - d"//dr" en la forma

ru)} =sri\s) - V {(O) - «... - p*>(0)
li

B

un resultado que puede ser probado, sin esfuerzo, por induccion.
L)e nuevo, observemos que en la determinacion de la transformada de Laplace
de f (\\t) hemos supuesto que/(,_I)(f) es continua.

.2 Transformada de integrales

En algunas aplicaciones, el comportamiento de un sistema puede ser representado
por una ecuacién integro-diferencial, que es una ecuacién que contiene tanto deri-
vadas como integrales de una incdgnita variable. Por ejemplo, la corriente i enn
circuito eléctrico en serie que consiste de una resistencia R, una inductancia Ly
una capacitancia C\ y sujeto a un voltaje aplicado E%esta dada por

Para resolver directamente tales ecuaciones, es conveniente poder obtener la trans-
formada de Laplace de integrales tales como J*./(r)dr.
Escribiendo

tenemos
=AD, «(0)=o0

Tomando la transformada de Laplace
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{1}-~
que, usando (2.13), da
sG(s) = F(s)

= G(s) = éF(y) = é% {m\

llegando al resultado

Obtenga

.{}7;5+ sen2r)dr

En este caso/(/) = F + sen 2f, dando

F(s) = SE{f{t)) = #{t'} + irfsen 2/}

6, 2

4 2 .
5% 4

(&)]

asi, por (2.16),

4 ge(t3+sen2r)dr[ = —/Xjr) = 4+ — 1 ----
Ji’( ) [ 5 n 5 5B +4)

233 Ecuaciones diferenciales ordinarias

121

(2.16)

Habiendo obtenido expresiones para la transformada de Laplace de derivadas, estamos
ahora en posicion de usar los métodos de la transformada de Laplace para resolver
ecuaciones diferenciales ordinarias lineales con coeficientes constantes. Para ilustrar

esto, consideramos la ecuacion diferencial general lineal de segundo orden

ad—2§+bd—x+ex - u()y (i~ o0
dr dr

(2.17)
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sujeta a las condiciones iniciales x(0) = M).i(0) = vOdonde como es usual el punto denota
diferenciacion con respecto al tiempo t Tal ecuacion diferencial puede modelar la
dindmica de algun sistema para el cual la variable x(t) determina la respuesta del
sistema al término u(t) de compulsiéon o excitacion. Los términos sistema de entrada
y sistema de salida también son usados frecuentemente para u(t) y ,v(r) respectivamente.
Como la ecuacidn diferencial es lineal y tiene coeficientes constantes, un sistema carac-1
terizado por tal modelo se llama un sistema lineal invariante en el tiempo.

Al tomar la transformada de Laplace de cada término en (2.17) se obtiene [

aarijfj+ + = i72{«(f)} |

que usando (2.13) y (2.14) lleva a
a[s(s) - 5%(0) - x(0)] ™ ¢[SAW - *(0)] + cX(s) - U(s)

Reorganizando da

(as2+ bs + = U(s) 4 (as 4 b)x* + av0
asi que
X(S) = + (2.18)
as* + bs4-c

La ecuacion (2.18) determina la transformada de Laplace X(s) de la respuesta, da
donde, tomando la transformada inversa, puede obtenerse la respuesta en el tiempo
deseada *(/).

Antes de considerar ejemplos especificos, hay algunas observaciones qué hace:
en este momento.

(a) Como ya hemos observado en el seccién 2.3.1, una ventaja distintiva al usarlil
transformada de Laplace es que nos permite reemplazar la operacién de diferenciado:*
por una operacién algebraica. Consecuentemente, al tomar la transformada de Laplace.
de cada término de una ecuacion diferencial, ésta es convertida en una ecuacion alge -
braica en la variable s. Fntonces ésta puede ser manipulada usando reglas algebraica
para obtener una expresion para la transformada de Laplace de la respuesta; la res
puesta en el tiempo deseada es obtenida entonces tomando la transformada inversa.

(b) FI método de la transformada de Laplace produce la solucién completa de la ecual
cion diferencial lineal con las condiciones iniciales automaticamente incluidas. Estol
contrasta con el tratamiento del tema clasico en donde la solucién general consiste d

dos componentes, la funcion complementaria y la integral particular, con las an

diciones iniciales que determinan las constantes indeterminadas asociadas con la funcior
complementaria. Cuando la solucion se expresa en la forma general (2.18), la inven
sién del término que involucra U(s) conduce a una integral particular mientras que tal
que involucran a x0y vO dan una lancion complementaria. Un problema secundara!
pero util es que la solucion explicita obtenida refleja las condiciones iniciales.

(c) El método de la transformada de Laplace se adapta idealmente para resolwil
problemas con valor inicial, esto es, las ecuaciones diferenciales lineales en dongj
estan especificadas todas las condiciones iniciales *(0), (0), y asi sucesivamente!
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en el tiempo t = 0. El método es menos atractivo para problemas con valores en
la frontera, cuando no todas las condiciones en x(t) y sus derivadas estan especi-
ficadas en t = 0, pero algunas estan especificadas en otros valores de la variable
independiente. Sin embargo, todavia puede utilizar el método de la transformada
de Laplace si asigna constantes arbitrarias a una o0 méas de las condiciones iniciales
y después determina sus valores usando las condiciones de frontera dadas.

(d) Debe notarse que el denominador del lado derecho de (2.18) es el lado izquierdo
de (2.17) reemplazando el operador d/d/ con s. El denominador igualado a cero tam-
bién corresponde a la ecuacion auxiliar o ecuacion caracteristica usada en el trata-
miento clasico. Dado un problema con valor inicial especifico, el proceso de obtener
una solucion usando los métodos de la transformada de Laplace es bastante directo y

esta ilustrado por el ejemplo 2.23.

Resolver la ecuacion diferencial

-A 5 - +6v- 26~ (I~ 0)
A7

sujeta a las condiciones iniciales x = 1y dx/dt = 0en (- O.

Al aplicar la transformada de Laplace

& \+z\ +S%\ —\ +6&{x) = 2~{e'}

vdrJ

llegamos a la ecuacién transformada

[s2X(s) - sx(0) - x(0)] + 5[sX(s) - *(0)] + 6X(s) = 7 1

s-t

que con una reorganizacion da

(s2+ Ss + 6)7(5) = o + (5 + 5)x(0) + f(0)

+1

Incorporando las condiciones iniciales dadas v(U) - 1y ¢(0) = 0 llegamos a
(s21 Sx + 6)7(5) = +5+5
5+1

Esto es,
+5
X(s) = °
(5« |)(5-f 2)(y+3) (5 + 3)(5 + 2)
Al desarrollar los términos racionales en fracciones parciales se tiene

*() ' 2 + >+ N 2
~ 5+1 5+2 5+3 5+2 5+3

-L o+ L
541 5+2 s+3
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Tomando las transformadas inversas, da la solucion deseada

x(t) - c~fie2- e (/>0

En principio, el procedimiento adoptado en el ejemplo 2.23 para resolver una
ecuacion diferencial lineal de segundo orden con coeficientesconstantes puede ser
aplicado facilmente a ecuaciones diferenciales de ordensuperior. Una ecuacién
diferencial general lineal de orden n puede ser escrita como

dr ,g/(', +-m+c«*- «(0 ('*0) (2.19)
donde a,,, ... ,a0son constantes, con a,, * 0. Esto puede ser escrito en forma,
mas concisa como

<y(D)x() = u(t) (2.20) |
donde D denota el operador d/d/ y <y(D) es el operador polinomial
n
<?(D) - £ a rDr
r-0

El objetivo consiste en determinar la respuesta x(t) para una funcién de excitacion
u(t) sujeta al conjunto dado de condiciones iniciales

D'x(0) ' =cr (r=0,1,... ,n-1)
dt 2
Tomando las transformadas de Laplace en (2.20) y procediendo como antes llegamos al

=
donde
nl
p{s) = U(s) + cr£ us’
mo (FH

Entonces, en principio, tomando la transformada inversa, la respuesta deseada ,\@l
puede obtenerse como

x> me{$-1)

Para ecuaciones diferenciales de orden superior el proceso de realizar esta inversioni
puede resultar bastante tediosa, y conviene usar métodos matriciales.

Para concluir esta seccion, se han desarrollado algunos ejemplos resueltos paral
consolidar la comprensidn de este método para resolver ecuaciones diferencial«!
lineales.
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EJEMPLO 2.24 Resolver la ecuacion diferencial

6% v ox = sens (/7 0)
dt ot

sujeta a las condiciones iniciales x = 0y ax/at = Uen / = 0.
Solucién Al aplicar la transformada de I,aplace
% tr\ +t>Se\M +9X{x} = (e{senf)
d2\ " Sfark
llegamos a la ecuacion

[*2f(v) - .«(0) 40)] + 6[5"(5) - 40)] + 9X(s) - ——

5 +1

que reorganizando da
(s2+ 69+ 9)X(s) = -y*— + (s + 6)40) +40)
s +1
Incorporando las condiciones iniciales dadas 40) - 40) = 0 llegamos a
X (.i)

T (2+ )i +3)2

Al desarrollar en fracciones parciales se tiene

X(s) = tonh L o421, 35
50.9+3 10(9+3) 255 +1 505 +
esto es,
X(s) - —— +— +£ !

50 5+3 10 -3 25.92+1 50 s7+

Tomando las transformadas inversas, usando el primer teorema de traslacidn,
llegamos a la solucidn deseada

4/7) = % e v + 10ie" + h sen *~ & eos | (t~ 0)
EJEMPLO 2.25 Resolver la ecuacion diferencial
f1*+5£1+ ,72+13*- 1 (i»0)
at at d/
sujeta a las condiciones iniciales v= O0xfat = |y 4%/4t2=0en t= 0.

Solucién Al aplicar la transformada de Laplace

UF|jfl+5i2]ji'|+ 177~ 113if{x] = ¢?{1]
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llegamos a la ecuacion
sK(s) - sx(0) - sx(0) - x(0) + 5[s(s) - sx(0) - .i(0)]

17 [#) -je(0)] + 13V = -
que reorganizando da
(j3+ 5s1+ 17s + 13)X(s) = i + (i2+ 5s + 17).v(0) + (i + 5).v(0) + .i(0)

Incorporando las condiciones iniciales dadas .y(0) = ¢(0) = 1y ¢(0) = 0 llegamos a
X(Sj vV +6s +2v+ 1
5(v + 5& + 17y+ 13)
Claramente s iles unfactor de 53\ 5.r1 1751 13, y pordivisién algebraica tenemos
w A3+ 6s~+ 225+ 1
" 5(5+ 1)(5 +45+ 13)
Al desarrollar en fracciones parciales,
" = +J 1A+ 7 _jitdj 144(v +2) - 27(3)
s s+ 1 6552+45+ 13 5 5+1 65(s+2)2+3"

lomando las transformadas inversas, usando el primer teorema de traslacion,
llegamos a la solucion deseada

(/) - n+5C,-¢ e 2 (44 eos 3t - 27 sen 3t)(t 0)

2.3.4 Ecuaciones diferenciales simultaneas

EJEMPLO 2.26

Fn ingenieria frecuentemente encontramos sistemas cuyas caracteristicas son modela* |
das por un conjunto de ecuaciones diferenciales lineales simultaneas con coeficientes |
constantes. El método de solucion es esencialmente el mismo que el adoptado &
la seccion 2.3.3 para resolver un ecuacién diferencial simple con una incognita.!
Aplicando la transformada de Laplace en todos lados, el sistema de ecuaciones I
diferenciales simultaneas es transformado en un sistema de ecuaciones algebraicas |
simultaneas, las cuales son resueltas para las variables transformadas; las transfor* |
madas inversas nos dan entonces las soluciones deseadas.

Resolver para / 0 las ecuaciones diferenciales simultdneas de primer orden
g +g +5, +3 =e- (2211
HE. H * -
2|d/+b/+ +y =3 ,<2.22)%

sujetas a las condiciones inicialesx = 2yy = l1en t= 0.
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Solucién  Aplicando la transformada de l.aplace en (2.21) y (2.22) da

SACs) - *(0) + sY(s) - v(0) + 5X(s) + 3”(5) - s+1

2\sX(s) - v(0)] I sY(s) - ,v(0) + X(s) + Y(s) = 3

Reorganizando e incorporando las condiciones iniciales dadas v(0) = 2y >(0) - 1

llegamos a
(s + 5)X(s) + (s + 3)Y(s) = 3+ S+l s+1 (2.23)
(2s + Im.s) | (s + I)y(s) = 5+; = s (2.24)

Ahora, aplicando la transformada de Laplaee, el par de ecuaciones diferenciales
simultaneas (2.21) y (2.22) en *(/) y y(0 ha sido transformado en un par de ecuaciones
algebraicas simultaneas (2.23) y (2.24) en las variables X(s)y y(s). Rstas ecua-
ciones algebraicas ahora pueden ser resucitas simultdneamente para AV KW)
usando las técnicas algebraicas usuales.

Resolviendo primero para X(s) da

2s2+ 1471 +9
s(s+2)(s-1)

Desarrollando en fracciones parciales

que al invertir da
x(t) = -\ - Ue2ltk- %c V * 0) (2.25)
Igualmente, resolviendo para F(5) da

= 53-22a2-395-15

ns) j(s+1)(i + 2)(a--1)

Resolviendo en fracciones parciales
15 1 M M
Y(s) = 1+-L- +-* - -
5 5+1 5+2 5-1
que al invertir da
y(t) ="+le-/+7c'2,- Zei 0*0)

Asi la solucion para el par de ecuaciones diferenciales dadas es



128 TRANSFORMADAS DE LAPLACE

XV) = -f-"ea+5Bc

(/' 0)
y(t) - L+ic-'+ye'2-fe

Nota: Cuando se resuelve un par de ecuaciones diferenciales simultdneas de primer
orden tales corno (2.21) y (2.22), una alternativa para obtener el valor dey(f) habiendo
obtenido el valor de *(/) es usar directamente (2.21) y (2.22).

Eliminando dyfai de (2.21) y (2.22) da

2y = /(\it - 4x - 3 +e"
Sustituyendo la solucién obtenida en (2.25) para x(/) da

2y = Cic'f+ye')- 4(-j - ife’24M)e' -3 +e~
llegando como antes a la solucién

y =i +lc',+"e2-1i¢ |
Una alternativa mas consiste en expresar (2.23) y (2.24) en la forma matricial y
resolver para A(i) y K(?) usando la eliminacién gaussiana.

En principio, el procedimiento usado en el ejemplo 2.26 puede emplearse para
resolver un par de ecuaciones diferenciales simultaneas de orden superior o un sistema
grande de ecuaciones diferenciales que involucren mas incégnitas. Sin embargo, d
algebra involucrada puede ser bastante complicada, y usualmente se prefieren los
métodos matriciales.

2.3.5 Ejercicios

5 Usando los métodos de la transformada de Laplace, (d) ~*7427-4-y - 4e0s21
resuelva para te* 0 las siguientes ecuaciones dife- dt2 dat
renciales. sujetas a las condiciones iniciales especi- sujetaa® =0yij =2en/=0
ficadas:
R \Y, of () d_Z'g_ 3(,—Lﬁ 2X - E,*C_Af
@ —+ =e dr at

sujetaax - 2en /=0

(b) 3é~t - 4x = sen 2/

sujeta a x =

en/-0

sujetaai =0y~ =1len/=0
(f) 43, 424z, -dte-Z/
dr dt

sujeta av=4y jy - -7en /=0

& -Sre— 2x - 5e'sent

@ X 2% Gy = 9 dar  dt
dtl at

sujeta ar =1ly ax :O%n i= 0A

sujeta ax = 0y”*jy = 0en/ =0



i» = 3t
4 di

sujetaav- 0y iy = lent- 0

O L'mil+4*=/2+e2
d*  di

suetaa jsjy ”~ =0eni=0

(§) 9l4 +12- +5X =1

ar dt

dx
sujetaaX =0y ~ - O0en /=0

K +8 +16v - 16send/

d/ di

sujetaa . ¢ = - J =lcn/ =0
) g,yat

flr+i20j+4r =
n,9p di

sujetaay = 1y jy - len /=0

N i\lid—bf d"V+2.v —I2\+i
dr dt di

sujeta a v= 0, * ly ~ =0ent=0
d d,2

in) A +01i+ili+i = cos3r
div  di*  di
suetaav- (I, - = Iy ~4*“ leni=0
di di2

6 Usandu los métodos de la transformada de Laplace,
resuelva para t > 0 las siguientes ecuaciones diferen-
ciales simultaneas, sujetas a las condiciones iniciales
dadas:

W2g_29g-9,.e*

2hi *44i+4i(-3v =20
sujetaai =0y Yy - i eni=0

() ii+2 fX v=5seni
w

di di

] <
3y axoy = e
di di

sujeta aX=0yy=0eni=0
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<X
/ai+5.t+3¥/\ 5e 2
sujetaax- -1l yy=4eni=0

sujetaa5- lyy=1eni- 0

(e) 3& ’ai- 2* = 3sen/+5e0s1i

dy . .
—_—+ +y = +
zdi % ;; seni+ eosi

sujetaax =0yy=-leni=0

S<

sujetaav=1yy=0eni=0
(«) 237+37M"+7t = [2>2+7
AN N = -
5di 3di+4'<+6v 14/- 14
sujetaax =y =0en i —0

IH d'x ~
My X _ y-2jc
)I dc yoe

d
sujeta a v- 4,y =2, dxidt = 0y dy/di =0 en
i=0
(i) i>i|+ 127~ +6* - 0
di di'
9%, 1Y L gy - 0
d/- at’
sujeta a x = Jty = 1, djY/di “ Oy dy/di = 0 en
i-0
. d*t d¥ dv dv «
)y 22— -—— A =’ 3y - 9x
di dii di di
2dtx<_-da+ d, + d¢' = 5v I x

d/2  d/¢ di di

sujeta a ,v=dxfdi= 1yy =dy/di=0ent=0
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TRANSFORMADAS DF ILAPLACE

Aplicaciones a la ingenieria: circuitos
eléctricos y vibraciones mecanicas

Para ilustrar el uso de la transformada de Laplace, consideraremos aqui sus apli-
caciones al analisis de sistemas de circuitos eléctricos y vibraciones mecanicas.
Como las condiciones iniciales son tomadas automaticamente en cuenta en d
proceso de transformacion, la transformada de l.aplace es especialmente atractiva
para examinar el comportamiento de tales sistemas.

Circuitos eléctricos

Los circuitos eléctricos pasivos son construidos con (res elementos basicos: resistores
(que tienen resistencia R, medida en ohms £2). capacitores (que tienen capacitancia
C medida en farads F) e inductores (que tienen inductancia  medida en henrys II).
con las variables asociadas corriente j(t) (medida en amperes A) y voltaje ixf)
(medido en volts V). El flujo de corriente en el circuito esta relacionado con la
carga q(/) (medida en coulombs C) mediante la relacion

=W

Convcncionalmente, los elementos béasicos se representan simbdélicamente cumo

en la figura 2.7.
Las relaciones entre el flujo de corriente i(l) y la caida de voltaje v{t) a través

de estos elementos en el tiempo t son

caida de voltaje a través de la resistencia = Ri (Ley de Obm)

caida de voltaje a través del capacitor = ~ jat = -

La interaccion entre los elementos individuales que forman un circuito eléctrico
estd determinada por las leyes de Kirchhoff:

Ley |
La suma algebraica de todas las corrientes que entran a cualquier unién (o nudo)
de un circuito es cero.

R C
0 - 0 0-------
»0— » i(0— » i(0—
(a) Resistor (b) Capacitor (c) Inductor

Figura 2.7 Elementos componentes de un circuito eléctrico.
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EJEMPLO 2.27

Solucioén

Ley 2
La suma algebraica de la caida de voltaje alrededor de cualquier curva cerrada (o
trayectoria) en un circuito es cero.

El uso de estas leyes nos lleva a las ecuaciones de circuito, las cuales pueden ser
analizadas usando las técnicas de la transformada de Laplace.

El circuito RLC de la figura 2.8 esta formado por un resistor R, un capacitor C y
un inductor L conectados en serie a una fuente de voltaje e{t). Antes de cerrar el
interruptor en el tiempo t —O0, tanto la carga en el capacitor como la corriente
resultante en el circuito son cero. Determine la carga q(t) en el capacitor y la
corriente resultante i\t) en el circuito en el tiempo t sabiendo que R - 160i2, L -
1H. C - 104F y e(t) = 20V.

Figura 2.8 Circuito RLC del ejemplo 2.27.

Aplicando la segunda ley de Kirchhoff al circuito de la figura 2.8 se obtiene
Ki+ijjj+ijid/ = e(t) (2.26)
0. usando i = dg/dt,

o 14 +/2de +1 e(t)
dC d/

Sustituyendo los valores dados para R, C y e(t) da

N2+ 160 — | 104 = 20
df dt

Aplicando la transformada de Laplacc en ambos lados llegamos a la ecuacion

(s2+ 160a + 104)C(.v) = [I*r(O) + i(0)] + 16u<7(0) + Yy

donde Q[¢>) es la transformada de q(t). Estamos suponiendo que ~(0) ~ 0 y </(0) -
/(0) = 0, asi que esto se reduce a

(M2 + 160a+ 109H0(¢) = ’
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esto es,

20
&9 = 52+ 1605+ 10%)

Desarrollando en fracciones parciales da
5+160
Q(s) = «
5 500s2+ 160; + 104
1 1 (5+80)+J(60)
500 5 (5+80)"+ (60)

11 s+ 5x 60

500
S s2+602 A0

Aplicando la transformada inversa y haciendo uso del primer teorema de traslacion
(teorema 2.2) da

q(t) = ¢ (1 - e"8Feos 60/ - ~c~8 sen 60/)
Entonces, la corriente resultante en el circuito i(/) esta dada por

7 1 sof
«!) Zf} - -Se sen 60/

Observe que pudimos haber determinado la corriente aplicando la transformada &
Laplace en (2.26). Sustituyendo los valores dados para R, C y e(t) y usando
(2.26) llegamos a la ecuacién transformada

160/(5)+ 5/(5) + %04/(*) = 2?0
esto es,
20 _
1($) = (- sQ(s) puesto que <Z(0) = 0)

(s2+80) +602
la cual, aplicando la transformada inversa, da como antes

) = (sen 60/)

EJEMPLO 2.28 En la red en para elo de la figura 2.9 no hay flujo de corriente en ninguno de ls
lazos antes del cierre del interruptor en el tiempo / = 0. Deducir las corrientes /(i)
e //) que circulan en cada malla en el tiempo /.

Solucion  Aplicando la primera ley de Kirchhoff al nodo X da
[=1 +i2

Aplicando la segunda ley de Kirchhoff a cada una de las dos mallas se obtiene
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R¢=8Q 100
e(i) = 200V

Figura 2.0 Circuito en paralelo del ejemplo 2.28.

di
Lzyjy + Rgji  ~2)i“ »

Sustituyendo los valores dados para las resistencias y las inductancias da

Uil + ¢il + S6(, + 40i2 = 400
d/ <
(2.27)

N-81, +10/2=0
d/

Aplicando la transformada de Laplace e incorporando las condiciones iniciales
1,(0)) = /A0) = 0 llegamos a las ecuaciones transformadas

400

(s + 56)/,(s) + (s + 40)/Aa) = — (2.28)
-8/,(i) + (s + 10)/2i) = 0 (2.29)
De aqui
3200 3200

i(.i2+ 74.i 1 880) s(s +59.1)(s + 14.9)
Desarrollando en fracciones parciales da

_ 3.64 1.22 4.86
S s+591 s+ 149

la cual, aplicando la transformada inversa, produce
iAt) = 3.64 + 1.22e"T 11- 4.86c'49

De (2.27),

di
1) = p( 102+ di)
esto es,

i,(f) = 455 - 7.49e-" " + 2.98 e"149
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EJEMPLO 2.29

Solucién

Observe que conforme i —  las corrientes /,(/) ¢ /0 se aproximan a los valor«!
constantes 4.55 y 3.64 A respectivamente. (Note que i(0) - /,(0) +i20) t O debido
a los errores de redondeo en los célculos.)

Un voltaje e(l) es aplicado a un primer circuito en el tiempo t - 0, y la induccidc!
mutua M conduce la corriente iXt) en el segundo circuito de la figura 2.10. Si, previov
al cierre del interruptor, las corrientes en ambos circuitos son cero, determine lal
corriente inducida i4/) en el segundo circuito en el tiempo r cuando /?, = 4£2. [?,=!
10Q, = 2H, (2=81L, M * 211y e(i) = 28 sen 2/V.

Figura 2.1(1 Circuito del ejemplo 2.29.

Aplicando la segunda ley de Kuchhoff al primer y segundo circuito rcspcctiva-l

mente da
*(1) io W \]

1
o

¢R,i,(_}+¢6,ld,}2tw a/r

Sustituyendo los valores dados para las resistencias, las inductancias y el voltajil
aplicado llegamos a

2|"} +4/1+ 2 (lj\r = 28sen 2r

+ 10/7= 0
dr dr

Aplicando la transformada de Laplace y observando que /,(0) = LIO) = 0 llcgamoil
a las ecuaciones

(s +2)1,(s) + *I(*)= -ii- (2.3*1

5/,(5) + (45 + 5)/2A5) =0 (2311

Resolviendo para 12(s) da
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Resolviendo en fracciones parciales se obtiene

4
v T? 5 , 75-26
3s+10 5+1 “5+4

Aplicando la transformada inversa de Laplace se obtiene la corriente en el segundo
circuito como

ic(t) - fe~- i3+ ¢ eos2/- sen 2/

Conforme / -> «> la corriente se aproximara a la respuesta senoidal

120 = ¢ ¢c°s2/ g-sen2;

242 Vibraciones mecanicas

Los sistemas mecanicos de traslacién pueden ser usados para modelar muchas situacio-
nes e involucran tres elementos basicos: masas (con masa M, medida en Kg). resortes
(con rigidez del resorte K. medida en Nni ') y amortiguadores (con coeficiente de
amortiguamiento B. medido en Nsm-1). Las variables asociadas son el desplazamiento
v(f) (medido en m) y la fuerza F(t) (medida en N). Convencionalmcnte, los elementos
béasicos son representados simbdlicamente como en la figura 2.11.

Suponiendo que estamos tratando con resortes y amortiguadores ideales (esto
es, suponiendo que se comportan linealnicnte), las relaciones entre las fuerzas y

los desplazamientos en el tiempo / son

Masa: F—M d_2'; = Mx (Ley de Newton)
d/

Resorte: F=Kx2 *) (Ley de Hooke)

Amortiguador: F - j =27 *N)

Usando estas relaciones llegamos a las ecuaciones del sistema, las que pueden ser
analizadas usando las técnicas de la transformada de Laplace.

*i —»*2

M

(&) Masa (b) Resorte (c) Amortiguador

Figura 2.11 Elementos componentes de un sistema mecéanico de traslacion.
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EJEMPLO 2.30

Solucion

F\() = Kx(t)  F2(t) = Bx(t)

A=1 =
F(t) =4 sen wt F(t) - 4 sen cot

ir()
@ (b)

Figura 2.12 Sistema masa resorte-amortiguador del ejemplo 2..10.

l.a masa del sistema masa-resoite-amortiguador de la figura 2.12(a) esta someudiB
a una fuerza periddica externa F(t) = 4 sen cot aplicada en el tiempo / = 0. Deiei-l
mine el desplazamiento resultante .*(/) de la masa en el tiempo /, suponiendo qufl
x(0) =i(0) = 0, para los dos casos

(@ @©O=2 (b)co-5

En el caso co= 5, ;qué pasaria con la respuesta si no estuviera el amortiguador?H

Como esté indicado en la figura 2.12(b), las fuerzas que actian sobre la nesag |
son las fuerzas aplicadas F(t) y las fuerzas de restauracién Fyy F2 debidasIT
resorte y al amortiguador respectivamente. Asi, por la ley de Newton,

Mx(t) = F(t) - F,(/) - FQt)
Como M = I, F(t) = 4 sen wt, F,(/) = Kx(t) = 25x(t) y FQt) = Bx{t) = 6x(t), esloal
x(t) + 6x(t) + 25x(t) = 4 sen oji (231

la ecuacién diferencial representa el movimiento del sistema.
Aplicando la transformada de Laplace en todo (2.32) se obtiene
. 4/7)
(v + 65+ 25)X(s) = [sx(0) + i(u)J + 6r(0) 4 -~-—0)2
s |

donde X(s) es la transformada de x(t). Incorporando las condiciones iniciales ij*»|
x(0) - i(U) = 0 llegamos a

_ Ad)
(s2+ fi)2)(v21 6.2 4 25)
En el caso (a), con co- 2>(2.33) da

8
(s2+4)(iJ+ 6s + 25)

X{(s) (»

X(s) -
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la cual, resolviendo en fracciones parciales, lleva a

4 -4, + 14 2 89+ 20
X{S) = =mmmememeee- ———— +
1955+ 4 19552+ 65 + 25

4 -4.9+ 14 t 2 8(5+3)-4
19552+4 195(i +3)?h 16

Aplicando la transformada inversa de Laplace se obtiene la respuesta requerida
m*(0 = B(7sen2/—4 eos20 + U5e"3(8 eos 4/ sen4/) (2.34)

Un el caso (b), con co- 5, (2.33) da

20
X = .
) (52+ 25)(53 1 6.9 + 25) (2.35)

esto es,
5 +12( +3)+6
sl+ 25 (5 +3)2+ 16
la cual, aplicando la transformada de Laplacc inversa, da la respuesta requerida
x(t) - eos 5/ + ¢ e"3(2 eos 4/ + \ sen 4/) (2.36)
Si no hay amortiguador entonces (2.35) sera

xis) = 2 (2.37)

(¢ +25)

Por el teorema 2.3.

~/cosS/} = d 52{cos5/} = — -J-)
ds5 d5 Vg2 + 252
esto es.
liteos 5/} = - 50
2+ 25 (s2+25)2 s2+25 (*2+ 25)2
- irisen b5/} 50
(s2+25)2

Asi, por la propiedad de linealidad (2.11),
50
(52+ 25)2

sen 5/ - leos 5/}

de manera que aplicando la transformada inversa de [.aplace en (2.37) se obtiene
la respuesta

x(t) = ¢(sen5/-5/eos 5/)
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EJEMPLO 2.31

Solucion

NManmi

Debido al término t eos 5/. la respuesta *(/) no estd acotada cuando / —>«o. Esta
se debe a que en este caso la fuerza aplicada F(t) =4 sen 5/ est4d en resonancia
con el sistema (esto es, la masa vibrante) cuya frecuencia de oscilacion natural e
5/27t Hz, igual que la fuerza aplicada. Aln en la presencia del amortiguamiento,
la amplitud de respuesta del sistema es maximizada cuando la fuerza aplicada %
aproxima a la resonancia con el sistema. (Esto se deja como ejercicio para d
lector). En ausencia de amortiguamiento tenemos el caso limite de resonancia pura,
y se obtiene una respuesta no acotada. Como observamos en la seccion 10.10.3 ¢
Modern Engineering Mathematics* la resonancia tiene una importancia préctica,
ya que, por ejemplo, puede llevar al colapso a estructuras grandes y fuertes bajol
lo que parecen ser fuerzas relativamente pequefas.

Considere el sistema mecanico de la figura 2.13(a), que consiste en dos masas =l
| y \f2= 2, cada una atada a una base fija por un resorte, con constantes Al, = |yJ
Ky = 2 respectivamente, y atadas entre si por un tercer resorte con constante K2=2.1
El sistema es soltado desde el reposo en el tiempo t - 0 en una posicion en la cual Al
estd desplazada una unidad a la izquierda de su posicién de equilibrio y AL esiil
desplazada 2 unidades a la derecha de su posicion de equilibrio. Despreciando todcil
los efectos de friccion, determine las posiciones de las masas en el tiempo t

Ai- 1 M\ - . Afl* 2 . f2-K2(x2 x,)
) - K2* 2 32 {1 Els*M1 1 b-----173
'00000 H 2 U—
*i(r) *2(0 © *2(0
@ (b)

Figura 2.13 Sistema de dos masas del ejemplo 2.31

Sean *j(r) y x¢(t) los desplazamientos de las masas A/, y M2respectivamente desd;
sus posiciones de equilibrio. Como todos los efectos de friccion son despreciados, laf
Unicas fuerzas que actlan sobre las masas son las fuerzas de restauracion debidas ¢l
los resortes, como se muestra en la figura 2.13(b). Aplicando la ley del movimiento!
de Newton a M]y M2respectivamente, se obtiene

M XX—I'y —F| = Ao(*2 —~*|) —
ANA2= Fy F2— fOy A ¢ X]|)
que, sustituyendo los valores dados para A/,, W7, A,, K2y dan
* 4+ 3% - 2v2- 0 @3j
2X, + 4v, - =0 (2.»1

Aplicando la transformada de Laplace Illegamos a las ecuaciones
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(S2+ 3yxXs) - 2Xs) = sxj0) +i,(0)
SAN(*) + (1 + 2)XZs) - sx20) +x¢(0)

Como xyt) y VX/) denotan desplazamientos hacia la derecha de las posiciones de
equilibrio» tenemos que ,V|(0) = 1y “*A0) = 2. También, debido a que el sistema
es soltado desde el reposo, se tiene r,(0) = v20) = 0. Incorporando estas condi-
ciones iniciales, las ecuaciones transformadas son

(s2+ 3]IXt(s) - 2X,(s) = -s (2.40)

-Xy(s) + (s2+ 2)X2s) = 2s (2.41)
De aqui

X2s) = 2s~ + 5a

(s2+4)(s2+ 1)
Resolviendo en fracciones parciales da
XA YAt
que. al aplicar la transformada inversa de Laplace, da la respuesta
X2t) = eos/ + eos 21
Sustituyendo para x¢(t) en (2.39) da
*(/) = 20 + x2t)
=2e0s(+2e0s2/ - eos/ - 4eos 2i
esto es»
*j(f) = eost 2eo0s 2t
Asi las posiciones de las masas en el tiempo t son
* (/) = eosi- 2eo0s 2/

x2t) = eost + eos 2/

243  Ejercicios

7Us las técnicas de la transformada de Laplace para
encontrar las transformadas /,(:*) y /) de las respec-
tivas corrientes en el circuito de la figura 2.14. don-
de/,(/) es la corriente a través del capacitor e /A0 es
lacorriente a través de la resistencia. Después, de-
tennine it). (Inicialmente /,(0) = /A0) = </,(0) = 0.)
Dibuje iAt) para valores grandes de t.
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10

1

2£2

Figura 2.15 Circuilu del ejercicio 8.

hn el tiempo t= 0 sin que fluya ninguna corriente,
un voltaje V{t) - 10sen t es aplicado al primer cir
cuito de un transformador que tiene una inductancia
mutua de 1 H. como se muestra en la figura 2.15.
Si se denota el flujo de corriente en el segundo
circuito, en el tiempo t por /Xf), verifique que

Kb
(s +7v+06)(s + 1)

y deduzca que

h(t) = -e" + }c~w f 3 eos i sen/

En el circuito de la figura 2.16 no hay energia alma-
cenada (esto es, no hay carga en los capacitores y
tampoco hay corriente fluyendo en los inductores)
antes de cerrar el interruptor en el tiempo t - O.
Determine /,(/) para t > 0 para un voltaje constante
aplicado £0= 10 V.

y IQ IH m »
— —i
t.o M0o1 * ™ “i
Z1F ID

Figura 2.16 Circuito del ejercicio 9.

Determine los desplazamientos de las masas y
M2en la figura 2.13 en el tiempo / > 0 cuando

K,- 1,JC,-3 y A, =9

¢;Cudles son las frecuencias naturales del sistema?

Cuando se probé la unidad de aterrizaje de un vehicu-
lo espacial se llevaron a cabo pruebas de caida. l.a
figura 2.17 es un modelo esquematico de la unidad en
el instante que toca el suelo por primera vez. En este

instante el resorte estd totalmente extendido y la velo-
cidad de la masa es v(2gh), donde h es la altura desde
la que la unidad se dejé caer. Obtenga la ecuacién
que representa el desplazamiento de la masa en el
momento / > 0 cuando M ~ 50 kg, B- IKON sm 1y
K = 4745 Nm'.e investigue los efectos de caidas a
diferentes alturas h. (g es la aceleracion debida a la
gravedad, y puede tomarse como 9.8 m s“2)

Figura 2.17 Sistema de aterrizaje del ejercicio 11

12 Considere el sistema masa-resorte-amortiguador de la
figura 2.18 que ha sido sometido a dos tuerzas ce
entrada u,(/) y ut). Demuestre que el desplazamiento
r,(f) y X2(/) de las dos masas esta dado por

VIHTTHTTTTA

Figura 2.18 Sistema mecanico del ejercicio 12.

*<i) = +

donde
A= (Ms2t B + Kt)(M232+ Hsi K+ |
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25 Funciones escalén e impulso

La funcion escalonada de Heaviside

En las secciones 2.3 y 2.4 consideramos ecuaciones diferenciales lineales en donde
las funciones de fuerza eran continuas. En muchas aplicaciones de la ingenieria las
funciones de fuerza frecuentemente son discontinuas, por ejemplo, la onda cuadrada
resultante del encendido y apagado de un interruptor. Para manipular tales funciones
discontinuas usamos la funcion escalén unitario de Heaviside //(/), la cual, como
vimos en la seccion 2.2.1, esta definida por
77(/) =\IO (<0
W (/~0)
y estd ilustrada graficamente en la figura 2.19(a). La funcién de Heaviside tam-
bién se conoce simplemente como la funcién escalén unitario. Una funcion que
representa un escalén unitario en / - a puede ser obtenida por una traslacién
horizontal de duraciéon a. Esto estd descrito graficamente en la figura 2.19(b) y

definido por
0 {t< a)
1 U* u)
La funcion producto - a) loma valores
0 (/ < a)
1X0 (7 ->a)

asi la funcién H(t - a) puede ser interpretada como un mecanismo para ‘encender* la
funcion/(O en / = a. De esta manera, la funcion escalén unitario puede ser usada para
escribir una manera concisa de funciones continuas a pedazos. Para ilustrar esto, con
sideremos la funcién/(/) continua a pedazos ilustrada en la figura 2.20 y definida por

[,(I) (0~ t<to
NO =tAo Ui< /< 0
fAO U* h)

(@) (b)

Figura 2.10 Funcién escalén unitario de Heaviside.
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1
0 a b
Figura 2.20 Funcién continua a pedazos. Figura 2.21 Funcion de sombrero

de copa (pulso unitario».

Para construir esta funcion /(/) podemos usar las siguientes operaciones 't
encendido’:

(a) encender la funciénf(t) en/ = 0;
(b) encender la funcionfZf)en/ = i, y al mismo tiempo apagar la funcion/j(ijl
(c) encender la funcion/(/) ent - t2y al mismo tiempo apagar la funcién/,((il

En términos de la funcion escalén unitario, /(/) puede expresarse como
1O=/,(MNO +I1MO - i ( -t)+[Mi)- - D

Alternativamente, f{t) puede ser construida usando la funcién sombrero decox
l(t- a) - li(t - b). Claramente
1 (a™ t<h
( ) Mi
0 en otro caso
La cual, como esté ilustrado en la figura 2.21, da

/(0 (a*t<bh)
0 en otro caso

Usando esta propuesta, la funcién /'(/) de la figura 2.20 puede ser expresadaccoj
A') - MU - 1,)] +f1{t)[HU - i,) - H(t - L +A()M( - /f)
dando, como antes,
[(/) =j\(t)iht) + IMO -fuw u - ")+ [/j(0 - M QW 1t 2
Es facil verificar que esto corresponde ala formulacién dada, ya que para 0 ==(<m
«(0=1. H(t-1)=HU -/j)=0
dando
fi*) =/i(0 (0 S5i< /)
mientras que para /, St < r,
H(lI)-HU-t,)= |, HU~h) =0
dando

/(0 =1i(0 + [/j(0 -/i(0] =/20 h)
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Solucién

EJEMPLO 2.33

Solucién
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y filialmente para / 5= t1
H(t) ~H(t - t)=H{l -i7=1
dando

f{t)y =/,(/) 4 IfAt) 1,(nH1 + [fAO -fAO] -AU) U> "2

Exprese en términos de funciones escalones unitarios la funcion causal continua
a pedazos

2r (0 < t<
NO =-t+4 (3 =£/<
9 ( ~ 5)

Figura 2.22 Funcién continua a pedazos del ejemplo 2.32.

Fn la figura 2.22 se muestra graficamente/(6, y en términos de funciones escalones
unitarios puede ser expresada como

I'(Iy = 2/21(0 + (/ + 4 - 2tQH(t 3) + (9 - t- AH(r - 5)
Esto es,

J(O = 2tH(i) + (4 + /- 2tDH(t - 3) + (5 - - 5)

Exprese en términos de funciones escalones unitarios la funcién causal continua
a pedazos

0 (<0
1 a ilt< 3)
3 (3 t< 5
2 (5 t< 6)
0O (¢ 6

En la figura 2.23 se muestra graficamente/(/), y en términos de funciones escalones
unitarios puede ser expresada como
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2.5.2

f(t) ~ IHU - 1)+ (3 - DH{t - 3) + (2 - 3)H(t - 5) + (0 - 2)H{t 6)
Esto es,

I(1) = \H(l - 1)+ 2H(i - 3) - I/ - 5) - 2//(/ - 6)

Transformada de Laplace de la funcidn escaldn unitario

Por la definicion de la transformada de Laplace, la transformada de //(/ - dta2l
estd dada por

H (i-a)csot
u

Qe'd/ + df
0

-cr

Esto es,

(M

y en el caso paiticular de a = 0

Pl



LO 2.34

Solucién

EJEMPLO 2.35

Solucién
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Determine la transformada de Laplace del pulso rectangular

0 (t<a)
m = A (a t
0 U~* b
OM
K--
o a b t

Figura 2.24 Pulso rectangular.

LI pulso se muestra graficamente en la figura 2.24. Ln términos de funciones esca
lones unitarios puede ser expresado, usando la funcién sombrero de copa, como

f(1)y = K[H(t- a) - H(t- b\
Entonces, aplicando la transformada de Laplace
<e£{f(t)} = K2{H{t - a)} - K2{H{t - b)}

la cual, usando el resultado (2.43), da

as -bs

<E[f(} =K'ty -K e

Esto es,

Determine la transformada de Laplace de la funcidn/(/) constante a pedazos mos-
trada en la figura 2.23.
Del ejemplo 2.33/(/) puede ser expresada como
J\t) = IH(t - 1) + 2H(t - 3) - 1H{i - 5) - 2U{t - 6)
Aplicando la transformada de Laplace
= \<g{U(t- 1)) + 2X{H(t 3)) - 1<E{H(t- 5)} - 22\H(t - 6)}

la cual, usando el resultado (2.43), da

- -3j -5s _ bs

As =t +2t -V -2v
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Esto es,

2{f(t)) = I(«"'+2c 3i- e*'- 2¢m)

2.5.3 El segundo teorema de traslacidn

Este teorema es dual del primer teorema de traslacién dado como el teorema 22
y algunas veces es conocido como el teorema de Heaviside o de retraso.

TEOREMA 2.4 Si - F{s) entonces para una constante positiva a
G2 - u)H(t - a)\ mc uF(s)

Demostracién Por definicién

IE{t\t - a)H(t- a)} = -u)e dt
JO
fu a)e dt
Haciendo la sustitucion T~ i - a
=e | f(T)c’rdT
10
Como F(s) = #{/(*)} f(T) ad se sigue que
/o

SE{fU  a)H(t-a)} - *-a&F(s)

Es importante distinguir entre las dos funciones - a) yf(t - a)H(t- a. |
Como vimos antes - a) simplemente indica que la funcionfijf) estd ‘encendida’ |
en el tiempo / = a, asi que

0 u<a)

fu) U a)
Por otro lado; f{i - a)H(t - o) representa una traslacién a la derecha de la funcion
/(/) en a unidades (a la derecha, ya que a > 0), asi que
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Solucioén
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0 (/ < a)

fu-a) (i s*a)
La diferencia entre las dos esta ilustrada graficamente en la figura 2.25,/(/ - a)H(t - a)
puede interpretarse como la representacion de la funcion/(/) retrasada en el tiempo
por a unidades. Asi, cuando consideramos su transformada de Laplace e_ILF(j), donde
F(s) denota la transformada de Laplace de/(/), la componente e“mpuede ser inter-
pretada como el operador retraso en la transformada F(s). Esto indicard que la
respuesta del sistema caracterizada por F(s) sera retrasada en el tiempo a unidades.
Como muchos sistemas practicos importantes tienen alguna forma de retraso inherente
a su comportamiento, es claro que el resultado de este teorema es muy util.

Determine la transformada de Laplace de la funcion causal/(/) definida por

(0~ t<b)

VY= 0 >

Figura 2.2G Pulso de diente de sierra.

En la figura 2.26 f(i) estd ilustrada graficamente y se ve que caracteriza a un pulso
de diente de sierra de duracion b. En términos de funciones escalones unitarios,

[(/) = TH() - (H(@ - b)
Para aplicar el segundo teorema de traslacidn cada término debe ser reorganizado para

que sea de la formaf(l - ci)H{l - a); (esto es, el argumento en el tiempo /- a de la
funcién debe ser el mismo que el de la funcién escalén asociada). En este ejemplo en

particular, esto da
f(t) =tH() - (/- b)H(i - b) - bH(t- b)

Aplicando la transformada de Laplace
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EJEMPLO , .37

Solucién

- £{v  b)H(t

que usando el teorema 2.4 conduce a

b)} - bE{H{t - b)\

nnoi - -i-c-bPE(t)-be
S S

" e-bs Ae-_bs

s2 S

dando

Dchc hacerse notar que este resultado pudo haberse obtenido sin utilizar el segundo
teorema de traslacion, ya que, directamente de la definicion de la transformada de
Laplace

'b
#{/(<)}= I’-/(O cTsdt = Je*d/ + Oe~"dr
b}
-
S R
o <O
/e'J/ e
a A
sh sh
e )_be-bs
A A

como antes.

Obtenga la transformada de l.aplace de la funcion causal continua a pedazos
217 (0 Vi< 3)

t+4 (3 ¢ t< 5)

9 (> 5, 5)

m =

considerada en el ejemplo 2.32.
En el ejemplo 2.32 vimos que f(j) puede ser expresada en términos de funciona
escalones unitarios como
f(i) = 2igH() - (212- t- 4)H{1 - 3) - (/- 5)H(i - 5)
Antes de poder encontrar /(N}, la funcion 212 t 4 debe expresarse como

una funcidn de /- 3. Esto puede obtenerse facilmente de la siguiente manera. S#
z - t —3. Entonces



FUNCIONES ESCALON E IMPULSO

207- /- 4=2(z+1)2- (r+3)- 4

N2z + Iz + 11

2(1- 3)2+ 11« - 3)+ 11
Ahora
I'(ly = 2/121(0 - [2(/ - 3)2+ 11(/ 3) +11}H(t- 3) - (/ - 5)H(i - 5)
Aplicando la transformada de Laplace,
=2#{t2H)} ¢2{[2(F-3)i + 1\{i - 3) +1\JH(t - 3)|
-#{ (/- 5)I( - 5)}

que, usando el teorema 2.4, conduce a

#{/()} - 27 - F/{2i3+ 111+ 11}- 5 { £}

Otra vez, este resultado pudo haber sido obtenido directamente de la definicién de
la transformada de Laplace, pero en este caso la integracidn por partes requerida
es un poco mas tediosa.

2.5.4  Inversion usando el segundo teorema de traslacidn

Hemos visto en los ejemplos 2.34 y 2.35 que, para obtener la transformada de
Laplace de una funcién continua a pedazos, puede evitarse el uso del segundo
teorema de traslacidn, ya que es posible obtener tal transformada directamente de

la definicién de la transformada de Laplace.
Ln la practica, la importancia del teorema radica en determinar transformadas

inversas, ya que, como se indic6 antes, los retrasos son inherentes en la mayoria de
los sistemas practicos y los ingenieros estan interesados en conocer cdmo influye
esto en la respuesta del sistema. Consecuentemente, por mucho, la forma mas usual

del segundo teorema de traslacion es
al(/ - a)H[t- a) (2.45)
Comparando (2.45) con el resultado (2.12), a saber
<£-{F(s)) =f(i)H(t)
vemos que
cE-\jeWMr(A} = [/(/)//(r)J con t reemplazado pori- a
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esto indica que la respuesta/(/) ha sido retrasada en el tiempo en a unidades. B
por esto por lo que algunas veces a este teorema se le conoce como el teorema del
retardo.

4c

EJFMPLO 2.38  Determine X
iG+2)

Solucion  Esto puede escribirse como donde

Primero obtenemos la transformada inversa/(y) de F(s). Resolviendo en fracciones |
parciales.

o

F(s) = ?
) S s+2

la cual, al invertir, da
f(t) =2 - 2e-2

en la figura 2.27(a) se muestra su grafica. Entonces, usando (2.45), tenemos

(a) Gréfica de f(t)

(b) Gréfica de f(t - 4)H(t- 4)
Figura 2.27 Transformada inversa del ejemplo 2.38.



EJEMPLO 2.39

a,,

Solucién
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X 'i[e"J\/i(I,t;‘Z%J “if'le V(5)} =f(t-4)HU-4)
=(2-2c9AH{t- 4

dando

0 4e~Jt 1 _ [O ('< 4>
|s(s+2)j [2(1-e X"") (f2> 4)

que estd dibujada en la figura 2.27(b).

Determine jr'ic' (J+ 3)1.
[v(/+ D)

Esto puede escribirse como J¢"*{e'[7A.9)}, donde

E = A
(s) S

Resolviendo en fracciones parciales,

la cual, al invertir, da

f(t) —3 -3 eost+ sent

en la figura 2.28(a) se muestra su grafica Entonces, usando (2.45), tenemos

@R+ 3)1 = A-'{e'"F ()} = f(t-n)H (t-n)

\ s(s2+1) )
= [3- 3eos (/- n)+sen(t- ii))H(t - n)
= (3 + 3e0s | - sent)H(t - n)
dando
M-ife WA+ 3)] _ [0 (t<n)

[i(s2+1)J [3+3 eosr-sent (t*=T7)

que esta dibujada en la figura 2.28(b).

151
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2.5.5 Ecuaciones diferenciales

EJEMPLO 2.40

Ahora volvemos a la soluciones de ecuaciones diferenciales lineales para las cuala
la funcién de fuerza /(/) es continua a pedazos, como la ilustrada en la figura 220
Un camino para resolver una ecuacion diferencial teniendo tal funcion de fuez
es resolverla separadamente para cada componente continua y asi sued
sivamente, que forman af(t), usando el hecho de que en esta ecuacién todas bk
derivadas, excepto las de orden superior, deben permanecer continuas de maneraqd
los valores en los puntos de discontinuidad provean las condiciones iniciales paraba
siguiente seccion. Este camino es obviamente bastante tedioso, y uno mas director
hacer uso de la funciones escalones de Heaviside para especificarf{t). Entoncesd
método de solucion seguido es el usado en la seccion 2.3 y simplemente lo ilustra«!
mos con ejemplos.

Obtenga la solucién x(t), t > 0, de la ecuacion diferencial

+5—+bx = /(/) (241
d/ at

donde f{t) es la funcidn pulso
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Método 1
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«mm»rriin inrriw >m K inintTiw<*<iwiiu i rmi<nHii«miiniiiiiM ittirriniinm trinnninn i 1,1

| 3 (0c/<6)
Y 0 > e

y estd sujeta a las tundiciones iniciales *(0) = ) y ¢(0) = 2.

Para ilustrar las ventajas de usar una funcion escaldn en la formulacion de la funcion
de fuerza/(/), resolveremos primero separadamente para cada uno de los interva-
los de tiempo.

Para 0 < / < 6, (2.46) es

92 5% e = 3
di di
con x{0) - Uyi(0) = 2.

Aplicando la transformada de Laplace se obtiene

3

2+ Bs + 6)X(s) = X(0) 4 X(0)+5.1(0) + . - 24

w W

Esto es,

s(s I-FEZ)X(.3r+3) T s s+2 s+3
la cual, al invertir, da
x(t) = £¢c"2- e3 (0* /< 6)

Ahora determinamos los valores de x(6) y x(6) para proporcionar las condiciones
iniciales para la siguiente etapa:

X(6) = 5+ ie’12 e"M= Gy *(6) - -e"+ 3e-* = p

Para / 5? 6 hacemos el cambio de la variable independiente T =t - 6, de donde
(2.46) se transforma en

sujeta ax(T =0) - a yx(T=0) =fi
Aplicando la transformada de Laplace se obtiene

(s2+ 55 + 6)AXi) = sx(T - 0) +x(T =0) + 5x(T=U)
= as +5a fft
Esto es,

&S+ +P - js+3ft p+2a
(s+2)(s+3) s +2 s+3

la cual, aplicando la transformada inversa, da
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1()

(@) (b)
Figura 2.29 Funcion de fuer/a y respuesta del ejemplo 2.40.

x(T) =(P+ 3a)e-7T-(& + 2a)e"3r

Sustituyendo los valores de a y /i y regresando a la variable independiente /
x(t) =G + ie-")e“T-* - (1 + e~ (r 6)

Esto es.
*(0 = (ie*3*- e'J) + (1aX9

Asi, la solucién de la ecuacion diferencial es

i+5e2-¢e3 (0~ /< 6)
© (Le'2- c3)+ (2c2#6- ¢ """y (/>6)

F.n la figura 2.29(a) y (b), se muestran la funcién de fuerza /{/) y la respueslil
a(j) respectivamente.

Método 2 En términos de las funciones escalén de Heaviside,
[(/) - 3H(t) - 3H(t - 6)
asi que, usando (2.43),

1

7. 3
B{IVI\ =~ [~
Aplicando la transformada de Laplacc en (2.46) entonces da
(i2+ 5v + 6).V(v) = ivc(0) + .i(0) + 5y(0) + a?{/(i)}
= 2+3- -¢e"fi |
S s

Esto es.
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Solucién
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Vi 25+ 3 -6j 3
x(s) = MVv+2)(s+3) € s(s+ 2)(.v+ 3)
fi+ —] e i! L h—
U *+2 &+ 3 U i+2 ;+3j

Aplicando la transformada inversa de Laplace y usando el resultado (2.45) da
- |e-i(-6) + Qift-h)H(t - 6)

que es la solucién requerida. Esta es igual a la obtenida con el método 1, ya que
usando la definicién de H(t - 6), puede ser escrita como

X(t) =(° + je-X- eJ)

i+ien'-e'” (0«K 6)
(le"2 e")+ (i e-'"") (i» 6)

Este método claramente es menos tedioso, ya que las condiciones iniciales en las
discontinuidades son tornadas automaticamente en cuenta en la solucién.

x(f)

Determine la solucion *(/), t ®=0, de la ecuacion diferencial

X, 2 s = (0 @47
ar d/
donde
r (0 t)
/(© 0 (i ™

y sujeta a las condiciones iniciales .t(0) = 0 y ¢(0) = 3.

Siguiendo los procedimientos del ejemplo 2.36. tenemos
f(t) ~ iH{t) - tH( - i)
= iH(1) - {t- KH{t- 7t - kH( - n)

asi que, usando el teorema 2.4,
ceo{A») =
S
- _I_ C-n,(_l K
y vy s/
Aplicando la transformada de Laplace en (2.47) entonces da
(s2 +2s + 5)X(s) - sx(0) + ¢(0) + 2*(0) +
A S
y Vy s

usando las condiciones iniciales determinadas.
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Asi
3s + 1 | + VMC

X(s)
s2(s2+ 2%'+5) + 25+ 5)

al desarrollar en fracciones parciales llegamos a

. 2+5_+ 2.V+7_f1___ e "r5«-2 $ _ -2)M+(I10tc+ 1)
v s weh o4 25 v (i+1)2. 4
5 2(silti2
7
s s' (Siir 14
€|_ 5n 245 - (5k-2)(*+ 1)+ (5a +3)
25 (a+ 1)2+ 4
Aplicando la inversa de la transformada de Laplace y usando (2.45) da la solucion
deseada:
* = ¢ (2+5t+2e'cos27 | 36e lsen 2t)
-¢ [(B71 - 2) + 5(7 7) (5tc  2) e {Ineos 2(/ )
- (7L + 3) sen2(/ - K)JH(i k)
Esto es.
*0 ~ ¢ [6/ - 2 + 2e*(cos 27 + 18 sen 27)]

-¢ {67- 2 - e"e"f[(57c - 2) eos2/ + (5k +3) sen 27]\H(t - k)
o, en forma alternativa,

¢ [5/-2 + 2c¢c**(cos 27 + 18sen 2/)] (0~ 7<xjl

x{f)
Ne "{(2 + (5tc-2) er)eos 2/ + [36 + \(5bn + 3) e*]sen 27} (t & n) |

2.5.6  Funciones periddicas

Ya hemos determinado la transformada de Laplace para funciones periddicas tdesl
como sen cot y eos (O, que son funciones continuas suaves (diferenciables). Si:i
embargo, en muchas aplicaciones de ingenieria, frecuentemente encontramos fitt-1
ciones periddicas que tienen un comportamiento discontinuo. En la figura 2.30*1
muestran ejemplos de funciones periddicas tipicas de importancia préctica.

Tales funciones periddicas pueden representarse como series infinitas del
términos que involucran funciones escalonadas; una vez expresadas en tal loimj.1
el resultado (2.43) puede usarse para obtener su transformada de Laplace.
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Solucién
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m
| i
! i 1 b
0 Hwr T h ;_%27 ,1 37 /
i i i }
i ! | ;
(a)
()
/\ .
0 e L
*7 7 27
(d)

Figura 2.30 Formas de onda penddicas tipicas en la préctica; (a) onda cuadrada
(b) diente de sierra, (c) tren de impulsos, (d) media onda rectificada

Obtenga la transformada de l.aplace de la onda cuadrada ilustrada en la figura 2.30(a).

En términos de funciones escalones, la onda cuadrada puede expresarse en la forma

/(O = KH(t) - 2KH(t - 3n + 2KH{t T)- 2KH(i - iT)
f 2KHU - 2T) + . ..
- K[H{t) - 2H(i - 4T) + 2Hit- T) - 2H(t - | T) + 2H(t - 2T) +...1

Aplicando la transformada de Laplacc y usando el resultado (2.43) da
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_ -sT/2 -sT*'2x? oo -STI2\i o, 4 -ST/2N
= — [1- e+ (e T (e T # (e

La serie dentro de los paréntesis cuadrados es una progresién geométrica infinita cuyo
primer término es 1y razébn comdn -e'fA2 y por tanto tiene suma (1 + e<sT2~] Asi,

. 2A | A Al-cr2
Fis) = . .
i 1+e~'T? s i eskR
F.sto es,
n.fVv)} = F(s) = —tanh {s'i

F1 método usado en el ejemplo 2.42 puede usarse para comprobar el siguiente teorema |
que provee una expresion explicita para la transformada de Laplace de una funcion |

periodica.

TEOREMA 2.5 Sif(t), definida para todo t positivo, es una funcién periddica con periodo i.
esto es,/{t FnT) =/(/) para todo entero n, entonces

Wfu)}=— { e'imdt
i

Demostraciéon  Si, como esta ilustrado en la figura 2.31, la funcién periddica/(t) es continua a pe
dazos sobre un intervalo de longitud T, entonces su transformada de Laplace existe)
puede ser expresada como un serie de integrales sobre periodos sucesivos; esto e

£{SW}= | ,/(OC ef
ro

‘ST

| /0e 'ar+ | w@pe-vai + j f(tye~adt +
T

+ f{i) e~s(at +
(»-ijr

0]
2T IT 4T

Figura 2.31 Funcidén periddica teniendo periodo
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Si en integrales sucesivas hacemos las sustituciones
/=r+nT (i=0,12 3, ..)

entonces
rr
H{T +nT) e"(tr'r'dT

Como/(/) es periodica con periodo T,

T +nT) =/(/) (I=0,123, ...

asi que
fT 2 fVm —snT" fT .
f(T)CtTC SnrOT = [(r) cirdr
Ju \ «0 >Jo
La serie X*0e <9r- 1+ c',r + e"2f/ + e*3fr+ ... es una progresion geomé-

trica infinita cuyo primer término es 1y razén comin g*t. Su suma estad dada por
1 - e"P"Y asi que

T

2{M}=— — [(t) e™ dT
Jo
Como, dentro de la integral. Tes una variable "muda’, la podemos reemplazar por
t para obtener el resultado deseado. O

Observamos que, en términos de la funcion escalén de ITcaviside, el teorema
2.5 puede expresarse como sigue:

Si/(/), definida para todo t positivo, es una funcién periddica con periodo T
fa) -J\Vt)yw ) - 0)
entonces
#{/**» * fj-w rxm m
Esta formulacion se sigue ya que/(/) es periodica yf(t) = 0 para (> / Para la
funcion periddica/(O mostrada en la figura 2.31 la funcién correspondiente /,(/)

se muestra en la figura 2.32. Veremos, a partir de los siguientes ejemplos, que esta
formulacion simplifica el proceso para obtener la transformada de Laplace de fun-

ciones periddicas.

1.(0

0 i T

Figura 2.32 Grafica de una funcién periédica dentro de un periodo.



J60 TRANSFORMADAS DF LAPLACE

EJEMPLO 2.43

Solucién

EJEMPLO 2.44

Solucién

KTIW*» Ae»V X

Confirmar el resultado obtenido en el ejemplo 2.42 usando el teorema 2.5.
Para la onda cuadrada f{t) ilustrada en la figura 2.30(a),/(/) esta definida sobredi
periodo 0 < t < T por

K (0 <t<'27)
fu) = .
-K YT<t< D
Ahora podemos escribir f Xt) - K[H(t) - 2H(t - j f) + H(t - 7)), y asi
(---¢"7 +- 2=-(I e'm)2
S

Usando el resultado del teorema 2.5,
*{>W}- K {ir~¢g 3 1
s(1-e*T) a1 - <Trif)(1+e" )

K1-e!ll _K. A
— = -"tanli s

sl+e S

confirmando el resultado obtenido en el ejemplo 2.42.

Determine la transformada de Laplace de la semi onda rectificada definida por
sena;/ (0<t<n/co)

I*(h =

0 (u/co < t < 2n/il)

/(/ + InKfoo) =/J0 para todo entero n

En la figura 2.30(d) esté ilustrada/(/), con T- 2nUl. Podemos expresarf(t) oueej
/,(/) = sen cot\H{t) - H(t - n/co)]
= sen cotH(t) + scnd)(r - ii/(o)H{t - n/(0)

Entonces, por el resultado del teorema 2.5,
X{M\=-¢

s 1 (O 1-e

(@

+ i eMm)
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Blafuncion/(f) esta definida por

t (()</<!)

0 (t>1)

Exprese/(O en términos de las funciones escalones
unitarios de Heavisidc y verifique que

fit) =

S S

U Exprese en términos de las funciones escalones uni-
tarios de Hcaviside las siguientes funciones causales
continuas a pedazos. En cada caso, obtenga la trans-
formada de Laplace de la funcién.

313 (0<K41

(@fit) = 2/ 3 (4<t<6)
5 (/ > 6)
/ (0N t< 1)
b)gt)y = 2-1 (1</<2)

0 (t> 2)

15 0btenga la transformada inversa de Laplace de las
siguientes:

3c'

@ (5.2 (®) (s+3)0 + 1)

© w1 d) _Z.?+ |*_e
sAs21 1) s +s+ 1

© " to i-/1 1
s*+25 sV +1)

16 Dado que x = Ocuando i = O, obtenga la solucién
e la ecuacion diferencial

unro)
donde/(f) es la funcion definida en el ejercicio 13.
Bosqueje la grafica de la solucion.
17 Dado que x = | y dA'd/ = O, obtenga la solucion de
la ecuacion diferencial
+ - g0 (@S0
df at 91 ( )
donde g(t) es la funcion continua a pedazos defi-
nida en el ejercicio 14(h).
18 Verifique que la funcién
0 O* /< \n)

AO (/ > in)

sen/

19

20

21
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puede expresarse en la forma/(O =eos (/- Jn) lj(t-
1jt), donde H(t) es la funcién escal6n unitario de
Heaviside. Luego resuelva la ecuacion diferencial

02 1399 oy = f(t)

di dt

donde /(/) esta dada arriba, y x = 1y di/'df = -1
cuando t = 0.

Exprese la funcion
=3 o~/ 4
fio = (’ )
2f-5 (is*4)

en términos de las funciones escalones de lleaviside
y obtenga sus transformadas de Laplacc. Obtenga
la respuesta del oscilador arménico

x +x =fil)
para tal funcion de fuerza, dado que x - 1y dx/d/=0
cuando t = 0.

La respuesta 6a(i) de un sistema para una funcion
de fuerza 0j(f) esta determinada por la ecuacion
diferencial de segundo orden

&, + 600+ 100,=0, ('%0)

Supongamos que C{t) es un estimulo constante apli-
cado en un periodo limitado y caracterizado por

3 (0<S/C<i)
0 (t*a)
determine la respuesta del sistema en el tiempo t
dado que el sistema estaba inicialmente en un estado
de reposo. Muestre que la respuesta en el tiempo T
(> a) es
-Ne 3r{cos T+ 3senT- e”eos (T - a)
+3sen (T- I}
La entrada 0j(t) y la salida On(I) de un servomecanis-
mo estan relacionadas por la ecuacién diferencial
00+80U+ 1600= 0j (/ ->0)
e inicialmente 09O) = dd0) - 0. Para
1-/ (0< /<1
0 (/>")
muestre que

0(1) -

=/(/), donde

fit) =

S S
y luego obtenga una expresién para la respuesta del
sistema en el tiempo i.
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22 Durante el intervalo de tiempo de f, a t2 una fuerza
constante electromotriz €0 actla en el circuito en

i0 = [e"

serie RC mostrado en la figura 2.33. Supongamos Dibujela como una funcién del tiempo.
que el circuito inicialmente estd en estado de re-

poso, verifique que la corriente en el circuito en el

tiempo t es

dt) r

23 Una funcién periddica/(/), con periodo de | unidades. |
esta definida dentro del intervalo 0 | < 4 por

3/ (0<t<2)
6 (27 t<4)
it Dibuje una gréfica de la funcién para 0 t <12yl

obtenga su transformada de Laplace.

24 Obtenga la transformada de Laplace de la okl
diente de sierra periddica con periodo T ilustrada m

Figura 2.33 Circuito del ejercicio 22. en la figura 2.30<b).

2.5.8 La funcion impulso

F.n muchas aplicaciones en la ingenieria estamos interesados en buscar la respuestal
de sistemas a fondones fuerza que son aplicadas de repente pero sélo en un tiempol
muy corto. F.stas funciones son conocidas como fuerzas impulsivas. Matematica-1
mente, tales funciones de fuerza son idealizadas por la funcién impulso, que «I
una funcién cuyo valor total estd concentrado en un punto Para desarrollar unal
formulacion matematica de la funcién impulso y comprender su interpretacion!
fisica, consideramos la funcién de pulso Q(t) definida por

0 (0</<a-\"l")
m . AT (a-'Tv-i<a+jf)
0 (1ha +IT)

e ilustrada en la figura 2.34(a). Como la altura del pulso es AIT y su duracién (ol
su ancho) es T, el area debajo del pulso es A, esto es

TTH-2.
r <Pf)dt = | = A
1 a-T-2
Si ahora consideramos el proceso limite en el que la duracién del pulso se aproxinul
a cero, de tal manera que el area bajo el pulso siga siendo A, entonces obtenemos uiul
formulacion para la funcién impulso de magnitud A que ocurre en el tiempo f=tf.Ei|
importante apreciar que la magnitud de la funcion impulso estd medida por su area
La funcién impulso cuya magnitud es unitaria es llamada funcién impulso
unitario o funcion delta de Dirac FI impulso unitario que ocurre en el tiempo t-t
es el caso limite del pulso <>{f) de la figura 2 34(a) con el valor de A igual a;
unidad. Se denota por d(t - a) y tiene las propiedades
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0(0 Ad(t-a)
4
T
H F
0 a-$Taa+\T t a
00 (b)

Figura 2.34 Funcién impulso.

j 8(r-a)dt = 1

Igualmente, una funcién impulso de magnitud A que ocurre en el tiempo i =a es
denotada por A5(i - a) y puede ser representada como el diagrama de la figura 2.34(b).

Una funcion impulso no es una funcién en el sentido usual, pero es un ejemplo
de una clase de las llamadas funciones generalizadas, que pueden ser analizadas
usando la teoria del cadlculo generalizado. (También puede ser vista matematica-
mente como una distribucidn c¢ investigada usando la teoria de distribuciones.)
Sin embargo, sus propiedades son tales que, usadas con cuidado, pueden conducir
a resultados que tienen significado fisicu o préactico y que en muchos casos no se
pueden obtener por ningin otro método. En este contexto, provee a los ingenieros
de una herramienta matematica importante. Aunque, claramente, una funciéon impulso
no es fisicamente realizable, se sigue de la formulacién anterior que pueden pro-
ducirse sefiales fisicas muy parecidas.

Observamos que la magnitud de la funcién impulso estd determinada por el
area bajo el pulso que la aproxima. La forma real del pulso que tiende a ella
realmente no es importante, siempre que el area contenida bajo ella permanezca
constante cuando su duracién se aproxime a cero. Por tanto, fisicamente, la fun-
cién impulso unitario en t = a puede ser vista igualmente como el pulso 0,(/) de
la figura 2.35 en el caso limite cuando T tiende a cero

En algunas aplicaciones se tiene que considerar una funcién impulso unitario
en el tiempo / = 0. Esto se denota mediante /) y estd definido como el caso
limite del pulso §(i) ilustrado en la figura 2.36 cuando T tiende a cero. Tiene las
propiedades

n02<'>

Figura 2.35 Aproximacion del pulso unitario. Figura 2.36 Pulso en el origen.
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S(t) =0 {t* o)

S\t = 1

2.5.9 La propiedad de filtrado

Lina propiedad importante de la Funcién impulso unitario que es de significado prac-
tico es la asi llamada propiedad de filtrado, que establece que si /(/) es continua
en t - a entonces

(2.48)

Esto se conoce como la propiedad de filtrado porque provee un método que permiti
aislar, o separar, el valor de una funcién en cualquier punto particular.

Por razones tedricas es conveniente usar limites infinitos en (2.48), aunque
en realidad pueden ser sustituidos limites finitos. Esto es cierto ya que para a<a<\
fi. donde a y fi son constantes

zu (2.49)

Por ejemplo,

costO{t j7t)d/ = eos Iti =

2.5.10 La transformada de Laplace de las funciones impulso

Por la definicion de la transformada de Laplace, tenemos que para cualquiera>C

d/
Jo

la cual, usando la propiedad de filtrado, da el importante resultado
Sa{S(t - a)\ - e (25(1
0, en términos de la transformada inversa,

Stl{e-a} ~ S{t - a) (251)
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Solucion
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Como se mencion6 antes, en muchas aplicaciones se puede tener una funcion impulso
d(t) en /- 0, y para poder manejar esta funcidn, se debe especificar cuidadosamente
si el limite inferior en la integral de Laplace definida en la seccién 2.2.1 es 0- o Ol.
Adoptando la notacion

_I’
£{/<»)}= 1 /(Oc dt
0-
tenemos

*. {10} = f(t)e~-"dt+ f(i)e”di
o- J ot

Si/(/) no involucra un funcién impulso en t - { entonces claramente =
S {/(/)}. Sin embargo, sif(t) involucra una funciéon impulso en / - Uentonces
ot
fv)dte O
0_

y se sigue que

XAfU)} *X-\KO0\

En la seccién 2.2.1 adoptamos la definicion

*1/W) = &-1A0)

asi que (2.50) y (2.51) se satisfacen para a - 0, dando

( 5(()e"di=e" - 1

y\S(n} =i (2.52)

<£{8(1))

asi que

0, en la forma inversa.

¢Til} -<5(0 (2.53)
Determine S
s' +4
Como
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tenemos

donde
i
44 — \ = SU)-2 sen 2i
S +4

EJEMPLO 2.46 Determine la solucidn de la ecuacion diferencial

{4 +37 +2% = 11S«-4) (254;
df di

sujeta a las condiciones iniciales40) =40) - 0.

Solucién  Aplicando la transformada de Laplace en (2.54) se obtiene
[sZ(s) - sx(0) - 40)] + 3[sX(s) - Jr(Q)] + 2X(s) = 1} + - 4))

que, incorporando las condiciones iniciales dadas y usando (2.50), lleva a
(s2+ 3s +2)X(s) = " +¢c *

dando

iG+2)G+ 1) (v+2)(vl 1)

Desarrollando en fracciones parciales, tenemos

que, aplicando la transformada inversa y usando el resultado (2.45). da la respuesta!
requerida:

4 1)=j(l +c2&X-2c0i(e 4- - 4)
0, en una forma alternativa,
“(l+e 2,-2¢e) (0«S4<4)
x(t)

Observamos que. aunque la respuesta 4 0 es continua en t - 4, la consecuencia ¢
una entrada impulsiva en t —4 es un cambio escalonado en la derivada ¢(0-
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Relaciones entre las funciones escalon de Heaviside
y de impulso

De las definiciones de //(/) y 5(/) se puede argumentar que
H()=| 6(v)dr (2.55)

ya que el intervalo de integracion contiene al cero si / > 0 pero no si / < U
Inversamente. (2.55) puede escribirse como

8(0 = jH (0 = HU) (2.56)

que expresa el hecho de que //'(/) es cero en todas partes excepto en t = 0. cuando
ocurre el salto en //(/).

Mientras este argumento puede bastar en la practica, ya que estamos tratando
con funciones generalizadas, una demostracion mas formal requiere del desarrollo
de algunas propiedades de funciones generalizadas. En particular, necesitamos
definir lo que significa que dos funciones generalizadas sean equivalentes.

Un método para tratar el tema consiste en utilizar el concepto de una funcion de
prueba 0(t), que es una funcidn continua que tiene derivadas continuas de todos los
ordenes y que es cero fuera de un intervalo finito. Una clase de funciones de prueba
adoptada por R. R. Gabel y R. A. Roberls (Signais and Linear Systems, Wiley, New
York, 1973), es

e "1l (Jt\ < d), donde d = constante
0 en otro caso

Para una funcidn generalizada g(/) se evalua la integral
00 = 0(Og(t)<\t

Esta integral asigna el nimero G(0) a cada funcion 0(t)yasi que G(0) es una gene-
ralizacion del concepto de funcion: es una funcional lineal en el espacio de las
funciones prueba (?(/). Por ejemplo, si g(/) = S(t) entonces

G(0) =

asi que en este caso particular, para cada funcion de prueba 0(t), se asigna el valor
0(0) a G(0).

Ahora podemos usar el concepto de funcién de prueba para definir lo que
significa que dos funciones generalizadas sean equivalentes o ‘iguales’.
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DEFINICION 2.2: l.a propiedad da equivalencia
Si g\(t) y g2(t) son dos funciones generalizadas entonces g,(/) - g7i) si y soélo gi

i O()R,(Hdr =3 <*0*2(0d/

para toda funcion de prueba o (1) para la cual las integrales existen.

La funcion de prueba puede verse como un ‘dispositivo’ para examinar lal
funcién generalizada. Gabel y Robcrts mostraron un cierto paralelismo con el papel|
que tiene el uso de la salida de un instrumento de medicién para deducir propio-1
dades de lo que se quiere medir. F.n tal analogia g,(0 =*2(0 SI  instrumento <l
medicion no puede detectar diferencias entre ellos.

Usando el concepto de una funcién de prueba 5(/), la funcién delta de Direcl
d(t) puede definirse en la forma generalizada

6(/)6(t)at = 0(0)

Interpretada como una integral usual, esta no tiene significado. La integial y la funcial
5(r) estan simplemente definidas por el nimero 5(0). En este sentido podemos mani-1
pular 5(0 como si fuera una funcion ordinaria, excepto que nunca hablamos del valor!
de 5(0: mas bien, hablamos del valor de las integrales que involucran a 5(0.

Usando la propiedad de equivalencia, podemos ahora confirmar el resultaaci
(2.36), es decir, que

S{t) = j tH(.t) = H'(t)
Para demostrar esto, debemos comprobar que

| eM)S{tdt =| o()H’(t)dt 257,1
Integrando por partes el lado derecho de (2.57), tenemos

3 O(t)H\t)At = U )< () dr

-0-1 &(t)dt (por las definiciones de Q(t) y H(t))

- -[«Olo = 0(0)
Como la parte izquierda de (2.57) también es O(l), la equivalencia de S(t) y//|/«|

esta probada.
Igualmente, se puede comprobar que

S(t- a)- jH(t- a =H\t- a) @53

Los resultados (2.56) y (2.58) pueden usarse para obtener la derivada generali/adi
de funciones continuas a pedazos que tienen saltos de discontinuidad <7, d2* eee o(
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Solucién
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Figura 2.37 Funcién continua a pedazos con saltos de discontinuidad.

en los tiempos t2, ... , tHrespectivamente, como esta ilustrado en la Figura 2.37.
Expresando /'(/) en términos de las funciones escalonadas de Heaviside como en la sec-
cion 2.5.1, y al diferenciar con la regla del producto, (2.56) y (2.58) llevan al lesultado

1o B+ (2.59)

donde g (t) denota la derivada usual de f(t) donde ésta existe. El resultado (2.59)
nos dice que la derivada de una funcion continua a peda/os con saltos de discon-
tinuidad es la derivada comin donde ésta existe mas la suma de las funciones delta
en las discontinuidades multiplicadas por las magnitudes de los saltos respectivos.
La magnitud <, de un salto de una funcién f(t) en el punto /, significa la
diferencia entre los limites laterales derecho e izquierdo de/(/) en ij\ esto es,

0)-/(",-0)

Se sigue que un salto hacia arriba, como <, y dlen la figura 2.37, es positivo,
mientras que el salto hacia abajo, como dAes negativo.

El resultado (2.59) nos indica por qué, en sistemas practicos, el uso de deriva-
dores no se recomienda, ya que la introduccién de impulsos significa que las derivadas
incrementan los niveles de ruido en la recepcién de sefiales. En contraste, los integra-
do!es tienen un efecto suavizante en las sefiales por lo que son usados ampliamente.

Obtenga la derivada generalizada de la funcién continua a pedazos

2r i (0S/<3)
At) = r+4 (3* t< b)
4 5)

En la figura 2.38 se describe graficamente a/(/). que tiene saltos de discontinuidad
de magnitudes 1, -12 y -5 en los tiempos / - 0, 3 y 5 respectivamente. Usando
(2.59), la derivada generalizada es
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/0

Figura 2.38 Funcion continua a pedazos del ejemplo 2.47.

(1) = gv) + 15(0 - 1250 - 3) - 550 - 5)

donde
41 (0</<3)
*(/)y = <)l (37/<5)
0 (/™5)

EJEMPLO 2.48  Un sistema esta caracterizado por el modelo de ecuacion diferencial
20 LAty _ye3dil s dly
d/ d/ di
Determine la respuesta del sistema a una funcién de fuerza //(/) = c-' aplicadaci
el tiempo i = 0, sabiendo que inicialmente estd en estado de reposo.

Solucién Como el sistema esta inicialmcntc en estado de reposo, la ecuacion transforman
correspondiente a (2.60) es

{52+ 55 + 6)AV) “ (35 + 1)0(5)

dado

*(s) - 23s+1- fi(v)
5 +55+6
En el caso particular, cuando u(t) - e~, U(s) = I/(v+ I), asi que

Kf,) = (3.9+1) -1 5 4

A (v+ (s 12)(s13) 5+1 5+2 5+3
que. aplicando la transformada inversa, da la respuesta deseada como
*(/) = -e"" + 5e-i' - 4e"3 (/ ~ 0)

Uno puede estar tentado a adoptar un método diferente y sustituir directamente« |
(2.60) /I(/) antes de aplicar la transformada delLaplace. Esto lleva a

A4 +5 - +6a - c™- 3e“ = -2¢™
dr di
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que aplicando la transformada de | aplace lleva a

(s~+ 59 i 6jAm
s+ 1

dando

2 1
Ms) = 5+ |)(.v+2)(5+'%\f " Atse2 y+3

que en la inversién da

*u()= e'+ 2e~2- e3 (/™ 0)

171

Claramente, con este método llegamos a un resultado diferente y. por tanto, parece
llevarnos a una paradoja. Sin embargo, esta paradoja aparente puede resolverse
observando que el segundo método es erroneo ya que ignora el hecho importante

de que estamos trabajando con funciones causales. Estrictamente hablando

i/(/) = e "Hit)

y, cuando determinamos dw/d/, debe usarse la regla del producto del céalculo dife-

rencial, obteniendo

37

+ ¢ 'i(r)

Sustituyendo en (2.60) y aplicando la transformada de Laplace llegamos a

(s2+ 5s-+ 6)X(s) = S—+I-1- + 3‘- 5—+17 + \3

= 35+1
sl1
Esto es,
AN
X{s) = 37+1
(5+ 1)(s + 5a-+ 6)
que es la misma respuesta
vio=-c'15e2- Aew (t*>0)

del primer método anterior.

La ecuacidn diferencial que se utilizd en el ejemplo 2.48 es de una forma que
aparece con frecuencia en la practica, asi que es importante reconocer la natu

raleza causal de la funciéon de fuerza.

La derivada 8>{t) de la funcion delta también es una funciéngeneralizada,
usando la propiedad de equivalencia se demuestra facilmente que

y



172 TRANSFORMADAS DF. I.API.ACE

f[t)e'(l)ydt = -/'(0)
i:
0. en forma mas general,

suponiendo que/'(/) es continua en t = a.
Igualmente, la /i-csima derivada satisface

f

suponiendo que/~(i) es continua en / = u.
Usando la definicion de la transformada de Laplace, se sigue que

<£{8'"'Xi - a)} =sne~&

y, en particular,

(2.61)
2.5.12 Ejercicios
25 O_bte_nga la tran_sformada inversa de Laplacc de las 3j' (0 5i < 4)
siguientes funciones: @ /(1) - 2/-3 (4« /<6)
2f+1 j W2 .
(a) () © ! 5 ("6
(5+2)(si3) S +4 +25+ 5
t Okr< 1
26 R_esuelva_ parai > 0 las §iguient(?s_e_cuaciones(iii_feren- ) *() = 2-i @ *Si<2)
ciales sujetas a las condiciones iniciales especificas:
0 0" 2
(a) %z{ +7a+12.v-2-t-<5(|-2) 2i15 (07 i< 2)
. ON®) 9-3i (2=£i<4)
sujetaaX=0y — =0ent=0 i2-i R 2)
(b) A4 +6 - + 13jc= S(t-2n) 28 Resuelva paia i ~ 0 la ecuacion diferencial
dr d/
92V, 7~ t10v*2m + 3%
sujetaaX =0y A~ =0ent-0 di di df
sujeta a X = 0 y dr/di -2en /= 0y donde h()
€ NP +7—+12v-6(/-.1) e21/().
x -
o/ di 2y Una funcién periodica f{t) es un tren infinitoé
sujeta ar=1 y (hl - lenr=o0 imp,ulsos unitarios en t - 0 y repelido en inteivab
de i- T. Verifique que
27 Obtenga la derivada generalizada de las siguientes e {/<} = — U

funciones continuas a pedazos: 1-c¢c



la respuesta de un oscilador arménico a este estimu-
lo periédico est4d determinada por la ecuacion dife-
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y dibuje las respuestas de t= 0 a t = 6id<0Opara los
dos casos (a) T=ida)y (b) T- 2ld(U.

rencial 30 Un impulso de voltaje F.S(t) es aplicado en el tiempo
P4+« X =./0) 0) /=0a ur? circuito qu_e consiste de una resmtenma_R,
d/ un capacitor C y un inductor L conectados en serie.

Verifique que

*(0- &y H(t=T)sen (i(t-nT) (/" 0)

2513 Deformacién de vigas

Antes de aplicar el voltaje, tanto la carga en el ca-
pacitor como la corriente resultante en el circuito son
cero. Determine la carga g{t) en el capacitor y la
corriente resultante i(7) en el circuito en el tiempo /.

Hasta aqui hemos considerado ejemplos donde se han utilizado los métodos de la
transformada de Laplace para resolver problemas con valores iniciales. Fistos métodos
también pueden usarse para resolver problemas con valores en la frontera y, para ilus-
trarlo, consideramos en esta seccion la aplicacion de los métodos de la transformada
de Laplace para determinar la deformacion transversal de una viga delgada uniforme
debido a una carga.

Consideremos una viga delgada uniforme de longitud / y sea y{x) su desplaza-
miento transversal, a una distancia* medida desde uno de los extremos, de la posicion
original debido a la carga. En la figura 2 39 esta ilustrada esta situacién, con el despla-
zamiento medido hacia arriba. Entonces, de la teoria elemental de las vigas, tenemos

(2.62)

donde IV(x) es la tuerza transversal por unidad de longitud, considerando la direccion

positiva hacia abajo y El es la rigidez de flexion de la viga (E es el médulo de elasti-

cidad de Youug e | es el momento de inercia de la viga alrededor de su eje central). Se

supone que la viga tiene propiedades uniformes de elasticidad y una seccion transver-

sal uniforme en toda su longitud, asi que tanto E como / se toman como constantes.
La ecuacién (2.62) se escribe algunas veces como

(a) (b)

Figura 2.39 Deflexion transversal de una viga, (a) posicion inicial; (b) posicién desplazada.
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donde y(x) es su desplazamiento transversal medido hacia abajo y no hacia arriba
como en (2.62).

F.n los casos cuando la carga es uniforme a lo largo de toda la longitud de la viga,
esto es, W{x) = constante, (2.62) se puede resolver facilmente con las técnicas nor-
males del calculo integial. Sin embargo, cuando la carga no es uniforme, los métodos
de la transformada de Laplace tienen una ventaja importante, ya que haciendo uso de ls
funciones unitarias de Heaviside y de las funciones impulso, el problema de resolver
(2.62) independientemente para varias secciones de la viga puede evitarse.

Aplicando la transformada de Laplace en todo (2.62) se tiene

E/[s4y(s) - .r>(0) - 0,(0) - syAU) - yAO)] = -W (s) @8
donde
>' = (/7(1\)/)(:0- Ti(° )Jg )7t=0 Vvdv Vu

y pueden interpretarse fisicamente como sigue:

Efyi(0) es la fuerza cortante en & =0
Ely¢{0) es el momentode torsibnen v=0
y,(0) esla  pendienteen x = 0
>(()) esla deflexionen x = 0

Resolviendo (2.63) para y(s) llegamos a

>= _ m +m +yjM +yjM +yJ» M)
Els S a s3 i4

Asi. se necesita encontrar cuatro condiciones de frontera c idealmente deben serla
fuerza cortante, el momento de torsion, la pendiente y la deflexién ena - U 9n
embargo, en la practica estas condiciones de frontera no siempre estan disponible«
Mientras que algunas de ellas son conocidas, otras condiciones de frontera etn
especificadas, en puntos distintos de x - 0 a lo largo <lc la viga, por ejemplo condr
ciones en el extremo, x =/, o condiciones en posibles puntos de soporte a lo g
de la viga. Esto es, nos enfrentamos con problemas con valores en la fronterar
vez de problemas con valores iniciales.

Para proceder, las condiciones conocidas en x = 0 son insertadas, mientras que
las otras condiciones entre y(0), V|(0), y20) y >¥U) que no estan especificadas pesan
como constantes indeterminadas. Se aplican las transformadas inversas en (2.45) pa
obtener la deflexion v(a), y las constantes indeterminadas pendientes se obtienen
usando las condiciones de frontera especificadas en los puntos a lo largo de la vig
distintos de x - 0.

Las condiciones de frontera usualmente estan indicadas en condiciones fisicss
tales como la siguiente:

(a) La viga esta libre, o simplemente, sostenida en ambos extremos, indicando qe
tanto el momento de torsién como la deflexion son cero en ambos extremos, u
quey = d¥fax* ~ 0 en ambos x=0ya = /.

(b) En ambos extremos la viga estd sujeta o construida en una pared. De ou
manera, la viga estd horizontal en ambos extremos, asi quey = ay/ax = 0 en aroi
x=0yx=1/



EJEMPLO 2.40

Solucién
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(c) La viga esta volada con un extremo libre (esto es, fija horizontalmente en un
extremo, con el otro extremo libre). En el extremo fijo (digamos x = 0)

yzg" 0 enx=0
v

y en el extremo libre (jt - /), como tanto la fuerza cortante y el momento de

torsiéon son cero,
d>  dyy _
dvt dv

0 enx =1

Si la carga no es uniforme a lo largo de toda la viga, se hace uso de las funciones
escalon de Heaviside y de las funciones de impulso para especificar JV(x) en (2.62).
Por ejemplo, un peso uniforme w por unidad de longitud sobre la porcidn de la
vigax - y, a x =x2se especifica como wH(x - a,) - wlJ(x - ,r2), y un peso puntual
W en x = *, se especifica como - ar).

La figura 2.40 ilustra una viga uniforme de longitud /. soportada libremente en ambos
extremos, que se dobla bajo su propio peso W uniformemente distribuido y una carga
concentrada en un punto P en x = \l. Determine la deflexién transversal vfv) de la
viga.

\
0 — / K
I
it 'r 1w
k >

Figura 2.40 Viga con carga del ejemplo 2.49.

Como en la figura 2.39, el origen se coloca en el extremo izquierdo de la viga y la
deflexion y{x) se mide hacia arriba desde la horizontal en el nivel de los soportes.
La deflexidn >iv) estd dada por (2.62), con la funcién de fuerza )V(x) teniendo con-
tribuciones del peso jV9la carga concentrada P y las reacciones del soporte /?, y Rr.
Sin embargo, como estamos interesados en resolver (2.62) para 0 » x  /, las cargas
puntuales o reacciones en el extremo x - 1pueden ser omitidas de la funcidn de fuerza.

Preliminarmentc, necesitamos determinar /?,. Esto se hace aplicando monten
tos estaticos alrededor del extremo x = /, suponiendo que el peso W estd concen-
trado en el centroide x - ¢I1, dando

* 1 = \WI+P\|

R, = \W +\P
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Entonces la funcién de fuerza jV(x) puede expresarse como
W) = jH (x) + P8(x -\I)-(\W + \ P)8(x)

con la transformada de Laplace
fV(s) = ~ +

Como la viga estd sostenida libremente en los extremos, la deflexion y el momento,
torsién son cero en ambos extremos, asi que tomando las condiciones de frontera conp|

y=0 enx=0yx ~ 1|
2
— - 0 enx —0yx*>=/
ax2
La ecuacion (2.61) transformada se convierte en

Is5 4 2 3 Js4

Aplicando la transformada inversa, usando el segundo teorema de traslacidn (teo-l
rema 2.4), se obtiene la deflexién y(x) como

rw -

INi(0)a + A v3(0)x3

Para obtener los valores de las constantes indeterminadas y,(0) yy,(U), utilizamoJ
las condiciones en la frontera en x = 1 que no hemos utilizado, a saber y(j) =0)1
yXl) = 0. Para x > 5/

1~ 4 1

. +y,(0)x | -y 3(0)*3
I y.(0)x 1 -y 3(0)

dv El 'HK |,> +ya(or

Asi, tomando y2(/) = 0 da y30) = 0, y tomando y(/) = 0 da
ElU4 ol LA iPI'Y y,(0)/ =0

asi que

") *

Sustituyendo hacia atrads, encontramos que la deflexién y(*) esta dada por
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0, para las dos seccion de la viga.
1/+ A 41
EII({%h—l 12 J £/1.81 &4 )
y(x) =
W (x__ 1 P(19)2 , s 12 1.3
Elv2Aal 12¢ty X) ENI62Ix + \ix 6x 1 162" ) (3

2.5.14 Ejercicios

3L Encuentre la deflexion de una viga sostenida .sim-
plemente en sus extremos x - Oy r =/, con un
momento de torsién bajo su propio peso M unifor-
memente distribuido y una carga W concentrada
enx * il.

2 Unma viga volada con un peso despreciable y de lon-
gitud / estd sujeta en el extremo x = 0. Determine
la deflexion de la viga cuando esta sometida a una

carga por unidad de longitud, w, sobre la seccion
X** ax *x2 ¢Cudl es la maxima deflexién si *, =0
y =n

33 Una viga volada uniforme de longitud i esta some-
tida a una carga concentrada W en el punto que esta
a una distancia b del extremo fijo. Determine la de-
flexion de la viga distinguiendo entre las secciones
0<x»byb<xa*/

26 Funciones de transferencia

2.6.1 Definiciones

La funcion de transferencia de un sistema lineal invariante en el tiempo esta definida
como la razén de la transformada de Laplace de la salida delsistema (o funcidn
de respuesta) a latransformada de Laplace de la entrada delsistema (o funcion de
fuerza), bajo el supuesto de que todas las condiciones iniciales son cero (esto es,
el sistema esta inicialmente en un estado de reposo).

Las funciones de transferencia se usan frecuentemente en ingenieria para
caracterizar las relaciones de entrada-salida de los sistemas lineales invariantes en
el tiempo, y juegan un papel importante en el andlisis y disefio de dichos sistemas.

Consideremos un sistema lineal invariante en el tiempo caracterizado por la

ecuacion diferencial

an—" antt i+, +ox = bt 4 +bou (2.65)

at d t at
donde n » m, las a y las b son coeficientes constantes, y x(i) es la respuesta del
sistema o salida correspondiente a la entrada o término de fuerza u(t) aplicado en
el tiempo t = 0 Aplicando la transformada de Laplace a todo (2.65) llegaremos a la
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Entrada Sistema Salida

6() . X(s)

Figura 2.41 Diagrama en bloque de la funcién de transferencia.

ecuacion transformada. Como se supone que todas las condiciones iniciales son ccroj
vemos de (2.15) que, para obtener la ecuacién transformada, simplemente rccmplaza-f
mos d/d/ por s obteniendo

(a,sn+ <w"_ I+ ...+ a@X{s) " {bmsm+ ...+ bOU(s)
donde X{s) y U(s) denotan las transformadas de Laplace de x(t) y u(t) respectivamente.!
La funcion de transferencia del sistema G(s) se define como
C(s) = m =N + (2661
G(s) u,s +... +aQ

y el sistema puede representarse en forma de diagrama por la operacién dentro debi
caja de la figura 2.41. Esta representacion se conoce como el diagrama t*n bloque
de entrada-salida del sistema.

Escribiendo
P(s) = hnmsm
Q(s) = amsn+ ...+ aQ

la funcion de transferencia puede expresarse como

°.8l -
donde, para hacer que el sistema sea fisicamente realizable, los grados m y n delwl
polinomios P(s) y Q(s) deben ser tales que n » m. Esto se dehe a que sim > w gV
sigue de (2.61) que la respuesta del sistema x(t) a una entrada realista u(t) involucra®
impulsos.

La ecuacion Q(v) = 0 es llamada la ecuacién caracteristica del sistema, su!
orden determina el orden del sistema y sus raices se conocen como los polos dil
la funcidn de transferencia. De la misma manera, las raices de P(s) = 0 son los cerwl
de la funcion de transferencia.

Es importante darse cuenta de que, en general, una funcién de transferencia sdlefl
se usa para caracterizar un sistema lineal invariante en el tiempo. Es una propiedad cal
propio sistema y es independiente tanto de la entrada como de la salida del sistema. I

A pesar de que una funcion de transferencia caracteriza la dinamica del sisteoufl
no proporciona informacion concerniente a la estructura fisica real del sistema, yd:I
hecho sistemas que son fisicamente distintos puede tener la misma funcién de trans-1
ferencia; por ejemplo, el sistema masa-resorte-amortiguador de la figura 2.12 y;H
circuito RLC de la figura 2.8 tienen ambos la funcién de transferencia

c*,, « m -= I

Gis) as'+fis +y
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Solucién
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Fn el sistema masa-resorte-amortiguador, Afs) determina el desplazamiento x(t) de
la masa y U(s) representa la fuerza aplicada F(t)> mientras que a denola la rnasa,
ii el coeficiente de amortiguamiento y y la constante de resorte. Por otro lado, en el
circuito RLC, A"(s) determina la carga qgit) en el capacitor y U(s) representa la fem
e(t) aplicada, mientras que a denota la inductancia, /? la resistencia y y la capa-

citancia.
Fn la practica, un sistema completo puede formarse de cierto nimero de compo-

nentes, cada una caracterizada por su propia funcién de transferencia y relacionadas

con una operacién en caja. Asi que la funcion de transferencia de entrada-salida del

sistema completo se obtiene por las reglas del algebra del diagrama de bloque.
Como (7(5) puede escribirse

G(i) =~ u(m>e--»)
am(s-p,)(s-p,)... (s p,)

donde z,s y pijs .son los ceros y los polos de la funcion de transferencia respecti-
vamente, observamos que G{s) es conocida, excepto por un factor constante, si se
conocen las posiciones de tudus los polos y los ceros. Por consiguiente, con
frecuencia se usa un dibujo de los polos y los ceros de Gis) como una ayuda en el
analisis grafico de la funcién de transferencia (una convencién comun es marcar la
posicion de un cero mediante un circulo O y la de un polo mediante una cruz x).
Como los coeficientes de los polinomios P(s) y (?(v) son reales, todas las raices
complejas suceden siempre en pares complejos conjugados, asi que el dibujo
polo-cero es simétrico con respecto del eje real.

La respuesta jy(/) de un sistema a una funcién de fuerza u(t) esta determinada por
la ecuacion diferencial

9— + 12—+13y - 2— + 3w
df di df

(a) Determine la funcién de transferencia que caracteriza al sistema.

(b) Proporcione la ecuacion caracteristica del sistema. (Cudl es el orden del sistema?

(c) Determine los polos y los ceros de la funcion de transferencia e ilUstrelos en
un diagrama en el plano s.

(a) Supongamos que todas las condiciones iniciales son cero, aplicando la trans-
formada de Laplace a toda la ecuacion diferencial

day ANd.v ~dw

—r+ 12—+13j = 2—+ 3w

dr d/ dj
llegamos a

(9s2+ 122 + \3)X(s) = (2s + 3)U(s)
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Figura 2.42 Dibujo polo (X)-cero (O) para el ejemplo 2.50.

asi la funcion de transferencia del sistema estd dada por

c( \ - 25 +3
W) 9/+ 12, + 13

(b) La ecuacion caracteristica del sistema es
9s2+ 125+ 13 =0

y el sistema es de orden 2.

(c) Los polos de la funcion de transferencia son las raices de la ecuacion carac)
tcristica

952+ \2s +13 =0
que son

12 + v(144—468) -2+j3
18 “« 3

F.sto es, la funcion de transferencia tiene polos simples en
«=H+] oy T=-0-]

Los ceros de la funcion de transferencia estan determinados al igualar a cero til
polinomio del numerador 2s + 3, dando un cero simple en

Ln la figura 2.42 se muestra el dibujo de polos y ceros que corresponde al planos,

2.6.2  Estabilidad

La estabilidad de un sistema es una propiedad de vital importancia para los ingej
nieros. De manera intuitiva podemos ver un sistema estable como uno que peri
manece en reposo a menos que sea excitado por una fuente externa, y retornall
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reposo si se quitan tales influencias externas. Asi un sistema estable es uno cuya
respuesta, en la ausencia de una entrada, se aproximara a cero conforme el tiempo
tiende a infinito. Esto garantiza entonces que cualquier entrada acotada producira
una salida acotada; esta propiedad se toma con frecuencia como la definicion de
un sistema lineal estable.

Es claro que la estabilidad es una propiedad del propio sistema, y no depende del
sistema de entrada o de la funcion de fuerza. Como un sistema puede ser caracterizado
en el dominio s por su funcién de transferencia 6'(a), sera posible usar la funcién de
transferencia para especificar condiciones para que el sistema sea estable.

Considerando la respuesta en el tiempo de

X(s) = G)U(l), O(s) = g ii

a cualquier entrada u{t) dada, es necesario factorizar el polinomio del denominador
Q(s) =amsn+a,sni+ ...+ao0

y puede haber varias formas de los factores.

Factor simple de la forma s +a, con a real

Esto corresponde a un polo simple en s = -a, y en la expansidon en fracciones
parciales de G{s) llegara a un término de la forma c!(s + a) que tiene la respuesta
en el tiempo correspondiente ce "//(/), usando la forma estricta de la inversa dada en
(2.12). Si a > 0, de manera que el polo esta en la mitad izquierda del plano s, la
respuesta en el tiempo tenderd a cero conforme / —»Cx. Si a < 0 de manera que
el polo esta cri la mitad derecha del plano s9la respuesta en el tiempo crecera sin
cota conforme t —  Se sigue que un sistema estable debe tener polos simples con
valores reales de G(s) en la mitad izquierda del plano s.

a - 0 corresponde a un polo simple en el origen teniendo una respuesta en
el tiempo correspondiente que es un escalon cH{t). Un sistema que tiene tal polo
se dice que es estable marginalmente; esto no asegura que una entrada acotada
llevard a una salida acotada, ya que, por ejemplo, si tal sistema tiene una entrada
que es un escalén d aplicado en el tiempo t ~ 0 entonces la respuesta serd una
rampa cdtH(t)%que no estd acotada cuando i -> «\

Factores simples repetidos de laforma (s +a)n,
con a real

Esto corresponde a un polo maltiple en s = -a, y llevara en la expansidn en fracciones
parciales de G(s) a un término de la forma c/(s + a)ncuya respuesta en el tiempo
es [c/(n DI]f" le aiH(t). De nuevo, la respuesta decaera a cero conforme i —*
s6lo si a > 0, esto indicara que un sistema estable debe tener todos los polos
repetidos con valores reales de (7(.i) en la mitad izquierda del plano s.
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Factores cuadraticos de la furnia (s + af +
aun o.y ;i reales

Esto corresponde a un par de polos complejos conjugados ens = a +jp. s = -«-I
Hi. y llevarad en la expansion en fracciones parciales de C/(s) a un término de la formaj

c(s+a) +dfi
(s+ay +I?
que liene la respuesta en el tiempo correspondiente

e~"(ceos jJt + dsen pt) = A c~utsen (pt +y)

donde A = v(c¢ + d¢) y y- tan_,(t7i/).

Nuevamente vemos que los polos en la mitad izquierda del plano s (quel
corresponden a a. > 0) tienen respuestas en el tiempo correspondientes que
desvanecen, en la forma de una senoidal exponencialmente amortiguada, cuando»
| —«0. Un sistema estable debe tener, por tanto, polos complejos conjugados locali-1
zados en la mitad izquierda del plano y; esto es, todos los polos complejos debeii
tener la parte real negativa.

Si a = 0, la respuesta en el tiempo correspondiente sera una senoidal pcrfivl
dica que no se desvanece cuando t -» De nuevo, esta respuesta a un sisteml
estable marginalmente dara lugar, por ejemplo, a una respuesta que crece sin coda
conforme / —>°° cuando la entrada es una senoidal con la misma frecuencia A |

En la figura 2.43 aparece un resumen de las respuestas correspondientes al«|

diversos tipos de polos.
El concepto de estabilidad puede expresarse en la forma de la definicidn 2.i

DEFINICION 2.:i

Un sistema lineal causal invariante en el tiempo fisicamente realizable con funcion
de transferencia G(s) es estable siempre que todos los polos de G(s) estén e
la mitad izquierda del plano s.

El requerimiento en la definicidn de que el sistema sea fisicamente realizable, esij-
es,n m en la funcion de transferencia G(s) de (2.66), evita términos de la fora
smn en la expansion en fracciones parciales de G(s). Dicho término corresponderiai
la derivacion de orden m - «, y si se usa una entrada tal como sen nit para excitan
sistema entonces la respuesta incluird un término tal como gT~*sen coi 0 ftf*cosK
que se puede hacer tan grande como se quiera aumentando la frecuencia de entrada«

En términos de los polos de la funcion de transferencia G(s), su abscisa
convergencia a., corresponde a la parte real del polo mas lejano localizado aL

derecha en el plano s. Por ejemplo, si

) = 4+ 3)5+2)

entonces la abscisa de convergencia es oc- -2.



Polos de (7(.v) en
laforma 0 + )i

0=¢y=0

emultiplicidad 2)

<<Uw=0

0>Qtu=0

0=Q3 >0

c-QUY=>0
(multiplicidad 2)

0<0.0>U

0>0,cu>0
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Polos en el plano Respuesta en el tiempo Naturaleza de
complejo S correspondiente la respuesta
tJ

Constante
G
Q1
nJ bl Rampa
a
Qi
Decaimiento
0 exponencial
ai
Crecimiento
n exponencial
a,
Senoidal
18
o, -
(iD Crec.lmlento
senoidal
cD < lineal
© i L.
X Decaimiento
senoidal
X g exponencial
Crecimiento
senoidal
exponencial

Figura 2.43 Relaciones entre los polos de la funcién de transferencia y el tiempo de respuesta
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EJEMPLO 251

Solucidén

Se sigue de la definicion 2.3 que la funcidn de transferencia G(s) de un sistema
estable tiene abscisa de convergencia <t = -a, con a > 0. De esta manera, su regién
de convergencia incluye el eje imaginario, asi que G'(s) existe cuando s = j(
Volveremos a este resultado cuando consideremos la relacidn entre la transformada de
Laplacc y la transformada de Fourier en la seccién 5.4.1.

De acuerdo con la definicion 2.3, para comprobar la estabilidad, necesitamos
comprobar que todas las raices de la ecuacion caracteristica

Q(s) = a,sn+ an I 0 (2.67)

tienen partes reales negativas (esto es. estdn en la mitad izquierda del plano s)
Existen varios criterios para comprobar que todas las raices satisfacen este requeri-
miento, y no es necesario resolver la ecuacién para comprobar la estabilidad. Lh
criterio ampliamente usado es el criterio de Routh-Hurwitz, que se puede enun-
ciar de la siguiente manera:

tina condicidn necesaria y suficiente para que todas las raices de la ecuacion
(2.67) tengan partes reales negativas es que todos los determinantes A,

A;, .... A, sean positivos, donde
"»-1 on 0 0
< 2 a*-\ n,,
A = «,-4 ans anz2 0 (2.68)
*.(2r 1)  Qn-?2r a«-2r-l 0fl-2r-2 e

entendiendo que en cada determinante todas las a con subindice negativo
0 mayor que n deben ser reemplazadas por cero.

Verifique que todas las raices de la ecuacion caracteristica
ad+ 9"+ 33N+ 5b-+26=0

tienen las parles reales negativas.

En este caso n = 4, aQ- 26, ax=51,a2=33, =9,aA=1yur- 0 (r > 4). lol
determinantes del criterio de Routh-Hurwitz son
Al=K ,|=]a3l=|9] =9 0
<*na 9 |
A2 = =246 > 0
onJ a« 2 u\ a2 51 33
a,-, 0 "4 0 9 1 0
Ai = on-2 L= % @3 = 51 33 9 =10440>0

5 a,,4 Cin_y a-1 «0 « 0 26 51
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i ti BiiwifUTnmvnintticiwe»QiiiytiTyg Tiffi01%rtPWWWiiwiiw TBgiiBCTiraiir

o i 0* 0 0 0 «4 0 0
. 0,3 o« 2 0,10 an 0. « 01 04
Ai

0,-5 0,-4 <*n-3 < 2 0-i Ou 01 0?
an-7 0,-A  An-5 0/r-4 <r3 9.2 01 00

9 1 0 0

51 33 9 1

= 26A-i > 0

De donde A, > 0, A2> 0, A3> 0y A4> 0, asi que todas las raices de la ecuacion
caracteristica dada tienen partes reales negativas. Esto se puede verificar ya que
las raices son -2, -1, -3 +j2 y -3 - j2.

El movimiento continuo del regulador de una maquina de vapor esta modelado por
la ecuacion diferencial

mi? + hi) + di) eco=0 (2.69)

A= -fn (2.70)

donde Tes una pequefia fluctuacion en el angulo de inclinacion, a)es una pequefia
fluctuacion en la velocidad angular de la rotacion y m, 6, d, e, fe 10 son todas
constantes positivas. Verifique que el movimiento del regulador es estable siempre que

bd> ef
m"' /0

Al derivar (2.69) se obtiene
mff + bl}+ di) - eco- 0

y, al usar (2.70), llegamos a
mtf + bf) +di) + y N =0
A~
para la cual la ecuacién caracteristica correspondiente es
msl+ bs2+ds+ vy =0
A
Este es un polinomio cubico, asi los parametros de (2.67) son
n-3 af- '& a, =d, a2—h, ay=m (ar=0,r > 3)

Los determinantes (2.68) del criterio de Routh-Hurwitz son
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2.6.3

A =1f2=b> 0

\°1 ti*l _ b it b d -
A2 - . -
\a0 fi, | effio d *0
> 0 siempre que bd -
a2 aj o0
Ax - a0 ti, ax =tinA?> U si A2> 0
0 0 ii0

Asi la accion del regulador es estable siempre que A, > 0; esto es.

bd > ef
m /,

Respuesta al impulso

De (2.6b) encontramos que para un sistema que tiene funcién de transferencia QX
la respuesta *(f) del sistema, inicialmente en estado de reposo, a una entrada w(l
estd determinada por la relacién en las transformadas

X(s) = G(s)U(s)

Si la entrada //(/) es la funcién impulso unitario ¢jj(/) entonces la respuesta del sistenf
estard determinada por

X(s) = <7(5)¢{S(N} - G{s)

Aplicando la transformada inversa de Laplacc llegamos a la respuesta en el tiempo
correspondiente /i(/), que se llama la respuesta al impulso del sistema falgunas
veces también es conocida como la funcién de peso del sistema); esto es, la respuesu
al impulso esta dada por

@m

Por tanto, tenemos la siguiente definicion:

ULFINICION 2.4: IESPUESTA AL IMPULSO

La respuesta al impulso h(t) de un sistema lineal invariante en el tiempo es %
respuesta del sistema a un impulso unitario aplicado en el tiempo / = 0 cuando
todas las condiciones iniciales son cero. Es tal que &{h(r)} - G(s), donde Gii
es la funcion de transferencia del sistema.
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Corno la respuesta al impulso es la transformada inversa de Laplace de la funcion
de transferencia, se sigue que tanto la respuesta al impulso como la funcién de trans-
ferencia llevan la misma informacién acerca de la dindmica del sistema lineal inva-
riante en el tiempo. Por tanto, en teoria, es posible determinar la informacion completa
acerca del sistema excitdndolo con un impulso y midiendo la respuesta. Por esta razon,
es una practica comun en ingenieria ver la funcidn de transferencia como la transfor-
mada de Laplace.de la respuesta al impulso, ya que esto pone gran énfasis en los
parametros del sistema cuando se consideran disefios de sistemas.

En la seccion 2.6.2 vimos que como la funcién de transferencia (7(.v) caracteriza
por completo un sistema lineal invariante en el tiempo, puede usarse para especificar
las condiciones de estabilidad de sistemas, las cuales son que todos los polos de
G(s) estén en la mitad izquierda del plano s. De manera alternativa, al caracterizar
el sistema por su respuesta de impulso, podemos decir que el sistema es estable
siempre que su respuesta al impulso decaiga a cero conforme / ><e

Determine la respuesta al impulso del sistema lineal cuya respuesta ,v(/) a una
entrada u(t) estd determinada por la ecuacion diferencial

N4+ 5— + 6.1 = 5uft) (2.72)
di2 di

La respuesta al impulso //(/) es la respuesta del sistema a u(t) = 8(t) cuando todas
las condiciones iniciales son cero. Por tanto, estd determinada como la solucion
de la ecuacion diferencial

A4 + 5+ 6A = 5S(t) (2.73)
di di

sujeta a las condiciones iniciales h{0) - //(O) - i. Aplicando la transformada de
Laplace en (2.73) da

(s2+ Ss + 6)H(s) = 5 =5
asi que
s s S
77(5) =

(G+3)(+2) s+2 s+3
que al invertir da la respuesta al impulso deseada
h(t) = 5(e"2 - e"3)
De manera alternativa, la funcidon de transferencia G(s) del sistema determinado

por (2.72) es

(i) = -1 -f- —
S 1-55+6

que, como antes h(t) = {(?®)} = 5(e-2- e 3.
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Aota: Este ejemplo sirve para ilustrar la necesidad de incorporar 0- como el limite
inferior en la integral de la transformada de Laplacc, a fin de poder aplicar un impulso
en / = 0. El efecto del impulso es provocar un cambio escalonado en .((/) en t =0,
con la condicién inicial considerando lo que pasa en 0-.

2.U.4 Teoremas del valor inicial y del valor final

TEOREMA 2.6

Demostracion

Los teoremas del valor inicial y del valor final son dos teoremas muy dutiles que
nos permite predecir el comportamiento del sistema conforme t -0y t —» dn
invertir la transformada de Laplace.

El teorema del valor inicial

Si a \i) y/'(/) se les puede apirear la transformada de Laplacc y si lim.vf(ij
existe entonces

lim/(r) = /(U-f) = limsF(s)

De (2.13),

w{/()) = ] = sF(s) - /(0-)
donde tenemos que destacar el hecho de que el limite inferior es 0 . Ahora

lim f\t) e~"at

lim\sF(s) -/)()-)]

lim f /'(/)e“"d/ + lim 1 /'(/)e""d/ 274
r~ml o J ot

Si f(t) es discontinua en el origen, de manera que/(0+) A/(D-), entonces, de (259).
['(/) contiene un término de impulso [AO+) -/(0-)I¢>(/), asi que

lim | r\t)cud/=/(0+) -/(0-)
J >

Ademas, como la transformada de Laplace de/'(/) existe, es de orden exponencial
y tenemos

lim fit) c""d/ =0

de manera que (2.74) se convierte en
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limsF(.f) /(0-) -/(0+) - /(0-)
S-*00

dando el resultado requerido:
II\}walF(l) =/(0+)

Si /(/) es continua en el origen entoncesf'(t) no contiene un termino de impulso
y el lado derecho de (2.74) es cero, dando

EgsF(i) =/(0-) =/(0+) O

Es importante reconocer que el teorema del valor inicial no da el valor inicial
de /(0-) usado cuando determinamos la transformada de Laplace, sino méas bien da
el valor de f{t) conforme / 0+. Esta diferencia estd destacada en el siguiente
ejemplo.

El circuito de la figura 2.44 esta formado por un resistor R y un capacitor C conecta-
dos en serie a una fuente de voltaje constante E. Antes de cerrar el interruptor en
el tiempo / = 0, tanto la carga en el capacitor como la corriente resultante en el
circuito son cero. Determine la corriente i(t) en el circuito en el tiempo t después
de cerrar el interruptor e investigue el uso del teorema del valor inicial.

r=0

Figura 2.44 Circuito RC del ejemplo 2.54.
Aplicando la ley de Kirchhoffen el circuito de la figura 2.44, tenemos
Ri+ - | iot = £0

que, aplicando la transformada de Laplace, da la ecuacién transformada

cy s
Por tanto,
k \ - E°iR
s+i/RC

Aplicando la transformada inversa se obtiene la corriente i(t) en / ~ 0 como

un =" - MC (2.75)
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TEOREMA 2.7

Demostracién

Aplicando el teorema del valor inicial.

I,I_|tr8t|(t) - lims/(s) = I|mS | LRC

E(IR
1+ il/lecs ™ I?

Esto es
*o+) = §|
un resultado que se confirma facilmente permitiendo que / —y 0+ en (2.75). ObsiJ

vamos que no es igual al estado inicial /(O) = 0 debido al hecho de que hay un camfci
escalonado en i(t) en / = 0.

El teorema del valor final

Si af(t) yJ\t) se les puede aplicai latransformada de Laplace. y si limf(t) existi
entonces

#Lng(/(r) = %SFCS*)
L)e (2.13),
&iJV)1l= JO_/'</) e-wdi = sF(s) - /(0-)

Tomando limites, tenemos

lim [SF(s) - /10-)] - @3)) _ Qe "d/

u

iV)d = \A9]Z
Jo

= Iim J\t) -/(0-)

dando el resultado requerido:

lim /1) - SILrQ.v/'(s)

La restriccion de que limy(/) debe existir significa que el teorema no se cumple pr
funciones tales como €', que tiende a infinito conforme /-><», o sen cot, cuyo linuf
estd indefinido, f orno en la préctica el teorema del valor final se usa para obtenéis
comportamiento de /(/) cuando / -y « a partir del conocimiento de la transforma!;
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F(s), es mas comUn expresar la restriccion en términos de las restricciones de F(.v), las
cuales son que sF(s) debe tener todos sus polos en la mitad izquierda del plano s;
esto es, sF(s) debe representar una funcién de transferencia estable. Es importante
usar el teorema con precaucion y que la restriccién sea plenamente reconocida, ya que
la existencia de Iin;asta) no implica que./'ir) tenga un valor limite cuandot @

Investigue la aplicacion del teorema del valor final a la funcion de transferencia

™ = (77 27(7-33 (2:76>

limsF(s) - Pga (s + 2)[(\{5 3 =0

asi que el uso del teorema del valor final implica que para la funcién de tiempo
f(t) correspondiente a F(s) tenemos

Ilim f(t) =0
Sin embargo, aplicando la transformada inversa en (2.76) se obtiene
I'(l) = j(c3- e'2)

implicando que /(/) tiende a infinito conforme /->«». Esta contradiccion surge ya
que el teorema no es valido en este caso. A pesar de que lim5F(s) existe, sF(s) tiene

un polo en x = 3. que no estd en la mitad izquierda del plano s.

F1 teorema del valor final proporciona una herramienta Gtil para determinar la
ganancia en estado estacionario (GEE) y los errores en estado estacionario, o
compensacion, en sistemas de control con retroalimentacion, los cuales son carac-
teristicas importantes en el disefio de los sistemas.

La GEE de un sistema estable es la respuesta del sistema en estado estacionario,
esto es, la respuesta cuando / —»  a una entrada de escalén unitario. Para un sistema
con una funcion de transferencia <7(v) tenemos, a partir de (2.66), que su respuesta
x(t) estd relacionada con la entrada u(t) por la ecuacion transformada

X{s) - G(s)U(s)

Para una entrada de escalén unitario
u(t) - 1H(i) dando U(s) - :

asi que
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EJEMPLO 2.5U

Solucién

Pur el teorema del valor final, la ganancia en estado estacionario es
GEE = }ﬁn«x(r) - é'.QCfAXS) = %L'BGG)

Determine la ganancia en estado estacionario de un sistema que tiene funcion de
transferencia

G(s) = +~ -
s +79+ 10
La respuesta *(/) a una entrada de escalén unitario u(t) - 1/(/) estd dada por la
ecuacion transformada
X(s) -- G(s)U(s)
_20(1+35) 1
s2+1s + 109
Por el teorema del valor final, la ganancia en estado estacionario estd dada por

GEE = |igjc() = JiggsX(s)

Iim2°il+M =2
"-*5+75 + 10

Observamos que para una entrada de escalon de magnitud A, esto es, u(t) = KH{i\
la respuesta en estado estacionario serd limfcGG) - 2K; esto es.

respuesta en estado estacionario a una entrada de escalén - GEL x magnitud
del escalon unitario de entrada

Ul sistema de control con rctroalimentacion unitaria que tiene una funcion
de transferencia con trayectoria hacia adelante G(s), entrada de referencia o salida
deseada r(r) y una salida real .*(/) estd ilustrado en la figura 2.45 con un diagrama e
bloque. Definiendo el error como e(/) = r(/) - x(t), se sigue que

G(s)E(s) = X(s) = K(s) - E(s)
dado

Asi, por el teorema del valor final, el error en estado estacionario (EEE) es

.77

Figura 2.45 Sistema de control con rctroalimentacién unitaria.
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I1fwi;

EJEMPLO 2.57 Determine el ERE del sistema de la figura 2.45 cuandu G(s) es igual que en el
— ejemplo 2.56 y r(t) es un escalén de magnitud K.

Solucién Como r(t) - K/f(i), tenemos R(s) = K/s, asi, usando (2.77),

EEF. = lim , 5K/ K
¥0 1+ G(s) 1+GLL

donde GEE = 2 como estd determinado en el ejemplo 2.56. Asi

EEE - \K

Es claro, a partir del ejemplo 2.57, que si queremos reducir el EEL que claramente
es deseable en la préactica, entonces es necesario aumentar la GEE. Sin embargo, tal
crecimiento puede conducir a una respuesta transitoria indeseable y en el disefio
de sistemas debe alcanzarse el equilibrio. Aqui no son consideradas las técnicas
detalladas para mitigar estos problemas; para tal discusion el lector puede consul-
tar textos especializados (ver por ejemplo J. Schwarzenbach y K. F. Gili, System
Mudelling and Control, Edward Arnold, Londres, 1984).

2.6.5 Ejercicios

A La respuesta x(t) de un sistema para una funcién de

fuerza u(t) estd determinada por la ecuacion diferencial © (i +2)(5 +4) <9 (S +V+ 1)(s + 1)°
d*x + Zd—x +5x = 3d_u +2u (e) 5(y+ 10)
dr dt d/ (5+ 5)(.v2-.v + 10)
(@) Determine la funcion de transferencia que carac- 37 ¢(Cuéles de las siguientes ecuaciones caracteristicas
teriza al sistema. o ) representan un sistema estable?
(b) Escriba la ecuacion caracteristica del sistema. (@) \2- 45+ 13-0

¢Cudl es el orden del sistema? _
(c) Determine los polos y los ceros de la funcién de (b) Sss+ 13s2+ 31* + 15 =0
transferencia ¢ ilustrelos con un diagrama en el planos. () WB+s2ts+1 "0

(d) 2As* + 1\s- + 14v+36-0

35 Repita el ejercicio 34 para un sistema cuya respuesta
() 3+ 2s2+ 25+ 1=0

X(i) a una entrada u(t) estd determinada por la ecua-

cién diferencial 38 La ecuacidn diferencial que gobierna el movimiento
dx dn . -dw de un sistema masa-resorte-amortiguador con regu-
dvd/f o dt dr  dt lador es
. S - . dsx , dXx ,grd.i . ~
% (Cudl de las siguientes funciones de transferencia m9X ¢ 9%, Kd +Krx = 6
representa un sistema estable y cual representa un dis  dr di
sistema inestable? donde m, ¢, Ky r son constantes positivas Verifique
1 5+ 2)(5-2) que el movimiento del sistema es estahle siempre que
b .
(a) (54 2)(t' + 4) (b) (5+ 1)(j - 1)(s + 4) /o< dm.
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39

40

41

Hl comportamiento de un sistema que tiene un regu- 42 La respuesta de un sistema dado a un escalén uni-
lador de ganancia estd caracterizado por la ecuacién tario u(t) - IH{t) esta dada por
o -1,3 -2/ -4t
caracteristica x(t) = b e Yic - de
541213 I (K I 2)s2 I7s tK=0 ¢Cual es la funcién de transferencia del sistema?

donde K es la ganancia del regulador. Verifique que

el sistema es estable siempre que K> 21 43 Verifique el teorema del valor inicial para las fun-

ciones
Un sistema de retroalimentacién tiene la ecuacién (@ 2- 3eos/ ®) Br- 12
caracteristica
s3+ 15Ks2+ {7K- 1)5 + 5A, -0
donde k es un factor constante de ganancia. Deter-

(c) i+ 3sen 21

44 Verifique el teorema del valor final para las funciones

mine el rango de los valores positivos de K para los (a) 1+ 3e-'sen2r (b) /v "
cuales el sistema sera estable. (c) 3- 2e"v + €"eos 2/
Determine las respuestas al impulso de los sistemas 45 Use el teorema del valor final para verificar el valor
lineales cuya respuesta*(/) a una entrada </(/) esta de- obtenido para i\(/) conforme / —» «j para el circuito
terminada por las siguiente’, ecuaciones diferenciales: del ejemplo 2.28.
. JX *
|a) it + 1%/"" 56* = 3U{t) 46 Analice si se puede aplicar el teorema del valor
2 ; final para obtener el valor de i2(t) conforme / -»«m
(b) "4 + K—+25% - 1/()) para el circuito del ejemplo 2.29.
d/ d/
q* d* 47 Use los teoremas del valor inicial y del valor final
(c) _--é) ..... {9* - 4u(ty para encontrar el salto en / — 0 y el valor limite
d/ d conforme / —> <> para la solucién del problema de

valor inicial
<d) ¢4-4+ | 13* = MU)

f
d d 7a+ 5= 4 + e-m + 25(1)
;.Qué puede decirse acerca de la estabilidad de cada
uno de los sistemas? con; (0-) —-1.

Z.0.0 Convolucidn

La convolucion es un concepto que tiene muchas aplicaciones en varios campos
de la ingenieria. En la seccién 2.6.7 la usaremos para obtener la respuesta de un
sistema lineal a cualquier euliada en términos de la respuesta al impulso.

DEFINICION 2.5: Cnnvnlucién
Dadas dos funciones continuas a pedazos f{t) y %f{t), la convolucién de f(1) y

g(/). denotada por/ esta definida como

f *g0) = AXE( - r)dr
= Jj -00

En el caso particular en que /(O y g(t) son funciones causales

f(r) =g(f) =0 (r < 0), *l-1)=0 (r>1)
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y tenemos

I*« ()= JWg(i- r)dt (2.78)
n

La notacion/* #(/) indica que la convolucionf *g es una funcion de /; esto es,
también podria escribirse como (/*#)(/). La integral f~Lf(T)g(t- ) drse llama
la integral de convolucioén. Otros nombres alternativos son la integral de super-
posicion. integral de DuhamcL integral envolvente y la integral de faltung.

i.a convolucién puede considerarse como una funcion generalizada, y como
tal tiene muchas de las propiedades de la multiplicacion. Ln particular, satisface la
ley conmutativa, asi que

I *x(t) -E*/1(")

o, para funciones causales,

Esto significa que la convolucién puede ser evaluada por traslacién en el tiempo
de cualquiera de las dos funciones. El resultado (2.79) se prueba facilmente, ya
que haciendo la sustitucién T, - t- Ten (2.78) obtenemos

lJara las dos funciones causales
Rt) - g(t) = sen 2tH(t)
verifique que /°*#(/) - g* J\t)

Integrando por partes
[ *£(0 - ijreos2(t- rH Jsen2(t- t)]>- \t- \sen2l

g * f\t) - Rt - t)g(T)dr = (t —2)sen 2xdr
0 0

= (t T)eos2r- \sen2r), - it- \sen2l

asi quef *g(t) - g* Rt).
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La importancia de la convolucidn en la teoria de la transformada de Laplace es 1
que nos permite obtener la transformada inversa de un producto de dos transforma-1
das. El resultado necesario para hacer esto estd contenido en el siguiente teorema. |

TEOREMA 2.8 El teorema de convoluciéon para transformadas de Laplace
Si/(/) y g(t) son de orden exponencial cr, continuas a pedazos en i

0 y tienen transformadas de Laplace F(s) y (J(s) respectivamente,
entonces, para s > cr

| AOsV-t)dfj = «{/e*(/>} - IX')O(s)
o, en la forma inversa mas usual.
& 'ifisiO(S)} (1) (2801

Demostracion  Por definicion,

7°G)C(1) = 2{/t0 }«{«(<)} = I'-c DE(x) dy
]
donde hefiios usado, en las integrales, las variables ‘ficticias’ .vy y, en lugar de u para
evitar confusiones. Ahora, esto puede ser expresado mediante la integral doble

F(s)G{s) m ¢ **yf(x)g(y) dvay II A*)g(y) dvay

donde R es el primer cuadrante en el plano (*, y)"como se muestra en la figura
2.46(a). Haciendo la sustitucidn

X +y =t, y - T

la integral doble se transforma en

F()G(s) = i | @af(t - T)g(T)d/dr

(a) Region R
Figura 24f> Regiones de integracion
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donde /?, es la region semi-infinita en el plano (r, /) acotada por las rectas r =
y T -/tcomo se muestra en la figura 2.46(b). Esto puede escribirse como

F(s)0(s) T)g(T)dT dt

f* -

es,Ig */(")] di

y como la convolucién es conmutativa, podemos escribir

J(s)G(s) = TE{f *g(1)}

lo cual concluye la demostracién. U

EJEMPLO 2.59 Usando el teorema de convolucién determine .9 A
Is\s +2)

Solucién  Expresamos 1fs\s + 2)J como (I/*2[I/(™ + 2)7]; entonces, corno

= —i-3
m/ (x+2)

tomando/(V) =/ y g(t) = te Zen el teorema de convolucién da
(/ r)re2rdr

que integrando por partes da

ser ! [ 5e 2t[(/—T)T+j(i-2+¢)-il11
sl(s+2)2

= f[i- 1+« +

Podemos verificar este resultado expresando primero la transformada dada en la
forma de fracciones parciales y después inviniendo para obtener
[ i

«2(s +2)j s |/ s+2 (s+2):

asi que

< J_ L -+l +t-e2+-le2r = -[/- 1+ (/+ 1)e’2]
U2(s+ 2); 4 4 4 4 4

como antes.
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“T>A 1

0 AT 3AT- /
2AT
(@ (b)

Figura 2.47 Aproximacién a una entrarla continua.

<50
h(r
<0 Sistema )
lineal

Figura 2.4» Respuesta al impulso de un sistema lineal.

2.G.7 Respuesta de un sistema a una entrada arbitraria

La respuesta al impulso de un sistema lineal invariante en el tiempo es particular- |
mente Gtil en la practica ya que nos permite, obtener la respuesta del sistema a una |
entrada arbitraria usando la integral de convolucién. Lsto provee a los ingenieros I
de un método atil de andlisis de sistemas dindmicos.

Consideremos un sistema lineal caracterizado por su respuesta al impulso h(j), |
Queremos determinar la respuesta x(i) del sistema a una entrada arbitraria u(f) como |
la ilustrada en la figura 2.47(a). Primero aproximamos la funcién continua w(/) porufa
sucesion infinita de impulsos de magnitud u(nAT), n=0, 1,2,..., como se muestra |
en la figura 2.47(b). Esta aproximacion de u{t) puede escribirse como

u(t) ==~ u(nAT)8(t nAT)AT (2.81)
n0

Como el sistema es lineal, vale el principio de superposicion, asi que la respuesta
del sistema a la suma de impulsos es igual a la suma de las respuestas del sistema
a cada uno de los impulsos actuando separadamente. En la figura 2.48 se describe
la respuesta del sistema lineal al impulso h(t), la respuesta debida a los impulsos =
individuales que forman la suma en (2.81) esta ilustrada en la secuencia de dibujos
de la figura 2.49.

Sumando las respuestas individuales, encontramos que la respuesta debidaal

la suma de impulsos es

u(nAT)h(t nAT)AT (2.82}
r-0
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FUNCIONES DF TRANSFERENCIA

Salida
AT*0)4r(r)
Salida
ATU(AT)
xh(t-AT)
LS >
Salida
ATU(?AT)
*h(i- 2A7)
1S >
Salida
ATu(nAT) i
xA(/ nAT)
LS

Figura 2.49 Respuestas debidas a los impulsos individuales.

nAT

Permitiendo que A7~—y0, de manera que n AT se aproxime a la variable continua r,

la suma anterior se aproximara a una integral que sera representativa de la respuesta
del sistema x(l) a la entrada continua u(i). Asi

v - u(r)h(t- r)dr-

Jo

Esto es,

X(t) = w* h(t)

Jfl

u(T)h(t- r)dr (ya que //(/) es una funcién causal)

Como la convolucidn es conmutativa, también podemos escribir
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EJEMPLO 2.60

Solucién

En resumen, tenemos el resultado de que si la respuesta al impulso de
un sistema lineal invariante en el tiempo es h(f) entonces su respuesta
a una entrada arbitraria u(t) es

i uMh(t—T)di= f h(T)u(t- r)dr (2.89)
Jo J«

x(i)

Es importante darse cuenta de que esta es la respuesta del sistema a la entrada w(i
estando ésta, inicialmentc, en un estado de reposo.

La respuesta 00o(l) de un sistema a una fuerza de transmisiéon 0,(0 estd dada por la
ecuacion diferencial lineal

d2eo 2d0,,
dr d> +50"-°"

Determine la respuesta al impulso del sistema. Después, usando la integral de
convolucion, determine la respuesta del sistema a una entrada escalon unitario e
el tiempo t - 0, suponiendo que estd inicialmente en estado de reposo. Confirme
este Gltimo resultado por calculo directo.

La respuesta al impulso hu) es la solucién de

dt

sujeta a las condiciones iniciales h(0) = /#(0) - 0. Aplicando la transformada &
Laplace se obtiene

(s2+ 2s + S)H(s) - X(5(1)} = 1

asi que

H(s) =
s2+2s+5 “(s+ 1212

que, inviniendo, da la respuesta al impulso como
h(0 = [c "sen 2i
Usando la integral de convolucion
00(0 - I h(T)0,(t- T)&T
con 0,(0 - 1//(0 da la respuesta al escalén unitario como

0d/) - 5J crsen2rdr

Integrando dos veces por partes tenemos
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0JO =-je 'sen 2/ - e *cos2i + 1-2 J e Tscn2rdr
0

—be-'sen 2t - e*cos2r + 1 - 40J0

Ahora

0JO =\ (1 - e’feos 2/ —5e~'sen 2?)
(Observarnos que en este caso, debido a la forma simple de 0j(f)> la integral de
convolucion /¢A(r)6i(i - r)dr se pretiere a JI0,(T)A(f- r)dr.)

Para obtener directamente la respuesta en escalon necesitamos resolver para
t 0 la ecuacidn diferencial

N 2N 50,,=

di2 di
sujeta a las condiciones iniciales 0JO) = 0J0) = 0. Aplicando la transformada de
Laplace da

(i-2+ 2s + 5)0(i) = |

asi que
& = 1
s(s~+ 2a+5b)
s s+2
i 5(s+1)2+4
que invirtiendo da
0JO =1 - Je~'(cos2/ t \'sen ?J)

5(1 - eleos21l- ;e"'sen20

confirmando el resultado anterior.

Por tanto, vemos que un sistema lineal invariante en el tiempo puede ser carac-
terizado en el dominio de frecuencia (o dominio s) por la funcién de transferencia G(a)
o en el dominio del tiempo por su respuesta al impulso h(0, como esta descrito en
las figuras 2.50(a) y (b) respectivamente. La respuesta en el dominio de frecuencia
es obtenida por multiplicacién algebraica, mientras que la respuesta en el dominio del
tiempo involucra una convolucién. Esta equivalencia de la operacion de convolucidn

Ms) u(t)
oo hit)
X (i) = G{s)U{s) jt(r) =u*h(t)
@ ®)

Figura 2.50 Representaciones (a) dominio de frecuencia y (b) dominio de tiempo de un sistema
lineal invariante en el tiempo.
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en el dominio del tiempo con la multiplicacién algebraica en el dominio de frecuencia

claramente es un argumento poderoso para el

frecuencia en el disefio en

2.6.8 Ejercicios

Para los siguientes pares de funciones causalesf(t)

y gU) verifique que/ +g(/l = g* /(/):

(a) f\t) = t% g(0 =eos 3/

(b)/tf)y =i+1, g(r) =e-"

(c) f(i) = t\ #(/) =sen 2/

(d) f{t) = e\ g(r) - sen/

Usando el teorema de convoluciéon, determine las

siguientes transformadas inversas de l,aplace. Veri-

la trans-

figue los resultados, primero expresando

formada dada en la forma de fracciones parciales y

después invirticndo usando los resultados usuales

(h)

vl O Fls ok

@ il

s*¥(s | 4)
Tomando j\A) -A y g(A) = c¢"'\ utilice la forma
inversa (2.80) del teorema de convolucién para
comprobar que la solucién de la ecuacién integral

AerdA
0

y{t) -

es

y(t) = (/-1)4 0

2.7

uso de las técnicas en el dominio de

ingenieria

51

52

Encuentre la respuesta al impulso del sistema carac-
terizado por la ecuaciéon diferencial

N4 o+ T— + \2x -
dr di

u(l)

posteriormente determine la respuesta del sistema.i
la entrada de pulso u(t) = - H(t T)), supo-
niendo que inicialmente estd en estado de reposu.
La respuesta 60(t) de un servomecanismo a una fiiera
de transmision 0j(/) estd dada por la ecuaciéon dife-

rencial de segundo orden

N
dr

0

"+4 " +50,
d/

(1> 0

Determine la respuesta al impulso del sistema y des-

pués, usando la integral de convolucién, obtengi

la respuesta del servomecanismo a una fuerza c
transmision escalén unitario, aplicada en el tiempo

/ = 0, dado que el sistema estd inicialmente ci
estado de reposo.

Verifigue su respuesta resolviendo directa-
mente la ecuaciéon diferencial

ia +4is +S(C- ,
dr dr

sujeta a las condiciones iniciales 60= 60= 0 cuanc:

/=0

Aplicacion a la ingenieria:

respuesta de frecuencia

Los métodos de

respuesta de frecuencia proveen una herramienta grafica paraéd

analisis y el disefio de sistemas. Tradicionalmente, estos métodos se han desarrollada

a partir de consideraciones préacticas, y como tales todavia son usados ampliamente

por los

ingenieros proporcionando grandes conocimientos sobre el

comportamiento

del sistema. En esta secci6n ilustraremos co6mo la respuesta de frecuencia puede obte-

nerse facilmente de

la funciéon de transferencia del

sistema (/(.?) reemplazando s pe

jCcu. También consideraremos métodos graficos para representarla.
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Considere el sistema ilustrado en la figura 2.41 con funcion de transferencia

(s-pi)(s-pi) mmm(s p,)
Cuando la entrada es una sefial senoidal
u(t) - A Sen (oi

aplicada en el tiempo / = 0, la respuesta del sistema .*(/) para t » 0 estd determi-
nada por

X(s) - G(s)¢£{A sen col}

Esto es,

X(s) = G(s) éjT“o_f
_ KAO)(s-Zy){s 22) s++(y’-¢ 3
(s'-pt)(s-p2) * "+ (or-/"B)(i-j®)U +j®)

que. expandiendo en fracciones parciales, da

*(s) = _ilL_+A ty _
s- J® S4-10 S - pi

donde ?,. ..., Il,, son constantes. Aqui los dos primeros términos de la
sumatoria son generados por la entrada y determinan la respuesta en estado esta-
cionario, mientras que los términos restantes son generados por la funcién de
transferencia y determinan la respuesta transitoria del sistema.

Aplicando la transformada inversa de l.aplace, la respuesta del sistema x(t),
i * 0, estd dada por

n
x(t) ~ a, el + ae~"""“+ ]T fie"* (/ 3=0)

1

En la practica, en general estamos interesados con sistemas que son estables, para los

cuales los polos /2, i =1, 2, ... , n, de la funcién de transferencia (7(.v) estan en la
mitad izquierda del plano s. En consecuencia, para sistemas practicos los términos en
el dominio del tiempo e”, i=1,2,...,«, tienden a cero conforme / crece y no

contribuirdn a la respuesta en estado estacionario **(/) del sistema. Asi para sistemas
lineales estables, esta Gltima esta determinada por los dos primeros términos como
F«(f) - a,eJW+ or2e"jdM

Usando la regla del “encubrimiento” (cover-up) para determinar los coeficientes
a, y o2en la expansidn en fracciones parciales se obtiene
(5- J(0)G(s)ACO

s (s- IV + 10 gy = "C(jio)

(s 4 Iw)G{s)A(o

i ~G(~\co)
(s-)0))(s +}Q)

(X, =
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asi que la respuesta en estado estacionario se convierte en
xK(t) = ~ G(jtd) e - J G(-jffl)yc " (2.85)

O(jco) puede expresarse en la forma polar
G(jco) - |G{jw)| ejar«Qa>

donde |G(j<u)| denota la magnitud (o modulo) de G(jco). (Observamos que tanto
la magnitud como el argumento varian con la frecuencia (O) Entonces, suponiendo
que el sistema tiene parametros reales,

G(-joj) =[G (jit)le" Drgr(ft)

y la respuesta del estado estacionario (2.85) se convierte en

X.,(1) = v, 11G (jiy)[e*BL e, - A [IG(j®)e ia*GMe
216G e W —e jivB 8w

Esto es,
xo(t) = A |G(ju>)| sen [cot + arg <7(jr/))] (2.86) j

Esto indica que si un sistema lineal estable con funcidn de transferencia G(s) esta
sujeto a una entrada senoidal, entonces

(a) la respuesta en estado estacionario también es una senoidal con la misma I
frecuencia co de entrada;

(b) laamplitud de esta respuesta es [f7(jr»)| veces la amplitud A de la entrada senoidal:
se dice que la entrada esta amplificada si |G'(jio)] > 1y atenuada si |G(jiu)| < 1

(c) el corrimiento de fase (diferencia de fase) entre la entrada y la salida es argG(joj).
Se dice que el sistema se adelanta si argG(jci) > 0y que se atrasa si argGijio) < Q

Las variaciones tanto en la magnitud |G (jw)| como en el argumento arg G(j<0
cuando varia la frecuencia o) de la entrada senoidal constituyen la respuesta ce
frecuencia del sistema, la magnitud |C7(jft))| representa la ganancia de amplitud
o razén de amplitud del sistema para entrada senoidal con frecuencia oo, y d
argumento arg G{\co) representa el corrimiento de fase.

El resultado (2.86) implica que la funcién G(jco) puede encontrarse experi-
mentalmente sometiendo el sistema a excitaciones senoidales y midiendo el aumento
de amplitud y el corrimiento de fase entre la entrada y la salida conforme la frecuen-
cia de entrada varia en el rango 0 < a) < @ Por tanto, en principio, las medidas c& |
la respuesta de frecuencia pueden ser usadas para determinar el sistema de la funcién
de transferencia U(s).

En los capitulos 4 y 5, al estudiar series de Fourier y transformadas de Fourier, [
veremos que muchas funciones pueden escribirse como sumas de senoidales, y en
consecuencia la respuesta de un sistema lineal de casi cualquier entrada puede deducir-
se por la forma de la respuesta senoidal correspondiente. Sin embargo, es importante

—_——
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apreciar que el término ‘respuesta’ en la expresion ‘respuesta de frecuencia’ solo se
relaciona con el comportamiento de la respuesta de estado estacionario del sistema.
La informacion contenida en la respuesta de frecuencia del sistema puede ser
mostrada convenientemente en forma grafica. En la practica es usual representarla
con dos gréaficas: una mostrando como varia la amplitud |G(jcu)| con la frecuencia
y otra mostrando como varia el corrimiento de fase arg G(jio) con la frecuencia.

Determine la respuesta a la frecuencia del filtro RC que se muestra en la figura 2.51.
Dibuje la amplitud y el corrimiento de fase.

R
o-H
*i(© ‘0 (")
o — -0

Figura 2.51 Filtro RC.

Solucion  La relacién entrada-salida estd dada por

= R¢—\EM

asi que el filtro esta caracterizado por la funcién de transferencia

n(*>- 5557

Asi
G(ito) - _1 _ _1—}RC(0
RCjw+ 1" 1+r2cW
1 RCco
i+*2cV  i+r2cW

dando las respuestas a la frecuencia caracteristicas

IrcV
(1+R2C2j)2 (1 +R2cW)

ganancia = |G(jft>)| =
(1 +R2C202)
dcfasamienlo = arg G(jai) = -tan'(*Ccu)
Observemos que para O =0
|G(jeu)| = 1, arg G(jio) =0

y conforme cd —> <
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Figura 5¢ Graficas de la respuesta de frecuencia para el ejemplo 2.61: (a) grafica de la
amplitud; (b) grafica de corrimiento de fase.

|G(jio)| -> 0, arg G'(jw) -> -jft

En las figuras 2.52(a) y (b) se muestran los dibujos de la amplitud y el corrimiento
de fase respectivamente.

Para la funcion de transferencia simple del ejemplo 2.61. fue relativamente
facil dibujar la amplitud y el corrimiento de fase caracteristicos. Para funciones
de transferencia de orden superior, puede ser una tarea bastante tediosa y podria ,
ser mas eficiente usar un paquete de cémputo apropiado. Sin embargo, para facili* |
tar el uso de las técnicas de respuesta de frecuencia en el disefio de sistemas, I
ingenieros adoptan un tratamiento diferente, haciendo uso de las graficas de Bode
para visualizar la informacion relevante. El nombre de este tema se debe a H- W
Bode, que desarrolld las técnicas en los laboratorios Bell al final de la década de 1930
De nuevo, involucra dibujos separados de la amplitud y el corrimiento de fase, pera
usando papel seinilogaritinico poniendo la frecuencia en el eje logaritmico hori-
zontal y la amplitud o fase en el eje lineal vertical. También es normal expresal
la ganancia de amplitud en decibeles (dB); esto es,

ganancia de amplitud en dB = 20 log|G (j(U)

y el corrimiento de fase arg G'(jiu) en grados. Asi la grafica de Bode consiste en

(a) el trazo de la amplitud en decibeles contra log o, y
(b) el trazo del corrimiento de fase contra log .

Observamos que con la ganancia de amplitud medida en decibeles, la sefial de entrada
serd amplificada si la ganancia es mayor que cero y atenuada si es menor que cero.

La ventaja de usar las graficas de Bode es que la informacién de la amplitud y
la fase se puede obtener a partir de las partes que forman la funcion de transferencia |
sumando graficamente. También es posible hacer aproximaciones simplificadas en |
las cuales las curvas pueden ser reemplazadas por rectas asintéticas que pueden |
dibujarse relativamente rapido y proveer suficiente informacion para dar a un inge-
niero una “corazonada” para el comportamiento del sistema. Frecuentemente las |
caracteristicas deseables de un sistema son especificadas en términos del compor- |
tamiento de la respuesta de frecuencia, y como las graficas aproximadas de Bode |
permiten la determinacion rapida del efecto al cambio, éstas proporcionan una buena
herramienta para el disefio del sistema.
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Dibuje la grafica aproximada de Bode correspondiente a la funcion de transferencia

4x10°(5+5)
G (i) = I(Too + (20 +7) (2°87)

Primero expresamos la funciéon de transferencia en lo que conocemos como la
forma estandar, a saber

G M- 4 bASMRPE 0ss)

dando

_ 10(1 +j0.2u>)
jrw(l +j0.01to)(l + j0.05<y)

Aplicando logaritmos base 10,

20 log|(7(jctf)] = 20 log 10 + 20 log 11 + jO.2to| - 20 log |jr/)|
- 20 log 11 + jO.Olwl - 20 log 11 + jO.05(u|
arg G(\&>) = arg 10 + arg (1 +j0.2to) - argj(u- arg (1+ jO.0liu)
- arg(l + jO0.05ft>) (2.88)

La funcion transferencia involucra elementos que son nuevamente un cero
simple y polos simples (incluyendo uno en el origen). Ahora ilustraremos cémo
la grafica de Bode puede construirse a partir de estos elementos.

Consideremos primero la grafica del aumento de amplitud, que es una grafica
de 20 log |G(jm)| contra log u=

(a) para una ganancia simple k la grafica de 20 log¢ es una recta horizontal, que
estd arriba del eje 0 dB si k > 1y debajo de él si k < I;

(b) para un polo simple en el origen la grafica de -20 log (0 es una recta con
pendiente 20dB/década y corta al eje 0 dB en w = 1,

(c) para un cero o polo simple que no sea el origen vemos que

cuando (i) =0

20 log 11 +jro>|
20 logta) = 20 logo - 20 log(1/r) cuando (O -><

Observamos que la grafica de 20 log tio es una recta con pendiente 20dB/década
y corta al eje 0 dB en co- 1/r. Asi la grafica de 20 log |1 + jrrri| puede aproximarse
por dos rectas: una para co < 1/r y otra para tu > 1/r. La frecuencia en la
interseccion (G- 1/r es llamada el punto de rompimiento o frecuencia esquina:
aqui |1 + )TCI\ = v2, que permite indicar la verdadera curva en esta frecuencia.
Usando este método, en las figuras 2.53(a) y (b), se muestran las aproximaciones
mediante rectas de las graficas de amplitud de un cero simple y un polo simple,
ninguno en cero (también se muestran las graficas reales).

Usando las graficas aproximadas de las partes constituyentes, como se indicé
antes en (a)-(c), podemos construir el trazo aproximado de la ganancia de frecuen-
cia correspondiente (2.87) a partir de la suma grafica como indica la figura 2.54.



208 TRANSFORMADAS DE LAPLACE

jeuil
Frecuencia de esquina
20f «>= I/r

20 dB/decada

<>lrad s"'1
(b)
Figura 2.53 Aproximacion con recias de la grafica de amplitud de Bode: (a) cero simple; (b) polo simple.

cjlrad s 1
Gréfica aproximada m— Gréfica real

Figura 2.54 Grafica de amplitud de Bode para la G(S) del ejemplo 2.62.

También se muestra la grafica real de la ganancia de amplitud, obtenida usando |
un paquete de software.

La idea de usar asintotas también se puede utilizar para dibujar las graficas ¢ |
Bode del corrimiento de fase; tomando en cuenta, de nuevo, los efectos acumulados |
de las componentes individuales que forman la funcién de transferencia, es decir, que |

(i) el corrimiento de fase asociado con un aumento constante k es cero;

(ii) el corrimiento de fase asociado con un polo o cero simple en el origen es +0° |
0 -90° respectivamente;

(iii) para un polo o cero simple que 110 esta en el origen

conforme w -» 0

tan“'(tt>T
(t=T) {[90° conforme (O-> &

tan-1(on) - 45° cuando cor- 1
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() (b)

Figura 2.55 Grafica aproximada de la fase de cambio de Bode: (a) cero simple; (b) polo simple.

a>/rad s"1
Grafica aproximada ~ —eeemeeeeel Grafica real

Figura 2.50 Grafica de diferencia de fase de Bode para la G(S) del ejemplo 2.62.

Con estas observaciones en mente, se hacen las siguientes aproximaciones. Para
frecuencias co menores que un dccimo de la frecuencia esquina iu- 1/'t (esto es,
para co< 1/10r) el corrimiento de fase se supone que es 00, y para frecuencias mayores
que diez veces la frecuencia esquina (esto es, para co > 10/T) el corrimiento de
fase se supone que es +90°. Para frecuencias entre estos limites (esto es, para /10t
< n < 10/r) se considera que la grafica del corrimiento de fase es la recta que pasa
por (T en co- 1/10t, *45° en co= 1/T, y +90° en w = 10/t. En cada caso el signo més
esta asociado con un cero y el signo menos con un polo. Con estas suposiciones, en
la figura 2.55(a) y (b) se muestran las aproximaciones con rectas a los trazos del
corrimiento de fase para un cero o polo simple, que no esta localizado en el origen,
respectivamente (los trazos reales estan representados por las curvas punteadas).

Usando estas aproximaciones, en la figura 2.56 se muestra una aproximacién con
recta al trazo del corrimiento de fase correspondiente a (2.88). De nuevo, se muestra
el trazo real del corrimiento de fase obtenido usando un paquete de sofiware.
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En el método grafico adoptado en esta seccion, se han dibujado, las gréaficas
separadas del aumento de amplitud y el corrimiento de fase contra la frecuencia.
También es posible representar graficamente la respuesta de frecuencia usando uma
sola grafica. Cuando se hace esto usando las coordenadas polares (|G (jto)|, argC/(jty))
y permitiendo que la frecuencia (o varie, el diagrama de Argand es conocido como la
grafica polar o la grafica de la respuesta de frecuencia. Tal representacion grafica
de la funcion de transferencia es la base del método Nyquist para el andlisis de los
sistemas de retroalimentacion. De hecho, el uso principal de los métodos de la res-
puesta de frecuencia en la practica es el anélisis y disefio de los sistemas de control
de lazo cerrado. Para la unidad de sistema de retroalimentaciéon de la figura 2.45 la
grafica de la respuesta de frecuencia de la funcidn de transferencia de trayectoria hacia
adelante O(v) se usa para deducir el comportamiento de todo el sistema de lazo ce
rrado. Quizas las gréaficas de Bode son las graficas mas rapidas de construir, en especial
cuando se hacen aproximaciones con rectas, y son Utiles cuando se intenta estimar una
funcion de transferencia a partir de un conjunto de mediciones fisicas de una respuesta
de frecuencia. En la practica se usan otras graficas como son el diagrama de Nichuk
y el trazo de la inversa de Nyquist (o polar), el primero de estos es util parad
disefio de compensadores de alimentacién y el segundo para el disefio de compensa-
dores de retroalimentacion. A pesar de que las relaciones matematicas no son simples,
vale notar que el comportamiento transitorio puede también deducirse a partir de varias
graficas de la respuesta de frecuencia. Por ejemplo, el reciproco del circulo de inver-
sién M centrado en el punto 1len el trazo de la inversa de Nyquist da una indicacién
del pico de sobrcimpulso en el comportamiento transitorio (ver, por ejemplo, G. Fan
klin, D. Powell y A. Naeini-Fmami (1986), Feedback Control of Dynamic Systems.
Reading MA: Addison-Wesley).

2.8 Ejercicios de repaso (1-30)

1 Resuelva, usando la transformada de Laplace, las (b) Una fuente de voltaje Fe"“.sent es aplicada alo
siguientes ecuaciones diferenciales: largo de un circuito RLCcon ¢ = 1, R=3yC-

Verifique que la corriente /'(/) en el circuito satis-

(a) a? +4d__+ 5% - 8eos/ face la ecuacién diferencial
i

sujeta av = dx =0enr=0

ﬂ+§ﬂ+é’/ = f/e "sen/
d/© dt

Encuentre la corriente i(i) en el circuito en d

(b) 5ifi-37-2.t=6 - - .
d/2 dt tiempo / ~=0 si /(/) satisface la condicion inicial
/(O©) = 1y (d//d/)(0) - 2
sujetaax=1y (Lo len;~0
3 Use los métodos de la transformada de Laplace para
2 (a) Encuentre la transformada inversa de Laplace de resolver las ecuaciones diferenciales simultaneas

1

dx x+5d—y:t

G+ 1)(?+2)(s2i 25 1 2) dr dt



2 4v 2de = -2
dr ™ o

queta ar —y- »

. ._Oeni-o0
di di —

4 Resuelva la ecuacién diferencial

d. (B
Xy 2(—y+ 2X - eos/
dr di

sujeta a las condiciones iniciales X = a0y dx/dt =x]
en / = 0. ldentifique las secciones en estado esta-
cionario y las soluciones transitorias. Encuentre la
amplitud y la fase de cambio de la soluciéon del
estado estacionario.

5 l.os resistores de 5 y 20 12 estdn conectados en la
primera y la segunda bobinas de un transformador con
inductancias como se muestra en la figura 2.57. En el
tiempo t- 0, con flujos no concurrentes, un voltaje
E= 100V es aplicado en el primer circuito. Muestre
que la corriente subsecuente en el segundo circuito es

U <e (KWVR2 (I 41

v4 1 v

512 2012

Figura 2.57 Circuito del ejercicio de repaso 5.

6 (a) Encuentre la transformada de Laplacc de

(i) cos(oH+ (i) e "'sen(<w + <

ib) Usando los métodos de la transformada de
Laplace resuelva la ecuacién diferencial

d—_2|-<+ 49-!--} Kv —eos 2/

di d/

dado que v = 2 y dx/dt = 1 cuando t= 0.

7 (a) Encuentre la transformada inversa de Laplace de
a- 4
S¢ F4s + 13

(b) Resuelva usando la transformada de Laplace, la
ecuacion diferencial

/(\i' +2y = 2(2 +eos/+ 2sent)
i

10

11

12

dado que y = -3 cuando / = 0.

Usando transformadas de Laplace, resuelva las ecua-
ciones diferenciales simultaneas

+5*i3y=5sent 2cosi

di +3y+ 5a=6sent- 3eosi

donde x —1yy = 0 cuando / = 0.

La carga Q de un capacitor en un circuito inductivo
estd dada por la ecuacion diferencial

1| +300— + 2 x 10*g = 200 sen 100/

ar d/
también se sabe que ambas gy dg/dt son cero cuando
t = 0. Use los métodos de la transformada de Laplacc
para encontrar (. ¢Cuél es la diferencia de fase entre
la componente del estado estacionario de la corriente
dg/dt y la fem aplicada 200 sen 100/ al medio grado
més cercano?

Utilice las transformadas de Laplace para encontrar
el valor de X dado que

N -
4dr +6r4y- 2sen2t

ks SV 3¢

dr d/

y que X =2y dxfdt = -2 cuando /= 0.

(a) Usetransformadas de Laplace para resolver la
ecuacion diferencial

N+ «— + 160 = sen 2/
df d/
dado que 0= 0 y d6jdt = 0 cuando t = 0.

(b) Usando transformadas de Laplace. resuelva las
ecuaciones diferenciales simultaneas

L +2i, +6i, =0
d/
d/?
*+df-32=0
dado que i, = 1, i2= 0 cuando t - 0.

Las terminales de un generador que produce un vol-
taje V son conectadas a través de un alambre de re-
sistencia Ry una bobina de inductancia L (y con
resistencia despreciable). Un capacitor de capacitancia
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Figura 2.58 Circuito del ejercicio de repaso 12.

C es conectado en paralelo con la resistencia R como
se muestra en la Figura 2.58 Verifique que la corrien-
te i que fluye a través del resistor R esta dada por

LRC-, +L - +Rt - V

di2 di

Supongamos que
(i) y-i)parat<Q0y V-E (constante) parai”™ 0
(i) L=2RXC
(iii) CR = 1/2«
y verifique que la ecuacion se reduce a

Q + Qwﬂ+ anf —2n2E—

df d/ "
Ahora, suponiendo que i = 0y d//dx - 0 cuando i =0,

use la transformada de Laplace para obtener una
expresion para i en términos de i

Verifique que las corrientes en los circuitos acopla-
dos de la figuru 2.59 estan determinadas por las
ecuaciones diferenciales simultaneas

rJL- -
- L -ca ]
Figura 2.59 Circuito del ejercicio de repaso 13.

+m - h)+Ri, =E

LA+Rit-RU,-1,)- 0

Encuentre / en términos de /, /., Ey R, dado que /, =0
y d/,/dr = EfL en t = 0, y verifique que /, == \EIR
para / grandes. (A que tiende i2para t grandes?

14

15

16

17

Un sistema consiste en dos masas unitarias que estan
en una recta sobre una superficie suave y unidas a
dos puntos fijos por tres resortes. Cuando se aplica
una fuerza senoidal al sistema, los desplazamientos
*i(f) y x2t) de las masas con relacion a sus posi-
ciones de equilibrio satisfacen las ecuaciones

=% 2X +sen2i
df2

a2 -2.12+ X,

dt;
Dado que el sistema estd en reposo inieialmente en
la posicion de equilibrio (xj = x2 = 0). Use d
método de la transformada de I.aplace para resolver
la ecuacion x,(r) y x&/).
(@) Obtenga la transformada inversa de Laplacc ¢t

. s+4 LV s 3

(O iy

5°+23+ 10 (j-D(i-2)

(b) Use la transformada de Laplace para resolverla
ecuacion diferencial

N +27N +v = 3%
di di '
dado quey = 4y &y/ai = 2 cuando t - O.
(a) Obtenga la transformada inversa de Laplace ce
5

s2- 149+ 53

(h) La ecuacién del movimiento de una bobina en
movimiento de un galvanémetro cuando una corriente
i pasa a traves de ella es de la forma

d—29+§Kdi+nfla na

dr dt K
donde des el angulo de deflexién desde la posicion
‘no corriente’ y n y K son constantes positivas.
Dado que i es una constante y $ = 0 = dfl'd/ cuantie
i = 0, obtenga una expresién para la transformada ce
Laplacc de 0.

En la construccion del galvandmetro, es deseable
tenerlo criticamente amortiguado (esto es, n - K.
En este caso, se debe usar el método do la transfor-
mada de Laplacc para resolver la ecuacion diferen-
cial y luego se debe dibujar la grafica de 6 contra/
para los valores positivos de t

(a) Dada una constante positiva a, use el segundo
teorema de traslacion para

(i) comprobar que la transformada de Laplace ck
sentH(t - a)es



 aSeos @t ssena

s'+ 1

(ii) encuentre la transformada inversa de

sh+1s +S
(h) Resuelva la ecuacién diferencial

"4 +2—+ 5y =sent- sen (H(i - it)
d/ d/

dado que y = ay/at = 0 cuando t =0.

18 Verifique que la transformada de Laplace del
voltaje V(I) con periodo T, definida por
1 (0~ /< 5mM

v{t) = v(ti T) = v(t)

es
11-e
") = hakg "
Este voltaje es aplicado a un capacitor de 100 pF y
un resistor de 250 Q en serie, sin carga inicial en el
capacitor. Verifique que la transformada de Laplace
I(s) de la corriente j(t) que fluye, para t> 0, es
1 1 r~iT2

M 250(5 +40) | +<fm

y proporcione una expresién, usando las funciones
escalon de Heaviside, para i(t) cuando 0 » 27"
Para T - 10~Js, ¢es ésta una buena representacion
de la respuesta en estado estacionario del circuito?
Dé una razén breve de su respuesta.

19 La respuesta .v(/) de un sistema de control a un térmi
no de fuerza uU(t) esta dada por la ecuacién diferencial

L P u) > 0
ar  d/

Determine la respuesta al impulso del sistema y des
pués, usando la integral de convolucién, obtenga la
respuesta del sistema a un escalén unitario 2/(/) = \H(i)
aplicado en / = 0 dado que inicialmente el sistema
estd en estado de reposo. Verifique el resultado resol-
viendo directamente la ecuacion diferencial

A L
di di
con X —dxfdt - 0 en t—0

(r=0)

20 Una viga horizontal ligera, de longitud 5 m y rigidez
de flexion constante El, sujeta en el extremo izquierdo
X =0, estd sostenida simplemente en el punto X =4 m
y tiene una carga distribuida con funcién de densidad

21
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12kNm-~
24 kNm"1

(0 < X< 4)

W(x)
(4 Cjr< 5)

Escriba el problema con valores en la frontera de
cuarto orden de la deflexion y(x). Resuelva este
problema para determinar y{X) para el caso 0 < X
N 4y 4~ XN 5 Calcule la reaccién final y el
momento evaluando las derivadas apropiadas de
y(X) en X = 0. Verifique en el extremo que sus
resultados satisfacen la ecuaciéon de equilibrio para
toda la viga.

(a) Dibuje la funcién definida por

0 (07t < 1)
fu) - <\ (1*5/< 2)
0 (t> 2

Exprese /(/) en términos de funciones escalén de
Heaviside y use la transformada de Laplace para
resolver la ecuacién diferencial

dx

dt no

dado que X = 0 en t= 0.
(b) La transformada de Laplace f(S) de la corriente
i(t) en cierto circuito esta dada por

I(s) I

donde E. L. Ry C son constantes positivas. Deter-

mine (i) I]J_%I(t) y (ii) I_l’g;)/'(/).

Verifique que la transformada de Laplace de la fun-
cién semi-rectificada de la onda del seno

0" tr K
0 {n™ t" 2n)

sen/
%)

de periodo 2rr, is

@ A -e )
Este voltaje V(t) es aplicado a uria resistencia de | Q
Yy a un inductor de 1 H conectados en serie Verifique
que la corriente resultante, micialmcntc en cero, es
¢ZofV  nn), donde /(/) = (sen/ eos/ + e H()
Dibuje una grafica de la funcién/(/).

(a) Encuentre la transformada inversa de Laplace
de I/jrAy + 1)J, escriba la expresion en la forma (1/
s2) [1/(5 + )20 y utilice el teorema de convolucién.
(b) Use el teorema de convolucién para resolver la
ecuacioén integral
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v()=1+2 y(u)eos (t- u)(i
J(

y la ecuacion integro-diferencial

y*(u)yVv - u)du - y(t)
Jo
donde v(0) = Uy /{()) =yt. Elabore un comentario
de la solucién de la segunda ecuacion.

Una viga de peso despreciable y longitud 3/ carga
un peso puntual W a una distancia / del extremo
izquierdo. Ambos extremos estan anclados horizon-
tal mente al mismo nivel. Determine la ecuacién que
rige la deflexion de la viga. Si. ademas, la viga est4
ahora sujeta a un peso w por unidad de longitud
sobre la parte mas corta de la viga, ;cual es ahora
la ecuacion diferencial que determina la deflexion?

(a) Usando la transformada de | aplace, resuelva la
ecuacion diferencial

iz 3—+3*= tf(i-a a>0
dr d/ ( )« )

donde //(/) es la funcién escalén unitario de Heavi-
side dado quex = 0y &xidt =0 en t =m0
(b) La salida x(t) de un sistema de control lineal
estable con entrada sen coi y funcion de transferen-
cia G(s) esta determinada por la relacién
A(s) = (7(s)¢f{sen ioi}
donde X(s) = S6{x{t)). Verifique que, después de un
tiempo / grande, la salida se aproxima a Jg(i) donde

x.(0 =

Considere el sistema con retroalimentacién de la
figura 2.60 donde K es una constante de ganancia
de retroalimentacion.

(a) En la ausencia de retroalimentacion (esto es,
K =0), ¢es el sistema estable?

(b) Escriba la funcién de transferencia G,(s) para
todo el sistema de retroalimentacion.

G(s)

Figura 2.60 Sistema de control de rctroali-
mentacién del ejercicio de repaso 26.

27

28

(c) Trace el lugar de los polos de G;(s) en el plafie
s para ambos valores positivo y negativo de K
(d) Para los trazos en (c), especifique pura qué rango
de valores de K el sistema de retroalimentacion
estable.

(e) (Confirme su respuesta en (d) usando el criterio
de Routh-Hurwitz.

(a) Para el sistema de retroalimentacion de control &
la figura 2.61(a), se sabe que la respuesta al impulso
es h(t) - 2e "sen/. Use esto para determinar el valor
del parametro a.

ib) Considere el sistema de control de la figura 2.61()
que tiene tanto retroalimentacion proporcional cono
de razén. Determine el valor critico de la ganancial
para la estabilidad del sistema de lazo cerrado

Cu)

ib)
Figura 2.01 Sistema de control de retroalimen-
tacion del ejercicio de repaso 27.

(Un problema extendido) La respuesta transitoria ¢
un sistema de control practico a una entrada escalon
unitario frecuentemente exhibe oscilaciones amor-
tiguadas antes de llegar a un estado estable. Las si-
guientes propiedades son algunas de las usadas para
especificar la respuesta transitoria caracteristica di
un sistema no amortiguado:

tiempo de elevacidn, el tiempo requerido para
que la respuesta se eleve del 0 al 100% de su valor
final.

tiempo de pico, el tiempo requerido para g
la respuesta llegue al primer pico del sobreimpulso;

tiempo de estabilidad, el tiempo requerido para
que la curva de respuesta llegue y se quede dentro
de un rango alrededor del valor final del tamafio
especificado por un porcentaje absoluto del valor
final (generalmente 2% o 5%);

sobreimpulso maximo, es el valor de! pico
méximo de la respuesta medido desde la unidad.



us) X(s)
yis ¢ 1)

I fK{s

Figura 2.fi2 Sistema de control de retroalimentacion
del ejercicio de repaso 28.

Consideramos el sistema de retroalimentacion de
control de la figura 2.62 teniendo tanto retroalimen-
tacion proporcional como en la derivada.

Es deseable elegir los valores de ganancia Ky Kh de
tal manera que el sistema de respuesta escalén uni-
tario tenga un pico maximo de 0.2 y un tiempo pico
de 1segundo.

(@) Obtenga la funcién de transferencia sobre todo
el sistema de lazo cerrado.
(b) Verifique que la respuesta a un escalén unitario
del sistema, suponiendo condiciones iniciales iguales
a cero, puede escribirse en la forma
c(/) = 1-e v cosUV + —- : sencCoitl
vO - s) J
V * 0)
donde oju - =>aV(l - q2), i)\ = K y 2f)PE = 1+ KKt
(c) Determine los valores de ganancia K y Af, de
manera que las caracteristicas deseadas se cumplan.
(d) Con esos valores de Ky K{ determine el tiempo
de elevacion y el tiempo de estabilidad comparando
los criterios de 2% y 5% para este Gltimo.

2 (Un problema extendido) |a masa M, del sistema
mecanico de la figura 2.63(a) estd sujeta a un término
de tuerza arménica sen mt. Determine la respuesta del
estado estacionario del sistema.

| v(0

@ ®
Figura Amortiguador de vibracion del ejercicio de

repaso 29.

30
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Es deseable disefiar un amortiguador de vibra-
ciones que absorba las oscilaciones del sistema, de
manera que en el estado estacionario *(/) = 0. Para
alcanzar esto, se sujeta un sistema secundario como
se ilustra en la figura 2.63(b).

(al Verifique que, con una eleccién apropiada de
\f2y K:, se puede alcanzar el objetivo deseado.
(b) ¢Cual es el movimiento correspondiente del
estado estacionario de la masa A/??

(c) Realice un comentario sobre lo préactico de su
disefio.

(Un problema extendido) El amplificador electrénico
de la figura 2.64 tiene una funcién de transferencia
G(s) que es un lazo abierto con las siguientes carac-
teristicas: una ganancia de baja frecuencia de 120
dB y polos simples en 1MHz, 10 MHz y 25 MHz.
Puede suponerse que el amplificador es ideal, de
manera que K/(1+ Kp) — 1 donde pes la ganancia
de retroalimentacion y K es la ganancia del estado
estacionario asociado con i7(.v).

Figura 2.64 Amplificador electrénico del ejercicio
de repaso 30.

(a) Construya las graficas de la magnitud vs el log
de la frecuencia y la fase vs el log de la frecuencia
(Gréficas de Bode) para el sistema de lazo abierto,
(h) Determine, a partir de los trazos de Bode si el
sistema es o no estable en el caso de rctroalimen

tacion unitaria (esto es, P = 1).

(c) Determine el valor de P para la estabilidad mar-
ginal y del valor correspondiente de aumento de
baja frecuencia para el lazo cerrado.

(d) Ahora se aplica la retroalimentacién al amplifica-
dor para reducir el aumento del lazo cerrado en la baja
frecuencia de 100 dB. Determine la ganancia y la fase
correspondientes a esta configuracién de lazo cerrado.
(e) Usando las caracteristicas dadas, exprese G(S)
en la forma

@+ sr,)(l +~r2)(l +sr3)

y ahora obtenga la funcion de transferencia de
entrada-salidu del amplificador.

(fi) Escriba la ecuacién caracteristica para el sis-
tema de lazo cerrado y use el criterio de Routh-
llurwitz. considere las partes (b) y (c).
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La transformada z
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3.3 Propiedades de la transformada z

3.4 La transformada z inversa

3.5 Sistemas de tiempo discreto y ecuaciones en diferencias

3.6 Sistemas lineales discretos: caracterizacion

3.7 La relacion entre la transformada de Laplace y latransformada z
3.8 Aplicacion a la ingenieria: disefio de sistemas de tiempo discreto
3.9 Aplicacion a la ingenieria: el operador delta y la transformada $)
3.10 Ejercicios de repaso (1 16)

3.1 Introduccidn

En este capitulo enfocaremos nuestra atencion en procesos discretos (de tiempo). Con
la llegada de las computadoras digitales, rapidas y baratas, se ha renovado el énfasis
en el analisis y disefio de sistema digitales, que representan una clase importante de
sistemas en ingenieria. El énfasis principal de este capitulo serd en esa direccién. Sin
embargo, es un error pensar que las bases matematicas de esta area de trabajo son asi
de recientes. El primer texto exhaustivo en inglés que trata las ecuaciones en dife-
rencias fue The Treatise of the Calculus of Finite Dijferences escrito por Gcorgc
Boole y publicado en 1860. Gran parte del fmpetu inicial del calculo finito se debi6 a
la necesidad de llevar a cabo interpolaciones y aproximar derivadas e integrales. Mas
tarde, se inventaron métodos numéricos para la solucidén de ecuaciones diferenciales,
muchos de los cuales se basaron en los métodos de diferencias finitas al aproximar
las derivadas para obtener una ecuacion en diferencias. La idea fundamental en cada

217
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uno de los casos discutidos hasta ahora consiste en aproximar de alguna forma uma
funcion continua o un proceso continuo de tiempo. Sin embargo, hay situaciones
donde es mas apropiado proponer, desde el principio, un modelo de tiempo discreto.

Los sistemas digitales operan con sefiales digitales, que generalmente son gene-
radas por NMestreo de una sefial de tiempo continuo, esto es. una sefial definida e
cada instante en un intervalo de tiempo posiblemente infinito. El proceso de muestreo
genera una Sefial de tiempo discreto, definida sélo en los instantes en que el mues-
treo se lleva a cabo do tal manera que se genera una sucesion digital. Después de pro |
cesarla con una computadora, la sefial digital de salida puede usarse para construir uma |
nueva sefial de tiempo continuo, por ejemplo, utilizando un dispositivo de muestreoy |
retencion, y ésta a su vez, puede usarse para controlar una fabrica o un proceso. Lcs |
aparatos de proceso de sefiales digitales han tenido un gran impacto en muchas éress |
de la ingenieria, asi como en el hogar. Por ejemplo, muchos lectores habran escuchado |
la calidad de reproduccién significativamente perfeccionada de los discos compactos |
de musica, los cuales operan usando tecnologia digital.

En el capitulo 2 vimos que la transformada de l.aplace es una valiosa ayudo |
en el analisis de sistemas de tiempo continuo, y en este capitulo desarrollamos I, |
transformada z, la cual realiza la misma tarea para sistemas de tiempo discreto |
Introducimos la transformada en conexidn con la solucion de ecuaciones en diferen-I
cia.s y después mostramos cdmo las ecuaciones en diferencias surgen como modelo? |
de sistemas discretos en el tiempo.

El capitulo incluye dos aplicaciones a la ingenieria. La primera es en el disefio |
de filtros digitales y destaca una de las principales aplicaciones de los métodos 1
transformadas como una herramienta de disefio. Puede esperarse que, siempre qu: |
esté involucrado el muestreo. aumente la eficiencia si la lazon de! muestreo creoi.l
Los ingenieros han encontrado que esto no es suficiente y la segunda aplicacion!
trata con algunos de los problemas que han encontrado. Esto nos lleva a la intro-1
duccién del concepto umficador de la transformada la cual unifica las teoria» |
de las transformadas de Laplacc y z.

La transformada z

Como las transformadas z se relacionan con las sucesiones, primero revisamos \i
notacién asociada con las sucesiones, que fueron consideradas con mayor detall«
en el capitulo 7 del libro Modern Engineering Maihemutics. Lina sucesion finiu
{**}J es un conjunto ordenado de n + 1 nameros reales o complejos

i*t)o = {*o. *i. x26... , xn)
Observamos que el conjunto de nimeros esta ordenado, asi que la posicidn enhl
sucesion es importante. La posicién estd identificada con el indice de posicion¢,1
donde k es un entero. Si el nimero de elementos del conjunto es infinito tenemos
entonces una sucesion infinita

{**}0 = fon v, x2x ... }
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Cuando tratamos con muestras de funciones en el tiempo /. es necesario contar con-
medios que nos permitan tener | < 0. Para hacer esto, permitimos que la sucesion de
nameros se extienda al infinito en ambos sentidos de la posicién inicial .i0y escribirnos

{**}”_ :,{”.,)(2')(””\0l *2_._}

Las sucesiones {v*}* para las cuales xk = 0 (k < 0) son llamadas sucesiones
causales por analogia con las funciones causales de tiempo continuo defin-
idas en la seccidn 2.2.1 como

Mientras que para algunas sucesiones finitas es posible, especificar la sucesién
haciendo una lista de todos los elementos del conjunto, lo normal es que una
sucesion este especificada por una formula de su elemento general xk.

Definicion y nutacidn

La transformada z de una sucesion esta definida, en general,
como
(3.1)

siempre que exista la sumatoria y donde z es una variable compleja
todavia indefinida.

El proceso de aplicar la transformada 7 a una sucesion produce una funcidén
de variable compleja z, cuya forma depende de la propia sucesién. El simbolo ££
denota el operador transformada z, que cuando opera sobre la sucesién % trans-
forma esta ultima en la funcidn X(z) de la variable compleja z. Es usual referirse
a {a:3, X{z) como el par de transformadas z que algunas vcccs se escribe como
{xk} <» X(z). Observamos la similitud con la obtenciéon de la transformada de
Laplace de una funcion en la seccion 2.2.1. Ln la seccién 3.7, estudiaremos la
relacion entre las transformadas de Laplace y z.

Para sucesiones que soncausales, €sto es,

xk=0 {k < 0)
la transformada z dada en (3.1) se reduce a

X{Xk\o =*(2) = ¢ i¢
i2
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En este capitulo estaremos interesados en las sucesiones causales y por tanto
la definicion dada en (3.2) sera la que usaremos de aqui en adelante. A partir ce
ahora usaremos {xa} para denotar « Sin embargo, las sucesiones no causales
son de importancia y surgen de manera particular en los campos de procesamiento
digital de imagenes entre otrus.

EJEMPLO 3.1 Determine la transformada z de la sucesion
1={% (k* 0)
Solucién A partir de la definicion (3.2),

«n-iS-ZgJ

gque reconocemos como una serie geométrica, con razébn comun r - 2!z entre |
términos sucesivos. Asi la serie converge para |z| > 2, cuando

. -(2/z2)* _ 1
my | imoR T T
llegando a
2} = — t (\z| > 2) (33
asi que
= 2>
X(z) = in

es un ejemplo de par de transformadas z.

Del ejemplo 3.1, vemos que la transformada z de la sucesion {2*} existe 9
restringimos la variable compleja z de manera que esté fuera del circulo |z| =2
en el plano 2. Desde otro punto de vista, la funcién

X{2)=ih  (]z|>2)

puede pensarse como una funcion generadora de la sucesidn {2a}, en el sentido
de que el coeficiente de z *en la expansion de X(z) en potencias de 1ljz generad
(-ésimo termino de la sucesion {2*}. Esto se puede verificar facilmente, ya que

z-2 1-2/z V 1)
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Solucién
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y puesto que |z| > 2, podemos expandir como

AN

y vemos que el coeficiente de z~* es, en verdad, 2*, como se esperaba.

Podemos generalizar este resultado (3.3) de una manera obvia para determi-
nar #{<!*}, la transformada r de la sucesion {04}, donde a es una constante real o
compleja. En seguida

mrhj? «*i >i*n

x
asi que
na} ., m >\ (3.4)
Demuestre que
22

m)* = 2J7T (1?21 >

Haciendo a = -j en (3.4), tenemos

(121 > 1

asi que

ar{(-))*}="-j- 0" > 5

Otros pares de transformadas z pueden obtenerse de (3.4) mediante deri-
vaciéon formal con respecto a a, que por el momento vemos como un parametro.
Esto da

**{flmate)

llegando a

* _1 - — > -
neary - = B (2> Jal) (25)
En el caso particular a = 1 esto da

Ak} = —2Z - (\2\ > 1) (3.6)
(z-1)
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EJEMPLO 3.3 Encuentre la transformada z de la sucesion

{2k} = {0. 2.4, 6,8, ... }

Solucion A partir de (3.6),

&.{k] - ario. 1,2.3,...} =Y * = —
2m

Usando la definicion (3 1),
AN
W,2,4,6,8t...}20+_2+;4+_6j+§/.» =2y-kt
z ozt oz 2 A 2

asi que

3T{2*} = 2M{Ar} = - % -2 (3.7)1
(z-1)

El ejemplo 3.3 muestra la propiedad de “linealidad” de la transformada z. qe
consideraremos més adelante en la seccion 3.3.1.
1Jna sucesidn de particular importancia es la sucesién del pulso unitario o impulso

£3={1) = {100 ... }

Se sigue directamente de la definicién (3.4) que

#{E*) = 1 39)

3.2.2 Muestreo: una primera introduccion

F.n las aplicaciones a la ingenieria, las sucesiones frecuentemente son generadas por
medio del muestreo de sefiales de tiempo continuo, descritas mediante funcionesf(t)
de una variable / de tiempo continuo. Aqui no discutiremos los métodos de muestreo ce
una sefial, sino que s6lo supondremos que esto es posible en una forma idealizada.

La figura 3.1 ilustra el proceso de muestreo idealizado en el cual una sefi
de tiempo continuo /(/) es mucstreada instantdnea y perfectamente en intervalos
uniformes T, el intervalo de muestreo. El proceso de muestreo idealizado genera
la sucesién

@\KT)} - {/(0), 1(77),f(2T) f(nT\ ... ) 39

Usando la definicién (3.1), podemos aplicar la transformada z a la sucesion (39)
para obtener

i£{AKT)} = <3'10>
*Q Z

siempre que la serie converja. Esta idea es ilustrada simplemente mediante un ejemplo.
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L...

Ki i

Figura 3.1 Muestreo de una sefial en tiempo continuo

EJEMPLO 3.4

S

La sefial f{t) = e'7/(/) es mucstreada en intervalos T. ;Cudl es la transformada z
de la sucesién resultante del muestreo?

Solucion  El muestreo de la funcién causal /(/) genera la sucesion

{/(kT)}

Entonces, usando (3.1),

{1, cr,e2re3r,...

{f(O\f(nf(2T)y mme >f(nT), ... }

,e-"r, ...}

o+ T R(t)

asi que

&.{*ky =

(Ul>e’r) (3.11)

Ls importante observar en el ejemplo 3.4 que la region de convergencia depende

del intervalo de muestreo

3.2.3  Ejercicios

1Calcule la transformada z de las siguientes sucesiones,
estableciendo, en cada caso, la regién de convergencia.

@ {3 (3%} © {2}
id) H2*)} () {3l9

2 La sefial de tiempo continuo/(/) = e~2% donde o) es una

constante real, es muestreada cuando i ? 0 en interva-
los T. Escriba el término general de la sucesion de
muestreo y calcule la transformada z de la sucesion.
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3.3 Propiedades de la transformada z

En esta seccion establecemos las propiedades bésicas de la transformada z que ns
permitiran encontrar mas pares de transformadas z sin tener que calcularlas
directamente usando la definicién.

3.3.1 La propiedad de linealidad

EJEMPLO 3.5

Solucion

Como para la transformada de Laplace, una propiedad fundamental de la transfor-
mada z es su linealidad, que se puede expresar como sigue.

Si {*} vy i»i son sucesiones que tienen transformadas z {v} y %%
respectivamente y si ay p son constantes reales o complejas cuales
quiera, entonces (312

+m = SMI+w fi =aX(z) +5Y@

Como una consecuencia de esta propiedad, decimos que el operador transformada
z, i2f, es un operador lineal. Una prueba de la propiedad se sigue directamente c&
la definicién (3.4) ya que

Xicttt+pyt} =+ S «ilti =a = A =fityi
kO 2 %02 *0 2

aX(z) + ftY(z2)

La region de existencia de la transformada z, en el plano z, de la combinacion
lineal serd la interseccion de las regiones de existencia (esto es, la region comin
de ambas) de las transformadas z individuales X(z) y Y(2).

La funcion de tiempo continuo f(t) = eos cor Hif), con () constante, es muestreada

en el sentido idealizado en intervalos T para generar la sucesion {cos/rft>r{. Deter-

mine la transformada z de la sucesion.

Usando el resultado cus kcoT = 1(ei*'r+ e"j*\r) y la propiedad de linealidad. tenemos
2f{cos ko)T} = \ ‘e ) = [&[Q>kl + VS { M)

Usando (3.7) y observando que [e 7| = |e-**P = | da

j» +\ A~ —r (21 > 1)
e

_1z(z - c~|) + z(z - cK)
"2 z2-(ciw+ c-jaa)z+ 1



PROPIEDADES DE LA TRANSFORMADA Z 225

#BSAINeEeMMMMMMIMIMNNMaMMAHAHMNMMHMMIHMMMIMIM M niiM IIIM IM M M amni

llegando al par de transformadas z

i2T{cosk(0T}— JZ(Z~aswT' ' (z] = 1) (3.13)
zeoswWT+ 1

L)e una manera similar al ejemplo 3.5, podemos verificar el par de transformadas z
2r{scn*<tf7-} = — zsento7~ (|z| > 1) (3.14)
z 2zeos (VT+1

y se deja como ejercicio para el lector (ver el ejercicio 3).

332 La primera propiedad de traslacion (retraso)

En esta seccién y en la siguiente, introducimos dos propiedades relacionando la
transformada z de una sucesion con la transformada z de la version trasladada de
la misma sucesién. En esta seccion consideramos la version de retardo de la sucesion
{**}, denotada por { ¥} con

yk=
Aqui kOes el nimero de pasos en el retardo; por ejemplo, si k0= 2, entonces yk-
VA2, asi que

yo =x2> yi=x\> y-i- xo< v3=

y asi sucesivamente. Asi la sucesion {y4j es simplemente la sucesiéon (*;} movida
hacia atrds o retrasada, en dos pasos. A partir de la definicion (3.1),

k-0 A-0 p=-ko

donde hemos escritop = k - k* Si {xk\ es una sucesion causal, de manera que Xp=0
{p < 0), entonces

- o KM kX

donde X(z) es la transformada z de {**}.
Por tanto tenemos el resultado

E{*** } = 1#{m*»} (3.15)

que se conoce como la primera propiedad de traslaciéon de la transformada z
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Da) i»O0"

O T 27*37* nT | o v (*nen)T

Figura 3.2 Sucesion y su forma recorrida.

Si {V*} representa la forma muestral, con intervalo de muestreo uniforme 72 |
la sefial continua M) entonces { *} representa la forma muestral de la sefial con
tinua X(t - k*T) que, como se ilustra en la figura 3.2, es la sefial x(t) retrasada por tn
multiplo de A0 del intervalo de muestreo T. El lector encontrard interesante conparar
este resultado con los resultados de las transformadas de Laplace de integrales (216t

EJEMPLO 3.6 La sucesion causal {4 esta generada por
= (*a0)

Determine la transformada z de la sucesion recorrida ({~42}
Solucién  Por la primera propiedad de traslacién,
la cual, usando (3.4), da

*<* > A4AHAT7%«rri7 4 4) '

Podemos confirmar este resultado usando directamente la definicion (3.1). A patr
de esto, y del hecho de que {i*} es una sucesion causal.

%2} {2 X ],y .} {0,0, 1, 26 4nxrxj

Asi,

j-o+o0+i +~ +-id+ ... - Afl+£-+Vi+"I)
z 2z 4z z\ z 4z

4 4 (“4) 44)
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La segunda propiedad de traslacién (avance)

En esta seccion buscamos una relacién entre la transformada z de una version
adelantada de una sucesién y aquella de la sucesion original. Primero considera-
mos un adelanto de un solo paso. Si {y*} es la version adelantada de un solo paso

de la sucesion entonces {V*} estd generada por
= (* "~ 0
Entonces

y haciendo p =k + 1 da

donde X(2) es la transformada z de {*}.
Por tanto, tenemos el resultado

(3.16)

De manera similar se prueba facilmente que para una sucesion con adelanto de dos
pasos {**.2}

B{*%«) = 22(*) - X0 z*i (3.17)

Observamos, por una parte, la similitud de estructura entre (3.16) y (3.17) y aquella
para la transformada de Laplace de la primera y segunda derivadas (seccion 2.3.1).
En general, se prueba facilmente por induccién que para una sucesidn adelantada

k,, pasos

(3.1K)

Fn la seccién 3.5.2 usaremos estos resultados para resolver ecuaciones en diferencias.

Algunas propiedades mas

En esta seccion expondremos algunas propiedades mas de la transformada r dejando
su comprobacion al lector en los ejercicios 9 y 10.
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3.3.5

(i) Multiplicacion por ak
Si 2{xk} = X(z) entonces para una constante a

= X(u'z)

(if) Multiplicaciéon por kn

Si 2Cx¢\ = X{z) entonces para un entero positivo n

Observarnos que en (3.20) el operador -zd/dz significa 'primero
diferenciamos con respecto a z y después multiplicamos por ~z\
Elevar a la potencia n significa ‘repetir la operacion n veces’.

(iii) Teorema del valor inicial

Si {jg} es una sucesidn cuya transformada z es x (z) entonces el teorema
del valor inicial establece que

rIl’m x{z) =*0

(iv) Teorema de valorfinal

Si {xX*} es una sucesion con transformada r X(z) entonces el teorema
del valor final establece que

lim** * 1im (1- 2 ""StCZ)

siempre que los polos de (1 - z~)x{z) estén dentro del circulo unitario.

Tabla de transformadas z

(3.19)

(3.20)

(3.21)

(3.22)

Para facilitar el uso de los resultados obtenidos hasta ahora, es Gtil tenerlos en una

sola tabla. Este resumen de transformada se muestra en la figura 3.3.



<4]1)(A»0)
fl (A=0>
~ [0 {k> 0)

(sucesién de pulso unitario)

Xj - i (sucesién escal6n unitario)
xk (a constante)
« k
X - kd'1 (i7constante)
ik= e'# (T*constante)
a; 'weos koJl' (, T constantes)-

Xi - sen kti)T (tf), T constantes)
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Region de existencia

1 Todo s
2
2 4 I-1 > 1
z \z\>\a\
2~a
Ll \z\> 1
(= ir
2 I-l >a
(:-a)2
or lzl>e7
Z e
(SHE~ eos (0f) -1 > 1

: z.sen 01T
7~-2zeos MT+t

Figura 3.3 Tabla breve de las transformadas z.

3.3.fi  Ejercicios

3 Utilice el método del ejemplo 3.5 para comprobar
(3.14). a saber
A{sen)@'uﬁ [ ____Z_S_QD_(_:_O:T_____
Z -2z eos )T+ 1
donde 0) y T son constantes.
4 Utilice la primera propiedad de traslacién para calcu-
lar la transformada z de la sucesion {y*}, con
. 0 (k< 3)
yr =
wr (k& 3)
donde {x*J es causal y Xk - (j)*. Confirme su
resultado por evaluacion directa de 3t{yk] usando la
definicion de la transformada z

5 Determine la transformada z de las sucesiones
(@ {(-5)%

6 Determine (5 )*}. Usando (3.6) obtenga la trans-
formada z de la sucesion {£(5)*}.

(b) (eoskn\

7

10

Demuestre que para una constante a

v Y zsenh ct
{a) A{senhAfiif = —- il
Z - 2zcosha+1

(b) ${cosh kal = -y 2°¢0N@

2zcosh a + 1

Las sucesiones son generadas por muestren de sefiales
causales continuas en el tiempo u(t) (t > 0)en T
intervalos uniformes. Escriba una expresién para wk
el término general de la sucesion, y calcule la trans-
formada z correspondiente cuando «(/) es

(a) e 4 (b) sent (c) cos2r
Demuestre los teoremas de valor inicial y final que

se indican en (3.21) y (3.22).

Pruebe las propiedades de multiplicacién dadas en
(3.19) y (3.20).
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3.4 La transformada z inversa

En esta seccidn consideramos el problema de recuperar una sucesion causal |
a partir del conocimiento de X(2)* su transformada z. Como veremos, el trabajo en |
la inversién de la transformada de Laplace en la seccion 2.2.7 serd un recurso |
valioso para esta tarea.

Formalmente el simbolo 3T|[X(Z)] indica una sucesion causal }cuya

transformada z es X(Z), esto es,

si ~X(s) entonces {xk}- 3tI[X{z)]

Esta correspondencia entre X(z) y {*} es llamada la transformacion inversa z, siendo
{Xk} la transformada inversa de X(z), y el operador transformacién inversa:.
Como en la seccion 2.2.8 para la transformada de Laplace. la forma mas dna
de encontrar la transformada inversa de X(z) es usar una tabla de transformadas como |
la dada en la figura 3.3. Algunas veces es posible escribir la transformada inven
directamente a partir de la tabla, pero es mas frecuente que no, primero es necesario
hacer algunas manipulaciones algebraicas sobre X(z). En particular, frecuentemente
necesitamos determinar la transformada inversa de una expresién racional de la fama
P(2)/Q(2), donde P(z) y Q(z) son polinomios en z. En cada caso el procedimiento,
cuino en el caso de la transformada de Laplace, consiste en desarrollar primero la
expresion o una forma corregida de ella en fracciones parciales y después usar la tala
de transformadas. Ahora ilustraremos el procedimiento a través de algunos ejenplos.

3.4.1 Técnicas de inversion

EJEMPLO 3.7

Solucién

EJEMPLO 3.8

Encuentre
ar

z-2

En la figura 3.3, vemos que z/(z - 2) es un caso especial de la transformada z/(z - a\
con ¢ = 2. Asi

{2*}

Encuentre

ar

(r-1)(r-2)
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Guiados por nuestro trabajo sobre la transformada de Laplace, debemos intentar
descomponer

Y(z) =

en fracciones parciales. Con este método se llega al resultado correcto, como probare-
mos después. Sin embargo, observamos que la mayoria de las entradas en la figura
3.3 contienen un tactor z en el numerador de la transformada. Por tanto, resolvemos

Y{2) |
*oo<x-D)(*-2)

en fracciones parciales, como

GE) =3 _ 3
2 2-2 2-1
asi que

Y(Z) Z-2 2-1

Entonces usando el resultado & \zf{z - a)] = {&*} junto con la propiedad de
linealidad, tenemos

ar'uw i - jri{"-2~ ) -*“(¢2)-* n)
= {2} —{"*} (k* 0)
asi que

arl @-1)z 2 ={2* 1} (k>0) (3.23)

Supongamos que en el ejemplo 3.8 no pensamos mucho y simplemente resolvi-
mos K(z), en vez de Y{z)/z, en fracciones parciales. ;Sera el resultado el mismo? La
respuesta por supuesto es ‘si’, como probaremos ahora. Al desarrollar

Y(Z):(z- 1)(z-2)

en fracciones parciales da

z-2 2 -1

lo que puede escribirse como
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EJEMPLO 3.9

Solucién

Como

2z
371 =2Tfe)_2{2}

se sigue de la primera propiedad de traslacion (3.15) que

A-1

1 2z {2277} (*>0)
z2z2-2 0 (* = 0)

De manera similar,

1z (1A} ={1} (k>0)
zz- 1 0 (* = 0)

Combinando estos dos Ultimos resultados tenernos

ax! 22 3711 2~
22-2 zz-1
{2%-1) (*> 0)
0 (it = 0)

que, como se esperaba, coincide con la respuesta obtenida en el ejemplo 3.8.

Podemos ver que este Gltimo procedimiento, aunque permite llegar al mismo
resultado, involucra un mayor esfuerzo en el uso del teorema de traslacion. Cuando
sea posible, evitaremos esto “extrayendo’ el factor z como en el ejemplo 3.8, peo
por supuesto esto no siempre es posible y debemos recurrir a la propiedad cb
traslacién, como ilustra el siguiente ejemplo.

Encuentre
22+ 1
(z+)(z 3)

En este caso, en el numerador no hay ningun factor z disponible y entonces debens
desarrollar

22+ 1

Y(z) =
@ (*+0(2-3)
en fracciones parciales, con lo que se obtiene

7 1 11 71

Y@ - b b144z 3 4zz+ Thiz-3

Como



EJEMPLO 3.10

Solucién
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érlZ+l {(-in (*> o)

T = * »
7.3 (*»0)

se sigue a partir de la primera propiedad del corrimiento (3.15) que

stz ACHF> (%20

Z2Z+1 O =0
"
o0 Lz oy S (A>0)
22-3 ) =0

Entonces de la propiedad de linealidad

1 2z +_7,I,Z]=11 2"
727+1 £ zz-3

dando

2z +

U+1)(z-3)

233

Fs frecuente el caso de que la funcion racional P(z)IQ(z) que se debe invertir
tenga un término cuadrético en el denominador. Por desgracia, en este caso no hay
nada parecido al primer teorema de traslacion de la transformada de Laplace el
cual, como vimos en la seccion 2.2.9, resultd tan atil en circunstancias similares.
Observando la figura 3.3, las Unicas dos transformadas con términos cuadraticos en
el denominador son aquellas asociadas con las sucesiones {eos;cor} y {senA<ur}.
Fn la préactica estas son dificiles de aplicar en la forma inversa y es mas apropiado
un método de ‘principios primarios’. llustramos esto con dos ejemplos, demostrando
que todo lo que se requiere es la habilidad de manipular los nimeros complejos

en la etapa de descomposicion en fracciones parciales.

Invertir la transformada z

n z)

donde a es una constante real

En vista del factor z en el numerador, desarrollando Y(2)fz en fracciones parciales, da

z\a (ztja)(z-ja) }2a(z-ja) j2a(z +j¢0
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Esto es

Y0 = s
Usando el resultado % '[r/(z —a)] = {tF*}, tenemos
k k
Z-ja

2 .
z+ja

A partir de la relacion e* = eos 0 +j sen O, lefiemos

J = l‘,‘j»/2 J=¢e
asi que
% lja Me%) - {9 - 1ox(cos \kn +jsen£ibe)}

7+jo = {fl&cos \kn - j sen\kn)}

Entonces la propiedad de lincalidad da

ir~1[y(z)] = §:y-(eos ¢Ajc+jsen ;itc - eos \kn +jsen \kiz)

{a 1sen\kn)

Invertir la transformada z

Y(z) =z -z +1

Solucién  El denominador de la transformada puede factorizarse como

En la forma exponencial tenemos \ * ji v3 = el3, asi que el denominador ped
escribirse como

22-7 +1=(z- eJ*)(z - c™n)

Entonces tenemos
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Y(2) 1
7 (2-e3B3)(Z-«i )

la cual puede resolverse en fracciones parciales como

Y<2) 1 | [ 1

2 e -Cco)Kiz-eF1l ei'B-ew z-ejrd
Observando que sen 0 - (C*° - c¢ J*)/j2, esto se reduce a

Y{z) m 1 1 z

z j2sen j7C2-e|R5 j2sen\nz e"R3

1 2 1 Z
V2 H8 [vaz-e M

Usando el resultado ~'[r/(z a)] = {a*}, esto da

iTHY(2)] = = |2 v'isen~C

Concluimos esta seccion con dos ejemplos mas. ilustrando las técnicas de
inversion aplicadas a tipos de transformadas que aparecen con frecuencia.

EJEMPLO 3.12 Fncuentre la sucesion cuya transformada 2 es
A 7'+222+ 1
S — fcN—

Solucion  F(2) es distinta de cualquier transformacion 2 vista en los ejemplos anteriores. Sin
embargo, puede expandirse en series de potencias en 2" como

F(Z)»|+f2+il
2 Z

Usando (3.4), entonces es claro que

ar-'[F(2)]-¢} - {1,2,0 1,0.0,... |

EJEMPLO 3.13 Encuentre  '[G(z)] donde
/i oTi

(z;-$l'-|-ze—ca7)

y ay T son constantes positivas.

cu-)-
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Solucion  Desarrollando en fracciones parciales
G(2) I 1
z z-1 z e
da
(o 73 JE—— -T
zZ- 1 Z-¢€
Usando el resultado 3T 1[z/(z -«)]-{«*}, tenemos
if10X2)] = {1 - e**)) (k> )
En este ejemplo particular, G(z) es la transformada z de una sucesion obtenida
muestreo de una sefial de tiempo continuo
m =1 e-*
en intervalos T.
3.4.2  Ejercicios

11 Invierta las siguientes transformadas r. En cada caso

proporcione el término general de la sucesién. <f) f e 6) (-rife,
(a> jfi (b)JTT @) (r-1)V z+1)
’ Z f) —=-r 13 Encuentre cuando K(z) estd dada por
@) 3iTT ) 4] () —=-1 @ P
/v 1 ILVZ + 2 /(a)' _1+.2 (b) 1+_3__,@
(g)1 (h) z 1z 7z
i . . i 3z + 22+ 525 | t;. 3z
12 Resolviendo primero Y(z)/z en fracciones parciales, (©) Vo E (d) ~ +
encuentre 2t~I[Y(z)\ cuando Y(z) estd dada por rs z 8z+ 1
, 223+ 6zi+5z 11 222- 7z+ 7
(C) ~<22z+.) (fy (z-7(2 2
(a) (7=1)(772] (b) (2z+ 1)(r-3)
(@ z 3z+2

<C) (2z+ I)(z- 1) (d) 25 T7TT

(c) -y*-y [Sugerencia: z2+ 1 - (z+j)(z-))]
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Sistemas de tiempo discreto y ecuaciones
en diferencias

En el capitulo 2 se examinaron las técnicas de la transformada de Laplace, primero
como un método para resolver ecuaciones diferenciales, después como una manera de
caracterizar un sistema de tiempo continuo. De hecho, mucho pudo deducirse acerca
del comportamiento del sistema y sus propiedades examinando su representaciéon en
el dominio de la transformacion sin buscar para nada respuestas especificas en el do-
minio del tiempo. En esta seccion discutiremos la idea de un sistema lineal de tiempo
discreto y su modelo, una ecuacion en diferencias Después veremos que la transfor-
mada 2 juega un papel analogo al de la transformada de Laplace para tales sistemas
proveyendo una representacion del sistema en el dominio de la transformacion.

Eruiirinntts un diferencias

Primero ilustramos, por medio de un ejemplo, la motivacién para estudiar ecua-
ciones en diferencias.

Supongamos que la sucesion de observaciones jxk} estd siendo grabada y reci-
bimos la observacion xken el paso (tiempo) o indice k. Podriamos intentar procesar
(por ejemplo suavizar o filtrar) esta sucesion de observaciones {¢} usando el sis
tema de retroalimentacion de tiempo discreto ilustrado en la figura 3.4. En el tiempo
k la observacion Xk entra al sistema como una entrada y, después de mezclarse con
la sefial “de retroalimentacién™ en la unién de suma S, continda hacia el bloque D.
Este blogue es un bloque de retardo unitario y su funcién es mantener su sefial de
entrada hasta que el “reloj* avance un paso, al paso k + 1 En este momento la sefial
de entrada sale sin alteraciones convirtiéndose en la sefal el miembro k + 1 de la
sucesion de salida  } Al mismo tiempo esta sefial es regresada hacia atras a traves
del bloque de escala de amplitud a a la unién de suma S. Este proceso es instantaneo
y en S la sefial de reiroaljmentacion es restada de la siguiente observacion de entrada
XM para proveer la siguiente entrada al bloque de retardo D. El proceso se repite en
cada paso del ‘reloj".

Para analizar el sistema, sea {r*} la sucesion de sefiales de entrada a D; entonces,
debido a la accion de retardo de D, tenemos

M = 1K

Figura 3.4 Sistema de procesamiento de sefiales de tiempo discreto.
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EJEMPLO 3.14

Solucién

También, debido a la accién de retroalimentacion
rk=xk ayk

donde a es la ganancia de retroalimentacion. Combinando estas dos expresion«
se obtiene

JVh =**_ ayt

y*l+ (3249

La ecuacién (3.24) es un ejemplo de una ecuacién en diferencias de primer ordeny
relaciona miembros consecutivos de la sucesion {yk} y la sucesion de entrada (%%}

Una solucién de la ecuacion en diferencias (3.24) es una férmula parayhd
término general de la sucesion de salida {y*}, y ésta dependera tanto de K, la sucesion
de entrada (a*) asi como, en este caso, de la ganancia de retroalimentacion.

Encuentre una ecuacién en diferencias para representar al sistema que se indica
en la figura 3.5, que tiene sucesiones de entrada y salida {xk} y {yK} respectivamente,
donde D es el bloque unitario de retardo y ay b son ganancias constantes de raroali-
mentacion.

Figura 3.5 El sistema para el ejemplu 3.14.

Introduciendo sucesiones intermedias de sefiales (*) y {3 como se muestra en
la figura 3.5, en cada paso, las salidas de los bloques de retardo son

VA = Wk (32

«V =H 32)
y en la union de suma

rk=xk- avk+ byk (327
L)e (3.25),

yNi = vM

que al usar (3.26) da

3V2= Kk
Al sustituir rkde (3.27) se obtiene

y>2=xk m +hyt
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gue usando (3.25) se convierte en
3W ~xk- ayM + by,
Reorganizando esto da
yitl + ayM - byk =xk (3.28)

la ecuacion en diferencias que representa el sistema.

La ecuacidn en diferencias (3.28) es un ejemplo de una ecuacion en diferen-
cias lineal con coeficientes constantes de segundo orden, y existen fuertes simili-
tudes entre ésta y una ecuacion diferencial lineal con coeficientes constantes de
segundo orden. Fs de segundo orden porque el termino involucrado en el mayor
corrimiento de la sucesion {yk} es el término en yK2>o que implica un corrimiento
de dos pasos. Como se demostré en el ejemplo 3.14, el grado del corrimiento, o
el orden de la ecuacién, estd estrechamente relacionado con el nimero de bloques
de retardo en el diagrama de bloques.

3.5.2 La solucién de ecuaciones en diferencias

EJEMPLO 3.15

Solucion

Las ecuaciones en diferencias surgen de diferentes maneras, algunas veces del
modelado directo de sistemas en tiempo discreto o como una aproximacion de una
ecuacion diferencial que describe el comportamiento de un sistema modelado como
un sistema de tiempo continuo. No discutiremos mas esto aqui; mas bien nos restrin-
giremos a la técnica de solucion pero en los ejercicios seran claros los ejemplos de
aplicaciones. El método de la transformada z estd basado en la segunda propiedad
de traslacion (seccién 3.3.3), y emerge rapidamente como una técnica casi idéntica al
método de la transformada de Laplace para ecuaciones diferenciales ordinarias intro-
ducidas en la seccién 2.3.3. Introduciremos el método por medio de un ejemplo.

Si en el ejemplo 3.14, a= 1, b = 2 y la sucesién de entrada {*} es la sucesion
escalén unitario {1}, resuelva la ecuacion en diferencias resultante (3.28).

Sustituyendo para a, b y {©} en (3.28) llegamos a la ecuacién en diferencias
WV2+y*l - =1 (k-=>0) (3.29)
Aplicando la transformada z en (3.29) da
A4V, - 2y =£{1,1,1,...}

que, usando la propiedad de linealidad y el resultado 1) - z/(z- 1), puede escribirse
como
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Usando (3.16) y (3.17) se obtiene
[22Y(2) - z30- zy{\ + [2Y(2) - 2um - 2Y(2)
que al reorganizar es
(zZ7+z - 2)Y(2) = j~-j- + 230+ z(y\ +y0 (330)

Para seguir adelante necesitamos mas informacidn; a saber, el primero y segundo
términos yOy v, de la sucesion solucién [yk}. Sin esta informacién adicional, ro
podemos encontrar una solucién Unica. Como vimos en la seccion 2.3.3, eslu e
comparable con el uso del método de la transformada de Laplace para resolver
ecuaciones diferenciales de segundo orden, donde se requieren los valores de la
solucién y su primera derivada en el tiempo / = 0.

Supongamos que sabemos (0 son dados) que

y0= 0, yx=1
Entonces (3.30) se convierte en

21z-2)Y2)=z+

+2z- DY@ =z+j—r
y resolviendo para Y(z) da

Y(2)

= + A , AN (331)
@Z+2)(z- 1) @+2)z- )" (2+2)@z- 1)

Para obtener la sucesion solucidon {y*}, debemos tomar la transformada inversa ¢
(3.31). Procediendo corno en la seccion 3.4, se descompone Y(2)/z en fracciones pa-
ciales como

Y(2) z 1z 21 2

z (z+2)(z- D2 3(@z-12 9z-1 9z+2
y asi

v 1oz 2 z 2 1
(2) _5'(2_—3+5z- | 9242

Usando los resultados .~ _I[z/(z - &)] - {i™}y 3Tlfz/(z - 1) - {k} de la figura 33
obtenemos

3= Vk+\-|(-2y> (*3>0)

como la sucesidn solucién para la ecuacion en diferencias que satisface las co+
diciones y0= 0y yx= 1.
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El método adoptado en el ejemplo 3.15 se llama el método de la transformada
6para resolver ecuaciones en diferencias lineales con coeficientes constantes, y es
analogo al método de la transformada de Laplace para resolver ecuaciones diferen-
ciales lineales con coeficientes constantes.

Para concluir esta seccion se dan dos ejemplos mas para ayudar a consolidar
la comprension del método.

EJEMPLO 3.16 Resuelva la ecuacién en diferencias
8 MR- 6V +yk- 9 (k™ 0)
sabiendo queyQ—1yyx= 5.

Solucion  Aplicando la transformada z
- 6S’0Ov,} + ${yk} = 9#{1}
Usando (3.16) y (3.17) y el resultado ££{1} - zi(z - 1) da
K[7*Y(z) - z&0- ry,] 6[zY(z) zy0]l + Y(z) =
que reorganizando llega a
(8z1-6 z + 1)Y(z) ~ 8z% () + 8zyj - 6zy0+
Sabiendo que yOo= 1y y{- 5, asi

(8z2-6 z + 1)Y(z) = 822+ 6z +

Y(z) _ 8z+ 6 9
2 (4z- 1)(2z- 1) (4z- 1)(2z- 1)(z —1)
z +3 9
= [ +

(z )(z-i) (z-\)(z-B(z-1)

Resolviendo en fracciones parciales da
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Usando el resultado & 1{z/(z - a)} - {aA de la figura 3.3, aplicamos la transfor-
mada inversa para obtener

= f2(i)* 4 (]/+3} (*3=0)

como la solucién requerida.

EJEMPLO 3.17 Resuelva la ecuacién en diferencias
WVi+2,=0 (k3 0)
sabiendo que V0= 1 y Y\ = y2.

Solucién  Aplicando la transformada z
[z*m +272)=o0
y sustituyendo los valores dados de yOy y, se obtiene

Y@ - 22 V22 +2T(2)=0

(z?+ 2)f(2) = z22f v
Resolviendo K(z)/z en fracciones parciales da
Y(z)_z+<2 Z+ V2
2 742 (2+jw)(z-jw)
Siguiendo el modelo adoptado en el ejemplo 3.13, escribimos
jy2=0cC* —jv2 = W2~ .a

YW -+V2 . (+Dh2 @ plj2
r (z-v2e"A(r ,2e*3')) z-"e ¥2 z-wv2e'"i

Asi

(-1

K@) =i (1 +]) v oz 2e 2

7- V2el"

que aplicando la transformada inversa da
o 'B=| " | (1+))eEL- d - j)dito/iJ

= {2*'7(cos jfoi + senjArt)} (¢”0)

como la solucién requerida.
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La solucién encontrada en el ejemplo 3.17 es una sucesién con valores reales,

y esto no es una sorpresa ya que la ecuaciéon en diferencias dada y los valoresy0Oy y\

“al empezar” involucran s6lo nimeros reales. Lsta observacién proporciona una veri-

ficacion atil en el dlgebra cuando hay fracciones parciales complejas involucradas.

3.5.3 Ejercicios

14 Encuentre las ecuaciones en diferencias que represen-
tan a los sistemas de tiempo discreto que se muestran
en la figura 3.6

Figura 3.6 HI sistema para el ejercicio 14.

15 Usando los métodos de la transformada z, resuelva
las siguientes ecuaciones en diferencias.

@ yM - 2y* + y*=0 sujetaay0=0,y, - 1

(b) JW - -9~ =0 sujetaayd=2,y, =1
(c) yM + = <sujetaay0=0,y, - 1

(d) 2yn2- 5y*, - 3y* = 0 sujeta ay0=3,y, =2
16 Usando los métodos de la transformada z, resuelva
las siguientes ecuaciones en diferencias:

(@ 6yM + SyM - y* = 5 sujeta ay0=y, = 0

(b) y*®2 “ 5>'ui +6>a - 5 sujetaay0=0.y,=1
© y.2 ~ Sy™i + 6y,
(<9 yn2 ~ 3y«., +3y,,
©) 2y,@ 3yni-2y, =6n+ lsujetaay, =1y, =2

(i)" sujeta ay0=y, =0

| sujeta ay0= 1,y, =0

(f) JIW - 4y*= 3« - 5sujetaayd=y, =0

17 El capital inicial y el gasto de una persona durante
uu afio dado k son denotados por Cky Ekrespecti-
vamente, y satisfacen las ecuaciones en diferencias

G*i = 1.5Ck—Ek
EkH = 0.21C* + 0.5Ek

(@ Demuestre que eventualineute el capital de la
persona crece al 20% por afio

(b) Si el capital al principio del afio 1es £6000 y
el gasto durante el afio 1es £3720, encuentre el afio
en el cual el gasto es minimo y el capital al prin-
cipio de ese afio.

18 La dindmica de un sistema de tiempo discreto esta

determinada por la ecuacion en diferencias

5'm + 6yA- wr
Determine la respuesta del sistema a la entrada de
escalon unitario

0o (k<
1 A>0

dado queyo=y, = 1.

19 Como un primer intento por modelar la economia

nacional, se supone que los ingresos nacionales /*
en el afio k estan dados por

A=C+Pt+ &
donde Ckes el gasto del consumidor, Pkes la inver-
sion privada y Gkes el gasto del gobierno. También
se supone que el gasto del consumidor es proporcional
al ingreso nacional en el afio anterior, asi que

Ck=aikl o< ax<x 1
También se supone que la inversion privada es pro-
porcional al cambio del gasto del consumidor respecto
al afio anterior, asi que

pt=b(Ct- cv,) ((></>«; 1)
Demuestre que bajo estas suposiciones el ingreso
nacional Ik estd determinado por la ecuacién en
diferencias

P - 2\ +blkx+ ablt = Gd2
Si a —ijl, b = 1, el gasto del gobierno es constante
(esto es, Gk= G para todo k) e /0= 2G,/, = 3G,
demuestre que
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A=2[1 + (\f2sen jkn)G (a) Demuestre que esto puede escribirse como
Discuta lo que pasa conforme k ->2 A*2 _ 2 cosh«l,» + /,=0 N- 2
20 La ecuacicSn en diferencias para la corriente en cierta donde
red de escalera de :Vmallas es
o a = cosh
riAil + - A » - A)=0
(0~ n N - 7) (b) Resolviendo la ecuacién en (a), demuestre que
donde A es la corriente en el (/i + I)-ésima malla y /,senhNa  rosenh {N- 1) 2 v
y R?son resistencias constantes scnhnr '

3.6

3.6.1

Sistemas lineales discretos: caracterizacion

En esta seccidn examinamos el concepto de sistema lineal en tiempo discreto y su |
modelo en ecuacién en diferencias. Veremos que las ideas desarrolladas en d |
capitulo 2 para el modelado de sistemas en tiempo continuo se pueden aplicar
a sistemas de tiempo discreto, y que la transformada z es la clave para entender

tales sistemas.

Funciones z de transferencia

Fn la seccién 2.6, cuando consideramos sistemas lineales en tiempo continuo mode-
lados por ecuaciones diferenciales, introducimos el concepto de funcién de trans-
ferencia del sistema (Laplacc). Esta es una herramienta poderosa en la descripcién ce
tales sistemas, ya que contiene toda la informacion sobre la estabilidad del sistemay
también provee un método para calcular la respuesta a tina sefial de entrada arbitraria
usando la integral de convolucion. Fn el mismo sentido, podemos identificar la
funcion z de transferencia para un sistema lineal en tiempo discreto invariante en
el tiempo modelado por una ecuacidn en diferencias, y podemos llegar a resultados
analogos a los del capitulo 2

Consideremos la ecuacion en diferencias general lineal con coeficientes cons-
tantes, modelo de un sistema lineal invariante en el tiempo, con sucesién de entrada
{uk} y sucesion de salida {j*}. Ambas {4} and £*{ son sucesiones causales siempre.
Tal modelo de ecuacién en diferencias torna la forma

+tfn-iJW, + a» 2>W 2+ eee + doyk
- b UKM+ Vv o tw . »titW i o+ . e+ Vo* (3.32)
donde k*? 0y n, m (con n > m) son enteros positivos y las a(y btson constantes.
La ecuacion en diferencias (3.32) difiere de los ejemplos considerados en la seccion
3.5 en la posibilidad de que también estan permitidos términos con retardo en la

sucesién de entrada jwA. El orden de la ecuacién en diferencias es n si 0y
para que el sistema sea fisicamente realizable n > m
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Solucién
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Suponiendo que el sistema esta inicialmente en estado de reposo, aplicamos
la transformada z en todo (3.32) para obtener
(a 2'-'+... +a,)Y(2) = (" + + ... + hQU(2)

donde Y{7) = &{yK] y U(z) = 4T{«A. El sistema discreto o la funcion z de transferen-
cia G(z) estd definida como

76=M - t fr 33

y normalmente se reorganiza (dividiendo el numerador y el denominador entre an)
de manera que el coeficiente de z” en el denominador sea 1 Al deducir G(z) de esta
forma, hemos supuesto que el sistema estaba inicialmente en estado de reposo.
Esta suposicion ciertamente es valida para el sistema (3.32) si

yo:y\ = o.o-y*ﬂ)~ 0
uw=w-=... =u,,.1=0

Sin embargo, este no es el fin de la historia, y usaremos el término “reposo” para
decir que ningln valor distinto de cero esta almacenado en los elementos de

retardo antes del tiempo inicial.

Escribiendo
P(z) - bmxm+ Vi*" ' " eee+ 0
Q(z) = Uen+ +e..+ 0

la funcion de transferencia discreta puede expresarse como

@)= i

Como en el modelo continuo de la seccién 2.6.1, la ecuaciéon Q(z) = 0 es llamada
la ecuacion caracteristica del sistema discreto, su orden n determina el orden del
sistema y sus raices se llaman los polos de la funcién de transferencia discreta.
Asimismo, las raices de P(z) = 0 se conocen como los ceros de la funcién de
transferencia discreta.

Dibuje un diagrama de bloque para representar el sistema modelado por la ecuacién
en diferencias

y»i + - » = o»i 0-34)

y encuentre la funcién z de transferencia correspondiente.

La ecuacidn en diferencias puede pensarse como la relacion entre los miembros
adyacentes de la sucesion solucién {v*}. Asi en cada paso de tiempo k tenemos,
a partir de (3.34),

ykt2 - 1+ )k+ W (3.39)



246 LA TRANSFORMADA Z
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Figura 3.7 (a) Subestructura del diagrama de bloques béasico de segundo orden; (b) representacion en diagrama de

bloques de (3.34).

(@

(b)

Figura 3.0 (a) Subcstructura del diagrama de bloques béasico de segundo orden en el dominio de la transformada,
(b) representaciéon del diagrama de bloque en el dominio de la transformada z de (3.34).

la cual provee una féormula para yk™ que involucra a y* y* y la entrada UK La
estructura mostrada en la figura 3.7(a) ilustra la generacidn de la sucesion {y}a
partir de Ov 2) usando dos bloques de retardo.

Ahora usamos (3.35) como una receta para generar la sucesion {y*2) y aco-
modar la combinacion correcta de sefiales que se forman en cada paso Kk en la
unién de sumas de entrada S de la figura 3.7(a). Lsto lleva a la estructura mostrada
en la figura 3.7(b) que es el diagrama de bloque requerido.

Por supuesto, podemos elaborar un diagrama de bloque en el dominio de la
transformada z usando un proceso semejante. Aplicando la transformada z en todo
(3.34), bajo la suposicion de un estado inicial de reposo, obtenemaos

- Y{2) + 32Y(2) - Y(2 - U(2) (3.36)

22v(z) = -32Y(2) + Y@) + fl(2) (337
En la figura 3.8(a) se muestra que la representacion (3.37) es la versién en el dominio
de la transformada de (3.35), y la estructura basica en el dominio de la transformada
z correspondiente a la estructura en el dominio de tiempo de la figura 3.7(a).

Los bloques de retardo unitario, que estan identificados en la figura 3.7(a) con D
se convierten en elementos “1/z” en el diagrama en el dominio de la transformada
z, de acuerdo con la primera propiedad de traslacion (3.15) donde un ndmero”
de pasos de retardo corresponde a la multiplicacion por z 0.

Ahora es cosa sencilla construir la “sefial*’ transformada z2Y(z) de (3.37) y ao-
modarla para que esté disponible en la entrada de la unién de suma S en la figura
3.8(a). En la figura 3.8(b) se muestra el diagrama de bloques resultante.

La funcién z de transferencia se obtiene enseguida de (3.36) como
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Solucion
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Un sistema esta especificado por su funcion de transferencia z
z—I
G(2) =
Z +3z+2

¢Cudl es el orden n del sistema? ;Puede ser implcmentado usando sélo los n
elementos de retardo? llustrar esto.

Si {ma} y {y*} denotan respectivamente las sucesiones de entrada y de salida del
sistema entonces

G(z) = M =
Uz) z (3r+2
asi que
(z2+3z + 2))'(2 =(z- DU

Aplicando la transformada inversa, obtenemos el modelo de la ecuacion en dife-
rencias correspondiente suponiendo que el sistema esta inicialmenle en estado
de reposo

ym + 3w, + 2yk= UM - uk (3.39)

La ecuacion en diferencias (3.39) tiene el lado derecho mas complicado que la
ecuacién en diferencias (3.34) considerada en el ejemplo 3.18. Esto resulta de la exis-
tencia de términos z en el numerador de la funcion de transferencia. Por definicion el
orden de la ecuacion en diferencias (3.39) es 2. La realizacidn del sistema con dos
bloques de retardo no es obvia, sin embargo, puede conseguirse, como lo ilustraremos
a continuacion

Introducimos una sucesion de sefiales {rk} nueva tal que

2+ 3r+ 2R(2) = U@ (3.40)

donde R(z) =2£{rk}. En otras palabras, {rk} es la salida del sistema cuya funcion
de transferencia es 1/(z2+ 3z + 2).
Multiplicando ambos lados de (3.40) por z obtenemos

2(z2 + 3z + 2)R(2) = zU(2)

(z2+ 3z + 2)zR(z) = zU(2) (3.41)
Restando (3.40) de (3.41) tenemos

(z2+ 3z + 2)zR(2) - (z2+ 3z + 2)R(2) =zU(2) - U(2)
dando

(z2+ 3z + 2)[2/7(2) - R@)] =(z- DC/(2)
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ia)

(h)

9

Figura 3.9 Diagramas de bloque de la transformada z para (a) el sistema (3.40), (b) el sistema (3.39) y (c) k
realizacion en el dominio de tiempo del sistema en el ejemplo 3.19.

EJEMPLO 3.20

Solucién

Finalmente, eligiendo
Y(2) = zR(2) - R(2) (B2
22+ 3z +2)Y(2) =(z- DK

que es la realizacion de la funcién de transferencia dada.

Para construir una realizacion del sistema mediante un diagrama de blogues,
primero construimos una representacién del diagrama de bloque de (3.40) comoeu
la figura 3.9(a). Ahora 'conectamos’ las sefiales apropiadas para generar Y(z) oo+
forme a (3.42) y construir una representacion del sistema dado mediante un diagrama
de blogues. En la figura 3.9(b) se muestra el diagrama de blogues resultante.

Para implementar el sistema, debemos exhibir una estructura realizable fig-
camente en el dominio de tiempo, esto es, una que contenga sélo elementos D
Claramente, como la figura 3.9(b) contiene sélo bloques '1/z\ podemos elaborar
inmediatamente una estructura realizable en el dominio de tiempo como se nmuestra
en la figura 3.9(c) donde, como antes, D es un bloque de retardo unitario.

Un sistema esta especificado por su funcién de transferencia

78+ 0.3z +0.02

Dibuje un diagrama de bloque para ilustrar la realizacion del sistema en el dominio
de tiempo. Encuentre una segunda estructura que también implemento el sistens.

Sabemos que si &{uk] = f{z} y "{y*} = Y(2) son las transformadas z de ks
sucesiones de entrada y de salida respectivamente entonces, por definicién,

_ Y@ =
@ Uiz i +0.3z+0.02 @9
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>'q)

m(r) Ki2)
1/z

(@) (b)
figara 3.10 ia) El diagrama rlc bloque de la transformada r para el sistema del ejemplo 3.20; y (b) la implementacion
el dominio de tiempo de (a).

que puede reescribiise como
(z2+ 0.3z + 0.02)Y{2) - zU{2)

Observamos la presencia del factor z en el lado derecho, seguimos el procedi-
miento del ejemplo 3.19 y consideramos el sistema

{2+ 0.3z + 0.02)R(z) = U{2) (3.44)
Multiplicando ambos lados por z tenemos
(z2+ 0.3z 1 0.02)zR(2) ™ zU{2)

y asf, si la salida K(z) = zR(z) es extraida del diagrama de bloque correspondiente
a (3.44). tenemos la representacion del diagrama de bloque del sistema dado (3.43).
listo esta ilustrado en la figura 3.10(a), con la implementacion correspondiente en
el dominio de tiempo mostrada en la figura 3.10(b).

Para descubrir una segunda forma de implementacion en el dominio de tiempo,
observamos que

G(Zf - z 2 1
z +03z+002 z+02 z+01

Por tanto, podemos escribir
Y U ) (-Lj.-L-Jw .)

asi que
Y(2) =R\(2) - RAz)

donde

2+02Y% (3.459)

H sz 3.45b
RIW =7i6alU2) (3.455)
A partir de (3.45a) tenemos

(z+ 0.2)R,(z) - 2U(2)
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3.6.2
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Figura 3.11 Diagramas de blogue para (8) el subsistema (3.45a), (b) el subsistema (3.45b) y(c*
un diagrama de blogue alternativo para la transformada z para el sistema del ejemplo 3.20.

que puede ser representada por el diagrama de bluque mostrado en la figura 3.1l
Asimismo (3.45b) puede ser representada por el diagrama de bloque mostrado a
la figura 3.1 I(b).

Recordando que Y{z) = - T2r), es claro que el sistema dado puede &
representado y después implementado por el acoplamiento obvio de los dos sb
sistemas representados por (3.45a, b). En la figura 3.11(c) se muestra el diagrama
de bloque resultante de la transformada z. La version en el dominio de tiempose
obtiene reemplazando los bloques “1/z" por Dy las transformadas 1J(2) y Y{2) pr
sus sucesiones correspondientes {uk} y 3 respectivamente.

La respuesta al impulso

En el ejemplo 3.20 vimos que fueron posibles dos construcciones bastante diferentes
para la misma funcién de transferencia G{z), y otras son posibles. Cualquier construc-
cion que se elija de una funcién de transferencia, sin embargo, cuando se le aplicala
misma sucesion de entrada {w*}. producira la misma sucesion de salida [yK]. A,
identificamos la funcion de transferencia de un sistema como un concepto clave, di
lugar de cualquier implcmentacion particular. Esta idea es reforzada cuando conside-
ramos la sucesion de respuesta al impulso para un sistema lineal en tiempo disoeto
invariante en el tiempo, y su papel en sumas de convolucion.
Considere la sucesion

14}-{1,0, 0, ... J
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esto es, la sucesion consiste de un “pulso” simple en k = 0, seguido de una lista
de ceros. Como vimos en la seccion 3.2.1, la transformada z de esta sucesion es
facil de encontrar a partir de la definicion (3.1) como

2{8k) = 1 (3.46)
La sucesion {59 es llamada la sucesion impulso, por analogia con la contraparte
en el tiempo continuo <5(0? la funcion de impulso. La analogia es quizas mas clara
considerando la version transformada (3.46). En anélisis de tiempo continuo, usando
los métodos de la transformada de Laplace, observamos que }= 1y (3.46)
muestra que la “entidad” con transformada z igual a la unidad es la sucesion {8k}.
De hecho, es la propiedad 2£{0k) = | la que hace que la sucesion de impulso sea
tan importante.

Consideremos un sistema con funcion de transferencia G(z), tal que la trans-
formada z, v(z), de la sucesién de salida {y*} correspondiente a una sucesion de
entrada {i”} con transformada z, U(z), es

Y{z) = G(2)U(z) (3.47)
Si la sucesion de entrada {w} es la sucesion de impulso &4 y si el sistema

estd inicialmente en reposo, entonces la sucesion de salida {>"} es llamada la
respuesta al impulso del sistema. Aqui

M 37} = EFz) = G(z2) (3.48)

Esto es, la funcion de transferencia z del sistema es la transformada z de la respuesta
al impulso. De manera alternativa, podemos decir que la respuesta al impulso de un
sistema es la inversa de la transformada z de la funcidn de transferencia del sistema.
Esto se parece a la definicion de la respuesta al impulso para sistemas continuos
dada en la seccion 2.6.3

Sustituyendo (3.48) en (3.47) tenemos

Y(z) = Ys(z2)U(2) (3.49)

Asi la transformada z de la salida del sistema en respuesta a cualquier sucesion de
entrada {ma} es el producto de la transformada de la sucesion de entrada con la
transformada de la respuesta al impulso del sistema. El resultado (3.49) muestra
la relacién fundamental entre los conceptos respuesta al impulso y funcién de trans-
ferencia, y explica porqué la respuesta al impulso (o la funcion de transferencia)
es pensada corno una caracterizacion del sistema. En términos simples, si cualqui

era de estas es conocida entonces tenemos toda la informacion acerca del sistema
para cualquier anélisis que se desee hacer

Encuentre la respuesta al impulso del sistema con funcién de transferencia z,

G(->= ~,f3, 4 »

Usando (3.48),

\AS z
S 2’+3z+2 (z+2)(z+ 1)
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EJEMPLO 3.22

Solucidn

Al desarrollar Ys(z)/z en fracciones parciales da

Ys(2) = 1 1 L
z (z+2)(z+1) " 2+1 z+2

que al invertir da la sucesion de respuesta al impulso

3 =T

{(-H*- (@9} {k=>0)

z+\ z+2

Un sistema tiene una sucesion de respuesta al impulso

&y = - Usy

donde a > 0 es una constante real. ;Cul es la naturaleza de esta respuesta cuando
(a) a= 0.4, (b) a= 1.2? Encuentre la respuesta escalonada del sistema en ambos
€asos.

Cuando a - 0.4

V&i = {04* 05*}
y, como ambas 0.4* —0 conforme A—»coy 0.5a -> 0 conforme A—»cq vemos e
los términos de la sucesion de la respuesta al impulso tienden a cero conforme k -><.

En cambio, cuando a = 1.2, como (1.2)* —» (0 conforme k =  vemos qe
en este caso la sucesion de respuesta al impulso no estd acotada, lo que inplica
que el sistema “explota”.

Para calcular la respuesta escalonada, primero determinamos la funcion ce
transferencia G(z) del sistema, usando (3.48), como

G(@) =Y/z) =3V - 05a}
dando

Gz)=T~a'F 10

La respuesta escalonada del sistema es la repuesta del sistema de la sucesion escalén
unitario {/ig} = {1.1,1,...} que, de la figura 3.3, tiene transformada z

Ahora, de (3.46), la respuesta escalonada estd determinada por

asi que

Y(2) _ z z
z (z-a)(z 1) (z-05)(z-1)

-2 1 L +f-2+-L )-L
a 12-a ¢-05 I aJz- 1
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dando
Y(2)~ z-a 10+(-2*rh;)?r

que al calcular la transformada inversa da la respuesta escalonada como
- ) . i- - 3.50
ey b a<(0.5/+{-2+1 ) (3.50)

Considerando la sucesién de salida (3.50) vemos que cuando a = 0.4, como (0.4)*
—yUconforme k >@(y (0.5)* — 0 conforme k —y @), los términos de la sucesion
de salida tienden al valor constante

-2 + = 0.

0.4 0.3333
En el caso a = 1.2, como (1.2)* —<seconforme K —y  la sucesion de salida no
esta acotada y nuevamente el sistema “explota™

Estabiliil;nl

L1 ejemplo 3.22 ilustré el concepto de estabilidad del sistema para sistemas discretos.
Cuando 0 = 0.4, la respuesta al impulso decae a cero con K creciente, y observamos
que la respuesta escalonada permanece acotada (de hecho, los términos de la sucesién
se aproximan a un valor limite constante). Sin embargo, cuando a = 1.2, la respuesta
al impulso se convierte en no acotada y observamos que la respuesta escalonada
también crece sin limite. De hecho, como vimos para sistemas continuos en la
seccién 2.6.3, un sistema lineal en tiempo discreto con coeficientes constantes es
estable siempre que su respuesta al impulso tienda a cero conforme i —y@ Como
para el caso continuo, podemos relacionar esta definicién con los polos de la
funcion de transferencia del sistema

P

Como vimos en la seccién 3.6.1, los polos del sistema estdn determinados por las
N raices de su ecuacidn caracteristica

Q) =az’+arz’" +...+aQ=0 (3.51)
Por ejemplo, en el ejemplo 3.19 consideramos un sistema con funcidn de transferencia

cuyos polos estan determinados por z2+ 3z + 2 =0, esto es, polosenz =-1y
z =-2. Como la respuesta al impulso es la transformada inversa de i7(z) esperamos
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que este sistema “explote” 0, mas bien, sea inestable porque su sucesion de respuesta |
al impulso puede esperarse que contenga términos de la forma (-1 y*y (-2)\ ninguo |
de los cuales tiende a cero conforme K -» .. (Observamos que el término en (—3)Ai |
explota ni tiende a cero, simplemente alterna entre +1 y -1: sin embargo. (-2/a |
no acotada conforme k —«) En cambio, en el ejemplo 3.20 encontramos |
sistema con funcién de transferencia

0z)=-r -
- +0.3z+0.02

teniendo polos determinados por
Q(z) =27+ 0.3z +0.02 = (z+0.2)(z+0.1)=0

que son polosenz - -0.2 and r =-0.1. Ls claro que este sistema es estable, ya qu
sii respuesta al impulso contiene términos en (-0.2)*y ( 0.1)* ambos de los cuales ]
tienden a cero conforme k —»w.

Estos dos ejemplos ilustrativos dan lugar a polinomios caracteristicos
que son de forma cuadratica y tienen coeficientes reales. En forma mas general.
Q(2) = 0 da lugar a la ecuacién polinomial de orden n con coeficientes reales. A
partir de la teoria de ecuaciones polinomiales sabemos que Q(z) = O tiene // raices
at(/ =1, 2, ..., n) que pueden ser reales o complejas (las raices complejas &
presentan en pares conjugados).

De aqui que la ecuacion caracteristica puede escribirse en la forma

(@) ~anz- a)z- ad ... (z- ap=0 (352

El sistema de polos @, (/ = 1,2, ... , n) determinados por (3.52) puede expresara
en la forma polar

aj = rtew (/ —1,2 n)

donde 0,= 0o nsi ajc$ real. De la interpretacion de la respuesta al impulso cono
la transformada inversa de la funcion de transferencia O(z) - P{2)/Q(z). se sige
que la sucesion de respuesta al impulso del sistema contendra términos en

r{e'*\ r2ej~2, ....

Ya que. para la estabilidad, los términos de la sucesion de respuesta al inpulso
deben tender a cero conforme k —» co, se sigue que un sistema que tiene ecuacion
caracteristica Q(z) = 0 sera estable siempre que

nm< 1 para i- 1.2 n

Por tanto, un sistema lineal en tiempo discreto de coeficientes constantes con fu
cion de transferencia G{z) es estable si y solo si todos los polos de 0(z) estan dentro
del circulo unitario |r| < 1 en el plano complejo z, como se ilustra en la figura 312
Si uno o méas polos estan fuera del circulo unitario entonces el sistema es inesta-
ble. Si uno o mé&s polos distintos estan sobre el circulo unitario |z] = 1. con todos
los otros polos dentro, entonces el sistema se dice que es marglnalmente estable.
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Im(r)

Circulo unitario [r |- |

1 Ke(n

Figura 3.12 Regién de estabilidad en el plano Z

¢Cudles de los siguientes sistemas, especificados por su funcién de transferencia
G(2), son estables?

@) 72 =3+025 (0) ~ )=, , +05 O C@F

(@) El polo simple estd en z - -0.25, asi r]=0.25 < 1, y el sistema es estable.

(h) FI sistema de polos estd determinado por
22- 2+05~[z- 05(1+j)][z- 05(1 j)]=0

cuyos polos son el par conjugado 7, = 0.5(1+j), z2= 0.5(1- j). Las magnitudes
r, =r2=0.707 < |, y nuevamente el sistema es estable.

(c) El sistema de polos esta determinado por
z3- 322+ 25z- 1=(z- 2)[z- 051 +j)][z - 0.5(1 - j)]

cuyos polos son z, = 2, ;- 0.5(1 +j), z3=0.5(1 j), y sus magnitudes son r, = 2,
r/7=r3=0.707. Como r, > 1, se sigue que el sistema es inestable.

De acuerdo con nuestra definicion, se sigue que para probar estabilidad debe
mos probar que todas las raices de la ecuacidn caracteristica

Q@) - zn+ anx™' + ...+ al- 0 (3.53)

estan dentro del circulo unitario |z| = 1 (observamos que por conveniencia liemos
arreglado que el coeficiente de Z" sea unitario en (3.53)), Muchos criterios matematicos
se han desarrollado para probar esta propiedad. Uno de tales métodos, usado am-
pliamente en la practica, es el criterio de estabilidad de Jury introducido por E. I
Jury en 1963 Este procedimiento da condiciones necesarias y suficientes para que la
ecuacion polinomial (3.53) tenga todas sus raices dentro del circulo unitario |z| - 1.
El primer paso en este procedimiento es construir una tabla como la de la
figura 3.13 usando informacién de la ecuacién polinomial dada (3.53) y donde



256 LA TRANSFORMADA Z
aMMwMBBMMIMMMIMMMMW

EJEMPI.O 3.24

Solucidn

Renglon 2" 7- z-1 % z1 hd
1 t «e* ﬂ2 «l ]
2 «Q «-2 O« 1

3 b, 2 v

4 Vv b,-2 A--* A K

5 A2=Co Q c* C-7

6 G4 V2-* @

7 A3=<& <h

8 -4 <u*

2/1-5 . xz

2n-4 . * o)

2li 3 . 2

2/i-2 i N r,

2/1-1

Figura 3.13 Tabla de estabilidad de Jury para la ecuacién polinomial (3.53).

CO An-\~k Cn-2-A
?

tf/i-A O

ro r2

Observamos que los elementos del renglon 2 + 2 son los elementos del rengldn
2j + | escritos en orden inverso paraj - U, 1, 2 esto es, los elementos c&
los renglones pares consisten en los elementos de los renglones impares escritos
en orden inverso. Las condiciones necesarias y suficientes para que la ecuacién
polinomial (3.53) tenga todas sus raices dentro del circulo unitario |z| - 1 estan
dadas por

» 00) >0 (-D"g( )>0 (354
(i) A>0 A>0, A3>0 ..., A2>0, An,>0

Demuestre que todas las raices de la ecuacion polinomial
F(z)=23+ j22- 1*- i =0

estan dentro del circulo unitario |z| = 1.

En la figura 3.14 se muestra la tabla de estabilidad de Jury correspondiente. En este caso
i Fh=1+iT1-¢ >0

(-IW-1) = (-D'(-1 + 3+ i - if) > 0
(i) A,-{S>0. {i22_1 > o
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wnBnMHRmM
Renglon
1
1 1 3 4
1 i
2 12 "4 J
1 - ti ] i i
3 A
i i ﬁ. !.
-Ti 1 12 3 ~i2 4
13 _ 5 S
144 16
5 1“3
2 o 7 1
w2
m -5
7 1“3
£} 144
0.93678

Figura 3.14 Tabla de estabilidad de Jury para el ejemplo 3.24.

Asi, por el criterio (3.54), todas las raices estan dentro del circulo unitario. En este caso
esto se confirma facilmente, ya que el polinomio F(z) puede ser factorizado como

F(2) =(z- J)fr+ 3)0f+ j) &0

Asi las raices son z, =\, z2= y 23= —*,

La tabla de estabilidad de Jury también puede usarse para determinar el nimero
de raices de la ecuacion polinomial (3.53) que estan fuera del circulo unitario. El
nimero de tales raices estd determinado por el nimero de cambios de signo en la
sucesion

Demuestre que la ecuacion polinomial
F(z) =z3- 32 4- . 4

tiene raices que estan fuera del circulo unitario |z| = I. Determine cuantas de tales
raices hay.

En la figura 3.15 se muestra la tabla de estabilidad de Jury correspondiente. Asi,
en este caso

F@=1-3 ,*+1= ,

(-D"F(-1) - (HIH
Como F(I) < 0, se sigue de (3.54) que la ecuacién polinomial tiene raices fuera del
circulo unitario |z| = 1 De la figura 3.15, la sucesion I, A,, A?es |, y como
solo hay un cambio de signo en la sucesion, se sigue que una raiz esta fuera del circulo

unitario. De nuevo esto se confirma rapidamente, ya que F(z) puede ser factorizada
como
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3.6.4

Renglén Hox 2 1 4
1 1 -3 41 %
2 s ) - !
3 Ai "re 1?1

4 2 e M

5 Al = ~h

Figura 3.15 Tabla de eslabilidad de Jury para el ejemplo 3.25.

F) =(z- D@+ ;)z- 3)=0

lo que prueba que existe una raiz fuera del circulo unitario en z = 3.

Convolucion

Aqui extenderemos brevemente el concepto de convolucién introducido en la seccion
2.6.6 para sistemas de tiempo discreto. A partir de (3.45). para un sistema que esta
inicialmente en reposo con sucesion de respuesta al impulso {~} con transformada
Z Yo(2), la transformada z Y(z) de la sucesion de salida {"} en respuesta a uma
sucesion de entrada {«} con transformada z U(z) esta dada por

Y2 - Wz)U{2) (349)
Para resolver un problema particular, la mejor estrategia al determinar {/k) para ua
{uk} dada es invertir el lado derecho de (3.49) como una transformada z ordinaria sin
ninguna consideracion particular sobre su estructura. Sin embargo, para entender nés
acerca de la teoria de sistemas lineales en tiempo discreto, vale la pena explorar
poco més la situacién general. Para hacer esto, regresamos al dominio de tiempo.

Supongamos que un sistema lineal en tiempo discreto invariante en el tiempo
tiene sucesion de respuesta al impulso {ya }, y supongamos que queremos encontrar

la icspuesta del sistema a una sucesion de entrada {ig}, con el sistema inicial-
mente en estado de reposo Primero expresamos la sucesion de entrada

{«*} = {|/0, ((i’ ((bo.o U’J>.o. ) (3_55)
como

{*} = «o{4! + + oo+ linf{$kn} + o-e G35
donde

‘o (k*j
- (K7
1 (A=]))

Fn otras palabras, {5*,} es simplemente una sucesién de impulso con el pulso e
recorrido a A=j. Asi, yendo de (3.55) a (3.56), hemos descompuesto la sucesion
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de entrada {i/4 en una suma con carga de sucesiones de impulso recorridas. Bajo la
suposicién de que el sistema esta inicialmente en reposo, la lincalidad nos permite
expresar la respuesta £#% a la sucesion de entrada { como la suma adecuada con
carga de las respuestas al impulso recorridas. Asi, como la respuesta de impulso es
{"5{}, larespuesta a la sucesion de impulsos recorridos {£* Jsera {y* }, y lares-
puesta alasucesion de impulso con peso Uj\Sk,} serasimplementeu,{yd  }.Sumando
las contribuciones de todas las sucesiones en (3.56) obtenemos

0-*}- <)
>0

como la respuesta del sistema a la sucesion de entrada {ma} Expandiendo (3.57),
tenemos

iyi! = «oi.Vi.} + «i{Vi.} + ... +»{V,} + mm

'"oUVA.y*i>. ’ ooo}
+«i(0- yti v\ }
+ «j{0, o, y», ... , JV ,>men}
+ Uu,i0, 0,0, ...,0,y~, y~, ...}
t

+ oL [fosieiun ft-ésirna

A partir de esta expansidn, encontramos que el /i-ésimo término de la sucesion de
salida esta determinado por

h
y»~" (3.58)
/0
Esto es,
inl = (3.59)

La expresion (3.58) es llamada la suma de convolucion y el resultado (3.59) es
analogo al (2.83) para sistemas continuos.

Un sistema tiene una transformada z

G(z) = J 4

¢Cual es la respuesta escalonada del sistema? Verifique el resultado usando (3.59).
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Solucion

A partir de (3.46), la respuesta escalonada del sistema es
Y(2) - G(2)2 {hk]
donde {hk}= {1, 1, 1, ... } L) la figura 3.3 2t{hk} - z/(i ), asi

Y{z) =
Al desarrollar Y(z)/z en fracciones parciales da
nz) 2 1011
z (z+¢)z- 1) 3z-1 3z+

asi

3z-1 3z+i

Aplicando la transformada inversa se obtiene la respuesta escalonada como

Usando (3.59), primero tenemos que encontrar la respuesta al impulso que, ce
(3.48), esta dada por

i.vsA = x-'[G{z)] - ar 74

asi que

Aplicando {w} como la sucesion escalon imitano {hk\, donde hk- 1 (k ~ 0),
respuesta escalonada puede determinarse a partir de (3.59) como

SR

YO0 J 0 J=1
Reconociendo la suma como la suma de los k + 1 términos de la serie geométrica
con razén comdn - 2, tenemos

R
IV 1-(-2)
B H o

que coincide con la sucesion obtenida por evaluacién directa
El ejemplo 3.26 refuerza el comentario hecho previamente de que el método nis

facil para obtener la respuesta es por inversion directa de (3.32). Sin embargo, (359).
junto con el argumento que conduce a ella, proporciona una gran contribuciéu a
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la comprension sobre como se genera la sucesion de respuesta {yk}. También nos
sirve como una “forma cerrada’l Gtil para la salida del sistema, y los lectores pueden
consultar textos especializados en sefiales y sistemas para una discusion plena. (P.
Kraniauskas, Transforms in Signais and Systems, Addison-Weslcy, Wokingham,
1992)

El lector recordara que empezamos esta seccion sugiriendo que tratariamos de
estudiar las implicaciones de las relaciones entrada salida (3.49), a saber

Y(2) - YAz)U(z)

De hecho exploramos la relacién entrada salida en un dominio de tiempo para un
sistema lineal, y ahora procedemos a vincular este método con nuestro trabajo en
el dominio de la transformada. Por definicion,

rf\ v -k , W . u2. , K.
A0 z 7" Z
Vi(2) = =ttt i, b
A=0 z VA z
asi
Yeu () ~ U+ (U S + +«in, o+ ++--(3.60)

Considerando el fc-csimo término de (3.60), vemos que el coeficiente de z—k es
simplemente

2> A,
i

Sin embargo, por definicidn, como v(z) = Yqz)u (z)< esto es tambiény (k)yes el ¢-ésimo
término de la sucesion de salida, asi que la Ultima es

1>0

como se encontro en (3.59). Asi hemos probado que los métodos en el dominio
de tiempo y en el dominio de la transformada son equivalentes y, ademas, hemos
establecido la transformada z de la suma de eonvolucién como

I’ *
M X A =u(z)m (3.61)
>$
donde
Huk\"MU(2)y &{vk\= v{z)
Haciendo en (3.61) p =k j se prueba que

X Wy = X (3-62)
Jieo fi=0

confirmando que el proceso de eonvolucién es conmutativo.
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3.G.5 Ejercicios

21 Encuentre las funciones de transferencia de cada uno
de los siguientes sistemas de tiempo discreto, dado
que el sistema esta inicialmente en estado de reposo:
(a) YM " tytfi + 2v* = uk
(b) YM IM +2yk- wr, - m
ce) YM - yM + 2y*, +y4- m+ w,

22 Dibuje una representacién en diagrama de blogue
del sistema de tiempo discreto

Ji-2 + + 0.25va= u;
Ahora encuentre una representacion en diagrama de
blogue del sistema

xui + 05v%H + 0255 = uk - OOWH

23 Encuentre la respuesta al impulso para el sistema
con funcién de transferencia z

b -
W B e+ 1 ®) 2 543
5z:-\2z
— (052
© 0.2z 0.08 ( 22- 62+ 8

24 Obtenga la respuesta al impulso para los sistemas
de los ejercicios 21 (a, b).

25 ¢Cudles de los siguientes sistemas son estables?

(@ YyM+ 9 + 2yt- uk

(b) - tytii ~2yk = uk

© 2yM- 2\, v~ uti- uk
@ 2v+ W -yk=ig

© &V = Wi 2wk

26 Utilice el método del ejemplo 3.26 para calcularla
respuesta escalonada del sistema con funcion ce
transferencia

Verifique el resultado con célculo directo.

27 Un sistema de muestren de datos descrito por la
ecuacion en diferencias

yedi - y* = u»
es controlado haciendo la entrada U, proporcional d
error previo de acuerdo con

donde K es una ganancia positiva. Determine el ragp
de valores de K para el cual el sistema es estable
Haciendo K —*, determine la respuesta del sitera
dando y(—v, =0
28 Demuestre que el sistema
Jo+2>ti+2yn=ui[ (n 0)
tiene funcion de transferencia
Diz) =

+2z+ 2

Demuestre que lus polos del sistema son z - -1
yZ- -1 - j. Ahora, demuestre que la respuest
impulso del sistema esta dada por

= ££'1>(2) = 2,2sen \M

3.7 La relacion entre la transformada
de Laplace y la transformada z

A lo largo de este capitulo hemos procurado destacar las similitudes, donde las hay,
entre los resultados en la teoria de la transformada de Laplacc y aquellos para lo
transformada z. En esta seccién veremos con mas detenimiento la relacién enre
estas dos transformadas. En la seccién 3.2.2 introducimos la idea del muestreode
lina sefial de tiempo continuo/(O instantaneamente en intervalos uniformes Tpaa

obtener la sucesion

(363)
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m y-IW

[¢] T 2T ~\T AT 5T 6/ kT t

Figura 3.16 Maestreo de la funcionf(t).

Una manera alternativa de representar esta funcion de muestreo es definir la version
de muestreo de tiempo continuo de/(/) como/(/) donde

/W - X
«0

AnT)S(t-nT) (3.64)

n=0

La representacion (3.64) puede interpretarse como la definicién de un lista de impul-
sos localizados en los puntos de muestreo y pesados con los valores apropiados de
muestreo (como se ilustra en la figura 3.16). Aplicando la transformada de Laplace
de/(/), siguiendo los resultados de la seccion 2.5.10. tenernos

i
si fon £/ (KT)S(i-kT) e~Tdr

*
=¢/(*n S(t-kT) c-"di
AD JO
dando
m/U)} = AKT)ekT
kO

Haciendo el cambio de variable z - en (3.65), llegamos al resultado

(3.66)

donde, como en (3.10), F(z) denota la transformada z de la sucesién {/(kT)). Por
tanto, podemos ver la transformada z de una sucesion de muéstreos en tiempo
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3.8

3.8.1

LA TRANSFORMADA 7

M inm iiiniiiiiin iiiiw.riicwii >rivincew;)riniiiwiiiHTfm Tirm AT MrniTM»WTmviTTrrjnn Trvon Torif iirrirfnren/rirtitfrnrM Trorafii

discreto como la transformada de Laplace de la funcién de tiempo continuo ct
muestreo/(/) con un cambio de vaiiable apropiado

z=¢ell o s=ylnz

En el capitulo 1 vimos que bajo esta transformacion el semiplano izquierdo o
plano s, Re(s) < 0, es mapeado en la region dentro del circulo unitario en el plano
Z, [r] < 1 Esto es consistente con nuestros criterios de estabilidad en los dominios

*yz

Aplicacion a la ingenieria: disefio
de sistemas de tiempo discreto

Un desarrollo importante en muchas areas de la ingenieria moderna es el reem
plazo de aparatos analogicos por digitales. Quiza el ejemplo mas conocido esd
reproductor de discos compactos en donde la transcripcion mecénica seguida por
un procesamiento de sefial analdgica ha sido sustituida por tecnologia dptica y un
procesamiento de sefial digital. Hay otros ejemplos en muchos campos de la inge-
nieria, en particular en donde se emplea control automatico

Filtros analogicos

En el centro de la mayoria de las aplicaciones en el proceso de sefiales estan ls
filtros. Estos tienen el efecto de cambiar el espectro de sefiales de entrada, esto e
las componentes atenuantes de sefiales por una cantidad que depende de la frecuen
cia de la componente. Por ejemplo, un filtro ideal de paso bajo analégico pasa sn
atenuacion todas las componentes de la sefial a frecuencias menores que la fre-
cuencia critica (0 - Ea amplitud de la frecuencia de respuesta |(7(GEOQ)| (e
seccion 2.7) de tal filtro ideal se muestra en la figura 3.17.

Una clase de filtros analdgicos cuya frecuencia de respuesta aproxima aguella
del filtro ideal de paso bajo comprende aquellos conocidos como los filtros e
Butterworth. Ademas de tener caracteristicas “buenas”, estos pueden implemen-

IGTjofilj
1

A O T o)

Figura 3.17 Respuesta de amplitud para un filtro ideal de paso bajo.
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t t
M(0 Cc] -« Cc? v(r)
i | I

Figura 3.1a Red RLC para implemcntar un filtro de Butterworth de segundo orden.

tarse usando una red como la ilustrada en la figura 3.18 para un filtro de segundo
orden.

Se puede probar (ver M. J. Chapman, D. P. Goodall y N C. Steele, Signal
Processing in Electronic Communication, ilorvvood Publishing, Chichester, 1997)
que la funcion de transferencia G,,(S) del filtro de orden n es

G,.(5) - L donde B,.(X) - £ akxk

con
_5 nr eos(r- \)a _n
X_B)é’ ak !1! s:lnm T

Usando estas relaciones, se prueba facilmente que

SO g v Tl (@67

<Wh> - T 5 (3.68)
a'+2a)e5s +20 s +ic
y asi sucesivamente. Haciendo una grafica de las amplitudes de las frecuencias de
respuesta G,,(J(0), se ve claramente que al incrementar n se mejora la aproximacion
de la respuesta del filtro ideal de paso bajo de la figura 3.17.

3.8.2 Disefio de un filtro digital de reemplazo

Supongamos que ahora queremos disefiar un sistema de tiempo discreto que funcione
en muéstreos tomados de una sefial de entrada, esto funcionara de manera similar al
filtro de Butterworth. Supondremos que la sefial de entrada u(t) y la sefal de salida
y(t) de un filtro analdgico son muestradas ambas en los misinos intervalos T para
generar la sucesion de entrada {u(kT)} y la sucesion de salida {y{kT)} respectiva
mente Fs claro que necesitamos especificar qué significa “funciona de manera
similar”. Un este caso, elegiremos como nuestra estrategia de disefio un método que
aparee la sucesion de respuesta al impulso del disefio digital con una sucesion de
muestreo, elegida en los instantes apropiados T de la respuesta al impulso de un
“prototipo” analégico Elegiremos como prototipo uno de los filtros de Butterworth
estudiados en la seccién 3.8.1, aunque hay otras muchas posibilidades.

Seleccionamos como nuestro prototipo el filtro de primer orden, con frecuen-
cia de corte <d. El primer paso es calcular la respuesta al impulso de este filtro. La
funcién de transferencia de Laplace del filtro es
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(0] -
(s) S + (Oc

Asi, a partir de (2.71), la respuesta al impulso se obtiene facilmente corno
h(t) =0Oce ™~ (¢t 0 (369

Después, hacemos el rnuestreo de esta respuesta a intervalos T para generar la
sucesion

{h(kT)) - {Blce“loR}

la cual, aplicando la trasformada z, da

C1{h(kT)}"H (z)-we— Z T
Z-C

Finalmente, elegimos H{z) como la funcién de transferencia de nuestro sistema
digital. Esto significa simplemente que la relacién entrada-salida para el disefio
del sistema digital serd

Y(z) = H{z)U(2)

donde Y(z) y U(2) son las transformadas z de las sucesiones de entrada y sdlich
{y(kT)} y {u{kT)\ respectivamente. Asi, tenemos

oY (2) (37
Ahora estd definido nuestro sistema digital y podemos construir facilmente
modelo de ecuacién en diferencias para el sistema como
- e 1)) = @U(Q)
esto es
zY(z) - enJY(z) - waU(z)

Rajo el supuesto de condiciones iniciales cero, podemos tomar las transformadas
inversas para obtener el modelo de ecuacién en diferencias de primer orden

y(k +1)  emly(k) = da(k + 1) @7

En la figura 3.19 se muestra la elaboracion de un diagrama de bloque de (3.72).

>

Figura 3.19 Diagrama de bloques para el filtro de reemplazo digital, a - kG, /?7=¢
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Desarrollos posibles

El método de disefio que hemos considerado es llamado la técnica de impulso
invariante y es sélo una de muchas técnicas disponibles. El lector interesado puede
ampliar este estudio de varias maneras:

(1) Escriba un programa de computadora para evaluar la sucesion generada por
(3.71) con Oc = 1, y comparela con los valores obtenidos en los instantes de
muestren de la respuesta al impulso (3.69) del filtro prototipo analégico.

(2) Repita el proceso de disefio para el filtro de segundo orden de Butterworth.

(3) Al hacer s —jd) en la funcion de transferencia de Laplace del prototipo, yz =e'¥
en la funcién de transferencias del disefio digital, compare la amplitud de las respues-
tas de frecuencia en ambos casos. Para un explicacion de los resultados obtenidos
vea el capitulo 5.

(4) Una estrategia de disefio alternativo es reemplazar s en la funcion de transfe-
rencia de Laplace con

2z- 1
Tz+ 1

(este es un proceso que utiliza el método de trapecios para aproximar integrales).
Disefie filtros digitales alternativos usando esta técnica.

(5) Demuestre que los filtros disefiados usando cualquiera de estas técnicas seran
estables siempre que el disefio del prototipo sea a su vez estable.

Aplicacion a la ingenieria: el operador
delta y la transformada Q

Introduccién

Ln afios recientes, la razon de muestreo para sistemas digitales ha crecido mucho
y las formulaciones de modelos tradicionales basados en la transformada z han
producido resultados poco satisfactorios en algunas aplicaciones. Esta méas alla de
este texto describir esta situacion en detalle pero es posible dar una introduccion
breve al problema y sugerir un método para la solucion. Para méas detalles ver R.
M. Middlcton y G. C. Goodwin, Digital Control and Estimation. A Unified Appmar.h
(Prentice-llall, Lnglewood Cliffs, NJ,1990) o W | orsythe y R. M. Goodall. Digital
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Control (Macmillan, Londres, 1991). La contribucién de Colin Patcrson al desarrollo
de esta aplicacion es reconocida gratamente.

3.9.2 El operador g u operador de corrimiento y el operador 8

Ln el dominio de tiempo definimos el operador de corrimiento g en términos dcst
efecto en la sucesién {xj como

Esto es, el efecto del operador de corrimiento es mover la sucesién una posicion,

para que el A-ésiino término de la nueva sucesion sea el (k + I)-ésimo término ck
la sucesidn original. Entonces es posible escribir la ecuacién en diferencias

+ 2>Vi +
como

q2>>+ 2qyk+ 5yk- qw, - uk

(g2+ 2q + 5)yk= (g - NHu4 372

Observamos que si hubiéramos aplicado la transformada z de la ecuacién e
diferencias del sistema inicialmcntc en reposo, habriamos obtenido

(22+2z 15)Y(@2) = (z- HU()

Vemos enseguida la correspondencia entre el operador q en el dominio de tienpo
y el operador transformada z, if. )
El siguiente paso es introducir el operador Odefinido como

5- sr

donde A tiene las dimensiones de tiempo y se elige frecuentemente como el periodo
de muestreo T. Observamos que

¥ (@-yk SMoy*
y* A A
en consecuencia si A = T entonces en el limite del muestreo rapido

Resolviendo para g vemos que
g=1+A0
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La ecuacion en diferencias (3.72) puede escribirse entonces como

(@ + AB)1+ 2(1 + AH) + B)yk=[(1 + A5) - Iw*

[(A£)2 | 45> + 8]y* = Adut

o, finalmente, como

[ ¥+ 5= gm*

Construccion de un modelo de sistema en tiempo discreto

Hasta aqui, hemos demostrado simplemente un método de volver a escribir una ecua-
cioén en diferencias en una forma alternativa. Ahora examinaremos las posibles venta-
jas de construir modelos de sistemas en tiempo discreto usandoeloperador <% Para
hacer esto, consideramos un ejemplo particular, en el cual obtenemosdosformas en
tiempo discreto distintas de un filtro de Butterworth de segundo orden, ambas basadas
en el método de transformada bilineal, conocido algunas veces como el método
de Tustin. Este método tienen sus origenes en la aproximacion con trapecios del
proceso de integracion, los detalles completos se dan en M. J. Chapman, D. P. Goodall
y N. C. Steele, Signal Processing in Electronic Communication (Horwood Publishing
Chichestcr, 1997).

El filtro de Butterworth de segundo orden de tiempo continuo con frecuencia
de corle (@- 1se modela, como esta indicado por (3.67), por la ecuacién diferencial

/at+1.414210|f\+h=u(0 (3.73)
donde u(t) es la entrada y y(t) es la respuesta del filtro. Aplicando a todo la trans-
formada de Laplaee, bajo la suposicion de condiciones iniciales de reposo, esto
es, y(0) = (dy/di)(0) - 0, obtenemos la ecuacion transformada

(s21 1.41421s + 1)Y(s) = U{s) (3.74)
Esto representa un sistema estable, ya que los polos del sistema, dados por
s2+ 1.4142h'+ 1- U

estan localizados en s = -0.707 10 £j0.707 10 y, por tanto, estan en el semiplano
izquierdo del plano complejo s.

Ahora buscamos una version en tiempo discreto de la ecuacién diferencial (3.73).
Para hacer esto, primero transformamos (3.74) en el dominio z usando el método de
la transformada bilineal reemplazando 5 por

22-1
Tz\ 1
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La ecuacién (3.74) se convierte entonces en

+ 141421 2

t22+\) Y(@) = i)

[(Q7* + 1.41421 X [T+4)z2+ ((72- 8)Z+ 12- 141421 X (1 + ajv(i

=\T\z2+ 2z + DU(2) €Y
Ahora podemos invertir esta ecuacion transformada para obtener el modelo ene
dominio de tiempo

(ir + 14142 x 'r+4)>V2+ (jr- W+ (]r - 1.41421 x ir+4iy

= \T\ukj + 2um + ut) (37
Para fines ilustrativos, ponemos T = Ois en (3.76) para obtener

4.0732\yM - 7.99500” +3.931 79yk= 0.025 00(«*42 + 2uM + UK

Observamos que las raices de la ecuacién caracteristica tienen médulo cercanos
0.9825, y asi estan bastante cerca de la frontera de estabilidad.
Cuando Y- U.UIs, (3.76) vale

4.007 10yM - 7.999 95yM + 3.992 95yk = 0.000 03(k,®2 + 2uM + i/J

En este caso las raices tienen moédulo de casi 0.9982, y vemos que al aumentar la raan
de muestreo se han movido muy cerca de la frontera de estabilidad y es necesario tefie
una alta precision en jos coeficientes, aumentando el costo de ejecucion.

Un método alternativo de procesamiento implica evitar el paso intermedio &
la obtencion del modelo en el dominio z (3.75) y proceder directamente a uii
representacion en tiempo discreto a partir de (3.73), usando la transformacion

2q 1
S~*Tq\ 1

llegando al mismo resultado que en (3.76). Usando el operador S en lugar
operador de corrimiento ¢, observando que q- 1+ Ad, hacemos la transformacion

2 AS
T2 +AS

o, si T=A la transformacion
20
2 +As8
en (3.74), la cual llega a ser
[S2+ 1.41421 x \6(2 + AS) + ¢(2 + AST]yt (2 + ADY

Observamos que en esta forma es facil ver que en el limite, conforme A 0 (o
es, cuando el muestreo se hace muy radpido) recobramos la ecuacidn diferencial
del modelo original. Reorganizando esta ecuacién, tenemos
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s +
T LAML XA LX) " (s 1ata 21 xgA + X)

(2+AS)2
4(1 + 1.41421 xIA + X )

(3.77)

I’ara fijar la estabilidad es util introducir una variable de transformacién y
asociada con el operador & Esto se logra definiendo yen términos de z como

z-1

La regidn de estabilidad en el plano z |z| < 1, asi se llega a
1+ Ay < I

0.7«)

Esto corresponde a un circulo en el dominio y con centro en (1/A. 0) y radio /A
Conforme A —» 0, vemos que el circulo se expande de tal manera que la region
de estabilidad es todo el semiplano abierto izquierdo, y coincide con la region de
estabilidad para sistemas de tiempo continuo.

Examinemos la localizacion de los polos para los dos casos considerados
previamente, a saber 7'= 0.1 y T=0.01. Con A= T- 0.1, la ecuacién caracteris-
tica tiene la forma

y2+ 141092y + 093178 =0

con raices, que corresponden a los polos del sistema en -0.705 46 + j0.658 87. El
centro de la regién circular de estabilidad estad ahora en 1/0.1 = - 10, con radio 10.
y estas raices se encuentran a una distancia radial de alrededor de 9.3178 del centro.
Observemos que la distancia de los polos a la frontera de estabilidad es ligeramente
menor que 0.7. Los polos del modelo original en tiempo continuo también estaban
casi a esa distancia de la frontera apropiada, y observamos el gran contraste con
nuestro primer modelo discreto, cuando el proceso de discretizacion, él mismo movio
la localizacion de los polos muy cerca de la frontera de estabilidad. En ese modelo la
situacién se volvié critica cuando la razén de mucstrco se incrementé a 7= 0.01. y
los polos se movieron mas cerca de la frontera. Haciendo T - 0.01 en la nueva
formulacion encontramos que la ecuacién caracteristica se convierte en

y2+ 1414 13y i 0.99295 =0

con raices en -0.707 06 1 J0.702 14. L1 circulo de estabilidad esta ahora centrado
en - 100, con radio 100, y la distancia radial de los polos es de alrededor de
99.2954. Asi la distancia a la frontera sigue siendo de alrededor de 0.7. Clara-
mente, en el limite conforme A —0, la localizacién de los polos se convierte en
aquella del modelo de tiempo continuo con el circulo de estabilidad aumentando
hasta llegar a todo el semiplano izquierdo del plano complejo V.
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3.9.4

Figura 3.20 H bloque 5"

Realizacion del disefio

La discusién que hemos realizado sirve para demostrar la utilidad de la formulacién
del operador 5 pero el problema de la implementacién del disefio aln continda.
Ls posible construir un bloque 5- basado en los bloques de retardo o de 1/z, como»
muestra en la figura 3.20. Los sistemas pueden ser realizados usando estas estnic-
turas en cascada, que mediante estudios de simulacion se ha visto que se obtienen
resultados exitosos. Un método alternativo es hacer uso de la forma espacio-estado
del modelo del sistema. Demostramos este método nuevamente para el caso T=QU
cuando, con T= A= 0.01, (3.77) se convierte en

(5¢+ 1.414 135+ 0.99295)y, - (0.0000252+ 0.009305+0.99295)«*  (37%)
Rasados en (3.79a) llegamos a la ecuacién
(S2+ 1.414 135+ 0.992 9S)pt = uk (3.7%)
Definiendo las variables de estado
=P* 2k~ O»

la ecuacién (3.79b) puede ser representada mediante el par de ecuaciones

<5 =
8x» =-0.992 95.ru - 1.414 13***+ uk

Eligiendo
yk=0.992 95pk + 0.009 30Spk + 0.000 0028 pk (37%)

las ecuaciones (3.79b) y (3.79c) son equivalentes a (3.79a). En términos de ks
variables de estado vemos que

yk=0.992 93.v, A+ 0.00912xPk+ 0.000 02«*

Definiendo los vectores x k = [xik x2*t y 8xk=[5r, * la ecuacion (3.79)
puede representarse en la forma matricial como
8xk= 0 ! xk+ 0 (3.809)

0.99295 —1.41413 1
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con
yk= [0.99293 0.009 72]ata + 0.000 02w, (3.80b)

Ahora volvemos a la forma q para implemenlar el sistema Recordando que 8 =
(g - 1)J/A, (3.80a) se convierte en

. r 0 1 o
gxk=xki] =xk+ A *y UK (3.81)
y "0.99295 -1.414 13 1y

quedando (3.80b) igual y donde A - 0.01, en este caso. Las ecuaciones (3.81) y
(3.80b) pueden ser expresadas en la forma de matriz-vector

=** + A[¢(AK™* + bukl
Y = c'(A)pa+ d(A)ut
Esta ecuacion diferencial matricial puede implementarse ahora sin dificultad
usando bloques de retardo estandares, y tiene una forma similar al resultado de aplicar

una discrctizacion de Euler simple al modelo original de tiempo continuo expresado
en la forma espacio-estado.

La transformada 5)

En la seccion 3.9.3 introducimos una variable transformada

z 1

vy = —

El proposito de esto fue permitimos el analisis de la estabilidad de los sistemas des
critos en la forma <€ Ahora definimos una transformada en términos de la transfor-
mada z usando la notacion dada por R. M. Middleton y G. C. Goodwin, Digital
Control and Estimation. A Unified Approach (Prcntice-Hall, Englewood Cliffs, NJ,
1990). Sea {/i} la sucesidn que tiene la transformada z, F(z); entonces la nueva trans-
formada esta dada por

F'Ar) -'fWlwé&ni
_y _ a —
ifo+ar)

T.a transformada S) estd definida formalmente como una pequefia modificacion de
esta forma, como

0(/t)- FAY)=AF' ()= —4 —*
(/1) ) ) iso 1Ay

El propdsito de esta modificacion es permitir la construccion de una teoria unifi-

cada de transformadas que abarca ambos modelos de tiempo continuo y discreto
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en la misma estructura. Estos desarrollos estdn méas alld de los objetivos de este

texto pero los lectores interesados pueden seguirlos en

la referencia antes dada.

Concluimos la discusién con un ejemplo para ilustrar las ideas. La sucesién rampa

jwA} = {¢A} puede obtenerse por muestreo de la funcién en tiempo continuo/(/) =/

en los intervalos A. Esta sucesion tiene transformada z

U(z2)
(z-\y

y la transformada £0 correspondiente es entonces

acANr)y=0 »
y

Observamos que poniendo A = 0yy=sse

de /(/).

3.9.0 Ejercicios

Un sistema de tiempo continuo que tiene entrada w(/) y
salida y(i) esta definido por su funcién de transferencia

1
(i+1)s+2)

Usando los métodos descritos anterionnente, encuen-
tre las formas ij y 6’del modelo del sistema de tiempo
discreto obtenido usando la transformacion

H{(s)

2z-1
s ArFl
donde A es el intervalo de muestreo. Examine la esta-

bilidad del sistema original y la de los sistemas de
tiempo discreto cuando A = 0.1 y A= 0.01.

Use la formula de la ecuacion (U.6K) para obtener la
funcién de transferencia del filtro de Butterworth de
tercer orden con 0)C- 1,y obtenga la forma 6 corres-
pondiente del sistema de tiempo discreto cuando T = A

Realice la sustitucion

*i(0 =yU)
dv (/)
d/

en el ejercicio 29 para obtener la forma espacio-
estado del modelo de sistema,

1(1) = Ax{t) + bu(t)
y{t) = c*x(t) + duft)

32

recupera la transformada de Laplace

La técnica de discreti/.acién de ICuler reemplaza
i+(/) por

V(A + 1)A) -x(kA)
A

Demuestre que esto corresponde al modelo obtenido
previamente con A = A(ti), ¢ = d,0) y d =d(0).

El procedimiento de discrctizacién usado en la sec-
cion 3.9.3 estuvo basado en el método de la trans-
formada bilineal derivado de la aproximacién con
trapecios del proceso de integracion. Una aproxi-
macién alternativa es el procedimiento de Adams-
Hashforth, y se puede demostrar que esto significa
que podemos hacer la transformacion

12 Z-z
A5z +8 1

donde A es el intervalo de muestreo (ver W. Forsythe
y R. M. Goodall, Digital Control, Macmillan, Londres,
1991). Use esta transformacién para discretizar d
sistema dado por

H(s)

S+ 1

cuando A = 0.1 en
(a) la forma z, y
(b) la forma y.
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3.10 Ejercicios de repaso (1-16)

I Lasefial /(/) = tes muestreada en intervalos T paia Calcule la respuesta al impulso y obtenga la trans-
gererar la sucesion [f(KT)}. Demuestre que formada z de esta respuesta cuando se muestrea en
intervalos T.
nmT} (rTZI )2 8 Puede establecerse que si X{z) es la transformada z
1Demuestre que de la sucesion entonces el término general de
L , esa sucesion esta dado por
¥ *sen hg)} = azsenu) @>0) |

Z -2az eos @+a .
* no_ W * y (Z)Zn 1 az
C

3 Demuestre que
., donde Ces cualquier contorno cerrado que contiene
mrit-gxji todas las singularidades de X{z). Si suponemos
) ) que todas las singularidades de X{z) son polos loca-
4Encuentre la respuesta al impulso para el sistema lizados dentro del circulo de radio finito, entonces
oon funcion de transferencia una aplicacion facil del teorema del residuo es pro-
_ bar que
H(z) = -
7--27+ | .. = X[iesiduos de X(2)2'~] en polos de AT(1)]
5Calcule la respuesta escalonada para el sistema con (@) Sea X{z) - ZI(z- @)z b), con ay b reales.
funcion de transferencia ¢Donde estan los polos de X{Z)I Calcule los residuos
de Z~)K(2), y ahora invierta la transformada para
H(z) = obtener {*,}.
(=2 w7 12 (b) Use el método del residuo para encontrar
6 Lh proceso con funcion detransferencia deLaplacc ) £ 1
Hs) - (s + 1) esté encascada con un aparato de 3T1\ . i T =
LT o, ~ - 3) Sz o+t
sostenimiento de orden cero con funcion de trans-
ferencia de Laplacc G(5) = (1 - edT)/s. Entonces la 9 La respuesta al impulso de cierto sistema de tiempo
funcion de transferencia completa es discreto es {(-1/ - 2a}. (Cual es la respuesta al
1-e escalon?
s(s+1) 10 Un sistema de tiempo discreto tiene una funcién de
Escriba H(S) = Ys(s + 1), y encuentre/(/) = JE L(F(s)). transferencia
Muestree /(/) en intervalos T para producir la suce-
sion {/(A)} vy encuentre Hz) =2£{f{KT)). Deduzca ") mati X )
ae Encuentre la respuesta de la sucesion {l,- 1, 0,0,
ew(s) 1FQZ) 11 Demuestre que la respuesta del sistema de segundo
y ahora demuestre que la funcion de transferencia z orden con funcion de transferencia
total para el proceso y el aparato de orden cero es
l-cr (Z_ a)(Z p)
7 e con la entrada (1, la +P), &0, 0, 0, es
7Un sistema tiene funcién de transferencia de (®={10,0,...)
Laplacc Deduzca que la respuesta del sistema

(v+2)(v+3) (z-u)(z-P)
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ESHHI

12

13

a la misma entrada sera
{£3=1{0,1,00, ... }

Un sistema est4 especificado por su funcién de trans-
ferencia de Laplace

HES) ~ (.+ (2 12)
Calcule la respuesta al impulso y*t) - 3}{H(s))t
y demuestre que si esta respuesta es mucstreada en
intervalos T para generar la sucesion {y(;nT)} (n =0,
1.2,...) entonces

D@) = &{ye(M} = 22- ~—2-

m Z-cC

Ahora se construye un sistema de tiempo discreto
de manera que

Y{2) = TDi2)X(2)
donde X(z) es la transformada z de la sucesion de
entrada {*.,} y Y(2) es la sucesion de salida {/,}, con
xn=x{nT) y V,, - y(nT). Demuestre que si T» 0.5s
entonces la ecuacion en diferencias que gobierna al
sistema es

yn2- 0.9744~, + 0.2231ym

=0.5"- 0.4226x,4

Dibuje un diagrama de bloque para el sistema de
tiempo discreto modelado por la ecuacion en dife-
rencias

2 0.9744p,4 + 0.2231p,, = X,

y verifique que la sefial ynJ como se definié antes,
estd generada al tomary,, = 0.5jvi2 - 0A226pni
como salida.

En un sistema de tiempo discreto de control de posi
cién, la posiciény nsatisface la ecuacion en diferencias
- >n+ avn (a constante)
donde vny U, satisfacen las ecuaciones en diferencias
vi\ = v,, + bu,,
U, = kI(x, - y,) - kan (klt k2constantes)
(a) Demuestre que si - 1/4ah y k2= 1ib entonces

la funcién de transferencia z del sistema es

ru) _ 1
X{2) (1-22)2
donde Y(2) - 2t{yn) y X(2) -
(b) Si también XH= A (donde A es una constante),

determine la sucesién de respuesta {y,,} dado que
y9-vy, =0.

(b constante)

rmifwn—wnrwnwismrfmurWMT—  nwwm— w  wnwtmriw WBiwiwrirMrini TiTrnrr

IMOMWR

14 La respuesta escalonada de un sistema de tierpo
continuo esta modelada por la ecuacién diferencial

LE+3"~ +2y=1 (/> 0)

dr at
con y(0) = v(0) = 0. Use la aproximacion en dife
rencias hacia atras

dy N [*->7*1

dr T

dy " y*-2yti+yt,

at2 T2

para probar que esta ecuacion en diferencias puadte
aproximarse por

wv-2vw, >v) +1>Wii L2 i
T2 T

Aplique la transformada z a esta ecuacion en ciferen
cias y demuestre que los polos del sistema estan en

1 1
1+7” 1+271

Deduzca asi que la solucién general es

* S KiT2)* +%(T752) +1

Demuestre que 7= 1 Y. observando que las condiicic-
nes iniciales y(0) = 0y y(0) = 0 implican yO=y., =Q
deduzca que

1
>'m*5

Observe que el método de la transformada 2 pece
ser usado para obtener este resultado si redefinTos
(E{yj = ZJL-icon las modificaciones gro-
piadas para las formulas

Explique por que el procedimiento de cdouo
siempre es estable en teoria, pero observe la locli-
zacion de los polos para T muy pequefia

Por dltimo, verifique que la solucion de la eae
cion diferencial es

v() =\(gZ- 2e-'+ 1)

y trace las gréficas de las soluciones exacta y grod-
mada cuando T=0.1sy T=0.05s.

15 Considere de nuevo la respuesta escalonada del sis-
tema modelado por la ecuacién diferencial
' +3M +2y- 1 (/> 0)

ar o/



ony(0) - y(0) = 0 Luego diseretice mediante el
método de la transformada bilineal, esto es, apli
cando la transformada de Laplace y haciendo la
transformacion

2z-1
donck Tes el intervalo de muestreo. Demuestre que
Ics polos de la funcién de transferencia 7 estan en

-7 2~T
Z~i+7 z2~2+r

Deduzca entonces que la ecuacion general es
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y.i = 0, demuestre que

3 2(-nifeir-u-ng”y
Dibuje las gréficas para ilustrar la solucion exacta y
la solucién aproximada cuando / = O.s y T - 0.05s

16 Demuestre que la transformada z de la version de
muestreo de la sefial /'(/) = t2es

+
FQ) _2(s+ 1A
(z-\y
donde A es el intervalo de muestreo. Verifique
entonces que la transformada S es

L +AINER+AY)
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41 Introduccidn

La representacion de una funcién en la forma de una serie es una practica bastante
comin en matematicas. Probablemente las expansiones mas familiares son las
series de potencias de la forma

AXx) =

n=0

en donde el conjunto base se compone de las funciones potencia
L x, x\ x\ ...,V ...

Por ejemplo, recordemos que la funcion exponencial puede ser representada por
la serie infinita



Con bastante frecuencia hay ventajas al expandir una funcién en tales series, yaijt|
es facil trabajar con unos pocos de los primeros términos para una buena apnri-I
macion. Por ejemplo puede aplicarse integracién o derivacion término a temnaB
0 se pueden hacer aproximaciones adecuadas.

i.as funciones potencia son s6lo un ejemplo de un conjunto base para la expao-|
sion de funciones: se pueden utilizar muchos otros conjuntos base. En particular.taifl
serie de Fourier es una expansion de una funcion periddica/(O de periodo T=2dIU
en la que el conjunto base es el conjunto de funciones seno, obteniéndose una rgreB
scntacion expandida de la forma

/(/) = A0+ £ Ansen (ncot + <y
p=|

A pesar de que la idea de expandir una funcién en la forma de una serie de este tipofum
usada por Bernoulli. D'Alembcrt y Euler (1750) para resolver problemas asociadosiiiB
la vibracién de un resorte, fue ioseph Fourier (1768-1830) quien desarrollé el métoi'B
hasta un nivel en el que es Util en casos mas generales. Fourier, un fisico fraaB
estaba interesado en los problemas de flujo de calor: dada una temperatura inicialal
todos los puntos de una region, estd interesado en determinar el cambio en ladsa-g§
bucidn de la temperatura a través del tiempo. Cuando Fouriei postuld en 1807 queifill

funcion arbitraria./(/) puede ser representada por una serie trigonométrica de lafonal

y (A. eos nkx + Bnsen nkx)

«-0
el resultado fue considerado tan sorprendente que encontrd oposicién considerable
los principales matematicos de su tiempo, principalmente de l.aplace, Poissony.e
especial, de Lagrange, a quien se considera como uno de los grandes matemética»
todos los tiempos. Cuestionaban su trabajo por su falta de rigor y probablementetn
esta oposicion la que retrasd la publicacién del trabajo de Fourier, su texto dgkd
Théorie Anafytique de la Chaleur (Teoria analitica del calor) no aparecié hesta I&
Este texto se convirtié desde entonces en la fuente para los métodos modernos dat
solucidn de problemas practicos asociados con ecuaciones diferenciales parciales'# |
tas a condiciones de frontera dadas. Ademas del flujo de calor, esta clase de pdbeai 1
incluye vibraciones estructurales, propagacion de ondas y difusion. La tareadcdti |
trabajo de Fourier un mayor rigor matematico fue emprendida mas tarde por Dik(j |
(1830) y subsecuentemente por Riemann, su sucesor en la Universidad de Qitiog

Ademas de su uso en la solucion de problemas con valores en la fronteraaws |
dos con ecuaciones diferenciales parciales, el andlisis de las series de Fouica |
central en muchas otras aplicaciones en ingenieria. En el capitulo 2 se viofio» [
determinar facilmente la respuesta de frecuencia de un sistema dindmico modeiadsl |
una ecuacién diferencial lineal con coeficientes constantes, y el papel que jusp
en el andlisis del sistema como en su disefio. En tales casos la respuesta de frecuail
que es la respuesta en estado estacionario de una sefial de entrada senoidal;!sali
también es una senoide que tiene la misma frecuencia que la sefial de entraca. G>B



EXPANSION EN SERIE DE FOURIER 281

se menciond en la seccién 2.5.6, las funciones periddicas, que no son senoidales puras,
aparecen con frecuencia en las sefiales de entrada de las aplicaciones en ingenieria, en
particular en ingenieria eléctrica, ya que muchas fuentes eléctricas de importancia prac-
tica. como son los rectificadores electronicos, generan ondas periédicas no senoidales.
Las series de Fourier proporcionan la herramienta ideal para analizar la respuesta en
estado estacionario para tales sefiales periddicas de entrada, ya que nos permiten
representar las sefiales como sumas infinitas de senoides. Entonces la respuesta en
estado estacionario debida a cada senoide puede ser determinada como en la seccion
2.7 vy, debido al caracter lineal del sistema, la respuesta en estado estacionario deseada
puede determinarse como la suma de respuestas individuales. Como la expansién en
serie de Fourier consistira de senoides con frecuencias n(0 que son multiplos de la
frecuencia code la sefial de entrada, la respuesta en estado estacionario también tendra
componentes con tales frecuencias. Si alguna de las multiples frecuencias nio esta
cerca en valor a la frecuencia natural oscilatoria del sistema, entonces resonara con el
sistema y la componente con esa frecuencia dominara la respuesta en estado esta-
cionario. Una distincion significativa de interés practico entre una sefial de entrada
periédica no senoidal y una senoidal es que a pesar de que la sefial puede tener una
frecuencia considerablemente mas baja que la frecuencia natural del sistema, pueden
presentarse problemas serios debido a la resonancia El andlisis de las series de Fourier
ayuda a identificar tal posibilidad.

Ln el capitulo 5 ilustraremos cémo el analisis de las series de Fourier puede
extenderse a funciones no periddicas mediante el uso de las transformadas de Fourier.
Las versiones discretas de tales transformadas proporcionan uno de los métodos
méas avanzados para el andlisis de sefiales discretas, y son ampliamente usadas en
campos tales como la teoria de las comunicaciones y el procesamiento de imagenes y
de voz.

Expansion en serie de Fourier

En esta seccién desarrollamos la expansién en serie de Fourier de funciones periddicas
y discutimos qué tan bien aproxima a las funciones. También indicamos c6mo las
propiedades de simetria de las funciones pueden ayudar a reducir la cantidad de ma-
nipulacion matemética involucrada en la determinacion de las series de Fourier.

Funciones periddicas

Una funcidn/(/) se dice que es periddica si sus iméagenes se repiten en intervalos
regulares en su dominio Asi la grafica de una funcidn periédica puede dividirse en
“tiras verticales” que son réplicas una de la otra, como se ilustra en la figura 4 1
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4.2.2

SERIES I)E FOURIER

Un periodo >k-  —Un periodo-

Figura 4.1 Una funcién periodica con periodo T.

El intervalo entre dos réplicas sucesivas se llama el periodo de la funcion. Pal
tanto, decimos que una funcién/(f) es periédica con periodo T si, para todostal

valores t de su dominio,
f{t +mT) =/(1)

para cualquier entero m.
Para dar una medida del nimero de repeticiones por unidad de /, dcfinin

la frecuencia de una funcién periédica como el reciproco de su periodo, asi g |
frequencia = — r—- -
a periodo IT
El término frecuencia circular también se usa en ingenieria y esta definido: |

frecuencia circular = 2n X frecuencia = »
T

y se mide en radianes por segundo. Ls comun eliminar el término ‘circular’)l
referirse a ella simplemente como la frecuencia cuando el contexto es claro.

Teorema de Fourier

Este teorema afirma que una funcién periddica que satisface ciertas condicioal
puede expresarse como la suma de un ndmero de funciones seno de difcrecs!
amplitudes, fases y periodos. Esto es, si/(/) es una funcion periddica conperi»!
T entonces

fit) = A0\ Alsen (iot + <€) + A2sen (200 + &) +
+ Ansen (nd)t + @) + . . .
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donde las A y las ¢ son constantes y 0) = 2n/T es la frecuencia de f(t). El término
A, sen (O)t + 0,) se llama la primera arménica 0 modo fundamental y tiene la
misma frecuencia mque la funcion padre/(/). El término Au$en(nOM + 53) se llama
la /f-ésima arménica y tiene frecuencia //cuque es n veces la del modo fundamen
tal. A, denota la amplitud de la /i-ésima arménica y Q,es su angulo fase que mide
el retraso o adelanto de la w-ésima arménica con referencia a una onda de seno
pura de la misma frecuencia.
Como

A, sen (nO)t + Q) = {Afieos d>,)scn n(iit + {A, sen ) eos n(Cx
s hnsen oot + aneos ncot

donde
h,=A,eosgn a,=A,send, (4.2)

la expansién (4.1) puede escribirse como

Nt) s |a0+ eos n(ut + bHscn nax (4.3)

donde a0- 2A0 (veremos maés tarde que es mas conveniente llamar \aOal primer
término en lugar de a0 ya que nos permite hacer que a0Ose ajuste a un resultado
general). La expansion (4.3) se llama la expansién en serie de Fourier de la
funcion f(t), y las a 'y b se llaman los coeficientes de Fourier. En ingenieria
eléctrica es una practica comin referirse a a,,y b,, respectivamente como las com-
ponentes en fase y en cuadratura de fase de la n ésima armdnica, esta termi-
nologia surge del uso de la notacién fasorial ey = eos ncot f jsen n(t)t. Fs claro
que (4.1) es una representacion alternativa de la serie de Fourier con la amplitud
y la fase de la /t-ésima armdnica determinadas a partir de (4.2) como

A = » f3\), <R,=tan'l

teniendo cuidado sobre la eleccion del cuadrante.

Los coeficientes de Fourier

Antes do proceder a evaluar los coeficientes de Fourier, enunciamos las siguientes
integrales, en las cuales T = 2n/co:
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SFRIFS DF FOIJRIFR

dvT

sen ncoi 6r = 0 (toda n) 45
|
d+T - (m * n)
sen mcot sen n(or d/ I L 496
d - (ni =n¢ 0)
y A
<+ (m * n)
€0S m m eos ncotar @
(m- n¢0)
H
e0s mo)t sen ncotat = 0 (toda m y h) 48

Los resultados (4.4) (4.8) constituyen las relaciones de ortogonalidad paralas
funciones seno y coseno y prueban que el conjunto de funciones

{I, eos (Oi, eos 2cot, . . ., €0S ncot* Sen coi, SeN 2cot............. Sen ncot)

es un conjunto ortogonal de funciones en el intervalo d < t < d + T. La eleccion
de d es arbitraria en estos resultados y s6lo es necesario integrar sobre un periodo ce
duracién T.

Al integrar la serie (4.3) con respecto a / sobre el periodo t- d ai- d+T
y usando (4.4) y (4.5), encontramos que cada términodel lado derecho es cero
excepto el término que involucra a a0; esto es, tenemos

- Cok+

[/(O di = d/+ £ eos/7ta/d™+0J  sen nwtdf

ld

- iao(n + ¢, K (0) +6n(0)I

Ta<

Asi
2a0 — it)at

y podemos ver que el término constante \a0 en la expansion en serie de Fourier re-
presenta el valor promedio de la funciénJ\t) sobre un periodo. Para una sefial eléctrica,
representa el nivel de referencia o la componente de CD (corriente directa). Asi

"0 @9

Para obtener este resultado, hemos supuesto que es posible integrar termino >
termino de la serie (4.3). Esto es asi debido a las propiedades de convergencia ct
la serie, su validez es discutida con detalle en textos mas avanzados.

Para obtener el coeficiente de Fourier a, (n ? 0), multiplicamos (4.3) términoa
término por cosma* e integramos con respecto a i sobre el periodot=d at=d+T
obteniendo



EXPANSION EN SERIE DE FOLJRIF.R 285

u d+T N Td+T
I' /(/)cos mcotdt = J#Q)  eosmcotat + ]T,dn|  €0S ncot €0s mcot di
[ d A
d+T
+ |'> e0s mcot sen ncot at
n=1

Suponiendo que se puede integrar termino a término y usando (4.4), (4.7) y (4.8)
encontramos que cuando m ¢ O la dnica integral distinta de cero del lado derecho
es la que aparece en la primera sumatoria cuando n = m. Fsto es, tenemos

d+T fa-T .
f(t) eos m(utd? = am\  eos mcot eos mcotd/ = tumr
d id
obteniendo

;
I I f{t) eos mcotdt
a

que, reemplazando m por «, da

an~ ?l_(d+T/(Oeosncotét (4.10)
El valor de undado en (4.9) puede obtenerse tomando n = 0 en (4.10), de manera
que podemos escribir

€/(t) eosmcotat (n- 0,1,2,...) (4.11)

Esto explica por qué el término constante en la expansidn en serie de Fourier se toma
comoRal0y no como uQ, ya que esto garantiza la compatibilidad de losresultados
(4.9) y(4.10). Aunque a0y a,, satisfacen la misma férmula, es masseguro calcu-
larlas por separado.

Finalmente, para obtener el coeficiente de Fourier &n multiplicamos todo (4.3)
por sen mcot e integramos con respecto a t sobre el periodo t~ d a/=d+ T, obteniendo

,'q+r

(dﬂ;(t) sen mcot di = \aQ||<' sen mcot at
[ id+r d+T \
+7 gen mcot eos ncot at+ bzl sen mcotsen ncot d/
=1\ Jd Ji

Suponiendo que se puede integrar término a término y usando (4.5), (4.6) y (4.8)
encontramos que la Unica integral distinta de cero del lado derecho es la que aparece
en la segunda sumatoria cuando m - n. Esto es, tenemos
T d+T
f(t) sen mcotat = bn sen mcot sen mcot at = \b mT



reemplazando m por n

T
ok- A\ T0 senm(iitat (n=123 ... ) @
J 4

Las ecuaciones (4.11) y (4.12) que dan los coeficientes de Fouriei se conoce:
como las férmulas de Euler.

Resumen

En resumen, hemos probado que si una funcién periddica f(t) de
periodo T = 2t4Jo puede expresarse como una serie de Fouricr
entonces esa serie esta dada por
n @
/J=\ f aneosncoi + Y b,, sen ncoi @3

donde los coeficientes estdn dados por las férmulas de Euler
2 [d*r
<*n= f /(Ocosncitdt (n =0, 1, 2, ... ) (41_1)
it
rf+r

/(/) scn/iford™ (// - 1,2,3,...) @12

Los limites de integracién en las formulas de Lulcr pueden ser especificados sdre
cualquier periodo, de manera que la eleccién de d sea arbitraria y puede ser hedm
de tal manera que puede ayudar en el calculo de a,, y bn. En la practica es comn
especificar /(O sobre cualquiera de los periodos -i T< i < \To0</<T
llevando a los limites de integracion -\T y [T (esto es, d - TYoOyr (ste
es, d - 0), respectivamente

También vale la pena observar que un método alternativo puede simplificar
los calculos de a,y bn. Usando la formula

¢ w= eos n(Gt | j sen n(lt

tenemos

o fdir
+ fu) e,”"dr (413

Evaluando esta integral ¢ igualando las partes real e imaginaria de cada lado ®
obtienen los valores de a,,y bn. LI método es particularmente Gtil cuando se requiere
sélo la amplitud |w,+ \bn\ de la //-esima armonica
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424  Funciones de periodo 2n

Si el periodo T de una funcion periddica/(f) es 2n entonces «= 1,
y la serie (4.3) se convierte en

/() = 570+ X %t + X *Sen (4.14)
n-~ «=1
con los coeficientes dados por
1de22
an~ - j /(O eosniat (n-0,1,2,...) (4.15)
irf
(J+2
K- -1 f(i) sennidi (n- 1,2,...) (4.16)
"4

Aunque en la préctica rara vez se encuentra una frecuencia unitaria, la consideracion
de este caso particular reduce la cantidad de manipulacion matematica involucrada
para la determinacidn de los coeficientes any b,,, Ademas, no hay pérdida de genera-
lidad al considerar este caso, ya que si tenemos una funcién f(t) de periodo T,
podemos escribir = 2nt/T de manera que

<) 1@ )= i™

donde F(tj) es una funcién de periodo 2Z/C Esto es, con un simple cambio de variable
una funcion periodicaf(i) de periodo T puede ser transformada en una funcién peri6-
dica F(t\) de periodo 2n. Asi, para desarrollar una comprension inicial y discutir algu-
nas de la propiedades de las series de Fourier, primero consideraremos funciones de
periodo 2;t, volviendo en la seccion 4.2.10 a funciones de periodo distinto de 2rt

EJEMPLO 4.1 Obtener la expansién en serie de Fourier de la funcién periédica fU) de periodo
- N 2n definida por

Ay =" (0<t< 2w, /() =/( 120

Solucion En la figura 4.2 se muestra la gréafica de la funcionf(t) sobre el intervalo -4ji <
/| < 47t. Como la funcién es periodica s6lo necesitamos dibujar un periodo, el
patrédn se repetird en otros periodos. Usando (4.15) para evaluar los coeficientes
de Fourier a0y an se obtiene
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Figura 4.2 Onda diente de sierra del ejemplo 4.1

[(/) eosntd/ (I =1,2,...)

teos ntdi

que, al integrar por parte, da

2
#Hsen«f , eosnt 112% sen Onn + Jeos Qyif — €0sO”
nvn ‘

ya que sen 2nn = 0 y eos 2wjt = eos 0 - 1. Observamos, en este caso, la neceadii
de resolver a0 separadamente de an. La férmula (4.16) para hnda
2K
6,= - /(t)senntat (n=1,2,...)
it o
2*
- |f tsen nt d/

la cual, integrando por partes, da

22X

t sen
b. = — eos nt +—= aj
n n
n(~~n~ COS”n7t) AUe sen ~nK ” SCh~r A
2

— (ya que eos 2nn = 1)
Asi que, de (4.14) la expansidn en serie de Fourier de/(/) es

/() =rc- Y - (senni)

n-1 N

o0, en la forma expandida,

sen 2/ sen 3/ sen
AO = x 2(§en/+—-—+—-—+. . .+
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EJEMPLO 4.2 Una funcidn periddica/(/) con periodo 2n estd definida por
f(t) =tr+/ (7T < t< 70, f(t)=/(/+ 270

Dibuje una grafica de la funcion J{t) para los valores de r desde / = -3ti hasta t -
y obtenga la expansién en serie de Fourier de la funcion

Figura 4.3 Grafica de la funcion f{t) del ejemplo 4.2.

Solucién  En la figura 4.3 se muestra una grafica de la funcion/(/) para -3tc < t < 3ji. Por
(4.15) tenemos

ﬂ- - ij]_r_/(Od/ = {7+ N)di = \k2

/(/) eosntdt (n=1,2,3,...)

”“‘ﬁ

(/ +t)eosnidi

la cual, integrando por partes, da

an ~ _1 t sen nt +2Leos nt— %sen nt + -/sen nt + —|2eos nt
7nn n n n n‘
/ e \
| 44 . o
= - eosnK yaquesennn =0y —eosni =u
nn \ n tt /
4(-1)- (yaque eosnn = (-1)")
n
Por (4.16)
bn- -1 [/(/)scn«fd/ («=1,2,3,...)
K

(/ +1t)senntdt
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la cual, integrando por partes, da

r - ) .2 . 1
bm = — eosni+ -"sen ni +=xcos ni — c0snt + —sen ut
A n n n n n
2 . 2 .
T coszl/jc = —n(-l)n (ya que eosnn = (1))

Asi que, de (4.14) la expansion en serie de Fouricr de /(/) es

f(t) = -Tt'+V 4:(H)"cos///-V -(-1)"sen ni
3 tin + n

0, en la forma expandida,
Ny = YER coste 8082 C0830,
3

+2 sen’ ser_1£/+s_er13/

Para ilustrar el metodo alternativo, usando (4.13) se obtiene

1 1l
a»+jh = -; f(t)yvdl + /el d/

l( n fe_
N r'z+'eH - i —r—tfrd
L BN A J
t2+fj" 2/t lc,-,+ 2¢
_iw (jw)2 (j«)d
Como
eJR = cos «7C +j sen nTt = (—1)"
¢, n=cosnn - jsenwdi- (-1)*
y
ilj - -]

1) it it 20t 2 71«
tig, = LTl 2l g2
n

T DG TR

1-2it

Igualando las partes real e imaginaria se llega, como antes,

il
n
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Una funcion periddica /'(/) puede estar especificada a pedazos sobre un pe-
riodo o, inclusive, puede que sea continua a pedazos sobre un periodo como se
ilustra en la figura 4.4. Para calcular los coeficientes de Fourier en tales casos, es
necesario partir el rango de integracion en las formulas de Euler para que corres-
pondan a las distintas componentes de la funcién. Por ejemplo, para la funcion de
la figura 4.4,/(r) estd definida en el intervalo -k </ < n por

Ji(0 (-je <t< -p)
fit) = MO (-P<t<q)
fM (g<t<n)

y es periddica con periodo 2n. Las férmulas de Euler (4.15) y (4.16) para los
coeficientes de Fourier se convierten en

f(t) cosn/d/+ f*z(/) eosntdi + /,(/) eos ntot
Ip

p fri

= U0 Yy@)sssi/midl + 1 12(/) senntd/ + INR/)sen#i/d/

Una funcion periddica/(/) con periodo 2n estd definida dentro del periodo 0 ~ f
N 271 por

\k
k t (n t 2k)

Dibuje la gréfica de la funcion/(/) para 2n =/ « 3tc y encuentre la expansion
en serie de | ourier de ella.

En la figura 4.5 se muestra una grafica de la funcién/(/) para -2tii < t ~ 3n. Poi (4.15)
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Figura 4.5 Grafica de la funcion f(t) del ejemplo 4.3.

o=k i /d/+[ ijtdr+i Tir-|/dd/
a- = Jo J %l In
I(Dcoslild]  (n- 123, -9
| teosnidi+] ~7rcos«rd/+| Mjcosw/d/
k2 A
/ eos ni n 2t- /sennt eos/id
- sennt+ —=— — sen nt
2n 2 n 2" L
1 71 1 1 1 1, 1 1 |
sen-nn + -regs-nn —; sen -nn + - eosnn
n 2n 2 n 2 n~ 2n 2 2n  2n
;(2e0s ¢nn 3 + COSWIC)
2nri
esto es,
-L[(-1)"ff-1]  (par n)
Kn
a,,
(impar n)
nn
Por (4.16),
2*
/(I)senl/ifd/ (n —1,2,3,.. )
K I>sen nid/+ 1 ~Ttsen/7/d/ + iK~2t))sen ntdt
J «
¢ mit7 r “K
— eos/l/+ J’ sen nt eos nt
n n 2n KD
t-2N tosnt— ~ sennt
\n 2n
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(b)
Figura 4.(1 Grafica
fc(a) una funcién par
y(b) una funcion
inpar.
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! eos |/i7i + —lFsen l.l/ti Al cos/ut + X €os -1n n + Ll eos nn
K 2n * n* 2 2« 2n 2 2n

1. 1
—:sen -nn
nn 2

0 (par n)

- 1)?
(_D( ¥

(impar n)

7T/

Ahora por (4.14) la expansidn en serie de Jourier de/(/) es

r.. 5 2( t cos3f , cosb/ \

2 (eos 21 . eos 10f \
ni 2J + 62 + 102 +")

sen_{?i+ sen5/ sen7/
59

€0s 61

|
+ - sen/

Funciones pares e impares

Observar que una funcién particular posee ciertas propiedades de simetria nos permite
tanto decir cuéles términos estan ausentes en la expansién en serie de Fourier de la
funcion como simplificar las expresiones que determinan los coeficientes restantes. En
esta seccion consideramos las simetrias de las funciones pares e impares mientras que
en la seccion 4.2.6 consideraremos la simetria debida a las arménicas pares ¢ impares.

Primero consideramos las propiedades de las funciones pares o impares que
son Utiles para determinar los coeficientes de Fouriei. Si/(/) es una funcion par
entonccs/(/) =/(-/) para todo t% la grafica de la funcion es simétrica con respecto
al eje vertical como se muestra en la figura 4.6(a). De la definicion de integracién
se sigue que si/(/) es una funcién par entonces

/a
I /(0dr-2
]
Si/(O es una funcién impar entoncesf(t) = para todo t, y la grafica de la funcién

es simétrica con respecto al origen, esto es, hay una simetria de cuadrante opuesto,
como se ilustra en la figura 4.6(b). Se sigue que si/(/) es una funcién impar entonces

Las siguientes propiedades de las funciones pares e impares son Utiles pata nuestros
propésitos*
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(a) la suma de dos (o méas) funciones impares es una funcion impar:

(b) elproducto dedos funciones pares es una funcion par;

(c) elproducto dedos funciones impares es una funcién par:

(d) elproducto deuna funcion impar y una par es una funcion impar;
(e) laderivada deuna funcién par es una funcion impar:

(f) laderivada deuna funcidn impar es una funcion par.

(Observe que /pares par y /lar es impar nos ayuda a recordar (a)-(t).)

Usando estas propiedades y haciendo d - -5 Ten (4.11) y (4.12) tenémosla
siguiente:

(i) Si /(O es una funcién periédica par de periodo T entonces
U
Lh = f\t) eos nrotat - - [(/) eos nfiit dt
Ti2
usando la propiedad (b), y

f(t) sennd)t<t= 0
J -Til
usando la propiedad (d). Asi la expansion en serie de Fouricr de una funcion pericdic
par/(/) con periodo 1 consiste de términos con cosenos solamente y, porfl.V,
esta dada por

J\t) = \a,, + ¢a,cos nfat (@
Nl
con
f{heosn(it (n=10.1,2,...) @
(i) SiJ{t) es una funcion periddica impur de periodo T entonces
m
2j . _
_ I‘j f{i) eos n(Otdt = 0
Til

usando la propiedad (d), y
V<N

/(r)sen ncotdt UI) sen nrat di
J-ra

usando la propiedad (c). Asi la expansion en serie de Fourier de una funcion periédfl
impar/(O con periodo T consiste de términos con senos solamente y. por (13.
estd dada por

/(o scn Nt ay

con
m

f\t) senn(itdt (n- 1,2,3.
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fcPIPLO 4.4 Una funcién periédica/(/) con periodo 2n est4 definida dentro del periodo -n <
t < n por

-1 (-71 < |/ < 0)
f(n
1 (0 < t< 7

Encuentre su expansidn en serie de Fourier

Solucién  Ln la figura 4.7 se muestra la grafica de la funcion/(r) sobre el intervalo 4n <
/ < 47c. Es claro que/(0 es una funcion impar de t, asi que su expansion en la
serie de Fourier consiste de los términos con seno solamente. Haciendo T - 2n,
esto es U) = 1, en (4.19) y (4.20) la expansién en serie de Fourier estd dada por

A = sen ni
con

fi\t)sennid/ (« =1, 2,3,

- iJfo

fu
- % senwfd/ = - eos nt
n
JO0
— (1 COS«?) = —[1-(-1)"]

4/nn (impar«)
0 (par«)

Asi la expansion en serie de Fourier de f(t) es

N
r(0 f(senr+-%en3/+-%en5/+ N- f1_> s—an« (4.21)
jzK 3 5 ) Ti*- n

EJEMPLO 4.5 Una funcién periédica /(/) con periodo 2n esta definida como
(1) = 17 (71 < t < 71, 1) =f(t + 2K)

Obtener la expansién en serie de Fourier de ella
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Solucion  En la figura 4.8 se muestra la grafica de la funcidn /(/) sobre el intervalo -3r<
; < 371 Es claro quef(t) es una funcién par de /, asi que su expansion en serie c
Fourier consiste de los términos con coseno solamente. Haciendo T = 271, esto e
(G- 1. en (4.17) y (4.18) la expansion en serie de Fourier estd dada por

«©
/(/) = ja0+ £ a,eo0sni
*1
con

i f AOdt- - [ Adi= ?jt2
"Jo nJ,, 3

2

. f(t) eosntdt (n= 1,2, 3, ...
ges O (

t eosntdi
0
1‘Zsen fil + -%teos W/—2- sen nt
n n' n
2/271 \ 4 ,
- —eosnK = —(-1)
V n ) n

ya que sen/m =0y eoswt - (-1)". Asi la expansion en serie de Fourier de/(/) =fo

f[f)y =~ 2+4 f~-cos” “.22)
3 Ti n

0, desarrollando los primeros términos.

f(t) = 572- 4eost+ eos21- leos3/+
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U26 Armadnicas pares e impares

En esta seccion considerarnos los tipos de simetria que pueden ser identificados
para eliminar los términos de la expansion en serie de Fourier que tengan valores
pares de n (incluyendo n - 0) o valores impares de n.

(@) Si/(/) es una funcidén peri6dica tal que
fit + i T) =J\t)
entonces tiene periodo 772 y frecuencia Q = 2(21l/T) y s6lo las armdnicas pares

estan presentes en su expansidn en serie de Fourier. Para n par tenemos

(4.23)

(4.24)

En la figura 4.9(a) se da un ejemplo de una funcién de este tipo,
(b) Si una funcion periédica/(f) con periodo T es tal que
(I +\T) = 1(r)
entonces s6lo las armonicas impares estan presentes en su expansién en sene de
Fourier. Para n impar

(4.25)

(4.26)

En la figura 4.9(a) se muestra un ejemplo de una funcién de este tipo.

La onda cuadrada del ejemplo 4.4 es tal que/(r + n) = -/(O» asi que, de (b),
su expansion en serie de Fourier consiste solamente de las armoénicas impares.
Como también es una funcién impar se sigue que su expansion en serie de Fourier
consiste solamente de términos armdnicos impares en seno, lo cual es confirmado
por el resultado (4.21).

10) /(0m

(a) (b)

Figura 4.9 Funciones que tienen serie de Fourier con (a) s6lo arménicas pares y (b) s6lo armdnicas impares.
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EJEMPLO 4.6

Solucion

/(0

Figura 4.10 Onda rectificada f{t) = |sen?|.

Obtener la expansion en serie de Fourier de la onda seno rectificada
/(r) - |sen/1

lin la figura 4.1U se muestra una grafica de la onda sobre el intervalo -Jt < / < 2
Es claio que/(i + 7t) =/(/) de manera que s6lo las armdnicas pares estadn presentes
en la expansién en serie de Fourier. Como la funcién es también una funcién pr
de r. se sigue que la expansion en serie de Fourier consistird so6lo de los termina
armonicos pares en coseno. Haciendo T = 271, esto es <o— I, en (4.23) los coefi*
cientos de las arménicas pares estan dados por

/{Ocosw/ (par/?) - > sen reos nt dr

[sen (?+ I)r sen(n Dr]dr

eos(n+ 1)/ cos(ii- )
l+i I -

Como ambos n + I yn - 1son impares cuando /? es par,
eos(n + Nt =eos(fi - 1im=—l
asi que

1
K nn - |

Asi la expansion en serie de Fourier de /{/) es

* y " |
f(t) = - a0+ £ aneosnt X —--—---e0sni
2 n2 veagg A 1
@ pai) ¢ p#o
eos 2nt
ir— 4/-- 1

o, desarrollando los primeros términos,
2 41

eos 2r »- _eos4r i —eosor f
n 15 35 m)
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427 Propiedad de linealidad

La propiedad de linealidad aplicada a la serie de Fourier puede ser formulada
mediante el siguiente teorema.

[EO-REMA 4.1 Si/(/) = lg(l) + mh(i), donde g(t) y /i(i) son funciones periédicas de periodo T, I

— e y m son constantes arbitrarias, entonces /(O tiene expansion en serie de Fourier
en donde los coeficientes son las sumas de los coeficientes de las expansiones de
las series de Fourier de g(t) y h{t) multiplicados por / y m respectivamente.

Dfimnstracion Fs claro que f{t) es periddica con periodo T. Si las expansiones de las series de
I'ourier de g(t) y h{t) son

g(/) = 5”0+ ~ u,eosncot + * bnsen ncot

J4 01
00 00

h(t)- 2ao+ ~ aneosncot+ ~ P,sen ncot
fi“i «

entonces, usando (4.11) y (4.12), los coeficientes de Fourier en la expansion de/(/) son

An= )2/ |(J rJ\t) eos ncot dt = 21 [lg{t) 1 mh(t)] eos ncotdr

d
rf+ Im 7
g(t) eos ncotdt + — h(t) eos ncot dt

d

la,, + rna,,
a*T C~T 2 (JT
Bn= f(i)senricot di = y g(/)scn ncotdt + -ljr | h(t) sen ncotdt
= lbn+ mp,,

confirmando que la expansion en serie de Fourier de/(/) es

/(/) = \(lut+ »lax) + y (laH+ /nan)eos ncot + ~(/6,, + mP,)sen ncot n

n=1 n=l|

EJEMPLO 4.7 Supongamos que g(t) y hit) son funciones periddicas de periodo 2ji y estan defi-
feMCO de! pCHOdO ~K < | < K POf

g) =1\ h() =1
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Solucién

(biif w i 11 ni rpmwT— i

Determine las expansiones en series de Fourier de ambas g(f) y A(/) y utilice la
propiedad de linealidad para confirmar la expansion obtenida en el ejemplo 4.2 ¢
la funcion periédica/(/) definida dentro del periodo -Jt < / < n por/(/) - f +/.

La serie de Fourier de g(t) esta dada por (4.22) como

g(r) - -k2+4V —r cos«r
3 Si n

Reconociendo que h(t) = t es una funcién impar de t encontramos, haciendo T=
2ny (= len (4.19) y (4.20). que la expansién en serie de Fourier es

() = V¢>,senlil
n=1

donde

Fht)senntd/ (w=1,2%3,...)
|

t . sen nt
/sen ntdt = - — eos«/A+——

* Jo I n n

= 11

reconociendo nuevamente que eos«te = ( 1)"y sen «ti = 0. Asi que la expansion
en serie de Fourier de h(t) = tes

A(Q =-2 T ~ isennt @27

Usando la propiedad de linealidad encontramos, combinando (4.12) y (4.27), qe
la expansion en serie de Fourier def(t) - g(l) + h(t) =t2+ /es

[(,)) = irm2+4f @ 1"eos«/-2Y [~H'scn»/

3 nal n n-1 n

lo cual confirma la serie obtenida en el ejemplo 4.2

8 Convergencia de las series de Fourier

Hasta aqui hemos concentrado nuestra atencion en determinar la expansion e
serie de Fourier correspondiente a una funcidn periodica f{t) dada, lin realidad
este es un ejercicio de integracion, ya que s6lo hay que calcular los coeficientes
uny usando las férmulas de F.ulcr (4.11) y (4.12) y después sustituir estes
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» ,REMA 4.2
EJEMPLO 4.U
Solucién
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valores en (4.3). No hemos considerado todavia la pregunta de si es o no la serie
de Fourier asi obtenida una representacién valida de la funcién periddica/(/). No
se debe suponer que la existencia de los coeficientes u,, y br por si misma implica
que la serie asociada converge a la funcion/(/).

Una discusion completa de la convergencia de la serie de Fourier estd mas alla
del alcance de este libro y nos limitaremos a simplemente establecer un conjunto de
condiciones que nos aseguren que/(/) tiene una expansion en serie de Fourier con-
vergente. Estas condiciones, conocidas como las condiciones de Dirichlet, pueden
expresarse en la forma del teorema 4.2.

Las condiciones de Dirichlet
Si/(/) es una funcién periddica acotada que en cualquier periodo tiene

(a) un ndmero finito de maximos y minimos aislados, y
(b) un ndmero finito de puntos de discontinuidad finita

entonces la expansionen serie de Fourier deJ\t) converge a/(/) en todos los puntos donde
/(/) es continua y al promedio de los limites por la derecha y por la izquierda de/(/) en
los puntos donde / (O es discontinua (esto es, al promedio de la discontinuidad). O

Dar las razones por las cuales las funciones

@

no satisfacen las condiciones de Dirichlet en el intervalo 0 < t < 2k.

(a) La funcién/(/) = 1/(3 - 1) tiene una discontinuidad infinita en / = 3, que esta
dentro del intervalo, y por tanto no satisface la condicion de que/(/) debe tener
s6lo discontinuidades finitas dentro de un periodo (c.d. esta acotada).

(b) La funciénf(t) = sen[l/(f - 2)] tiene un ndmero infinito de maximos y minimos
en una vecindad de / = 2, que esta dentro del intervalo, y por tanto no satisface el
requisito de que/(/) debe tener s6lo un ndmero finito de maximos y minimos aislados
dentro de un periodo.

Las condiciones del teorema 4.2 son suficientes para asegurar que una expansion
en serie de Fourier deJ\t) existe. Sin embargo, no son condiciones necesarias para
la convergencia, y no se puede concluir que una representacidn en serie de Fourier no
existe si no se satisfacen estas condiciones. De hecho, las condiciones necesarias
en/(/) para la existencia de una serie de Fourier convergente no se conocen adn. Fn
la practica, esto no causa ningun problema, ya que para casi todas las aplicaciones
practicas concebibles las funciones que estdn involucradas satisfacen las condi-
ciones del teorema 4.2 y, por tanto, tienen representacion en serie de Fourier.

Otro punto importante en las aplicaciones practicas es la razén de convergencia
de una sene de Fourier, ya que esto es una indicacion de cuantos términos de la
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expansion deben considerarse para obtener una aproximacion realista etc la funcién/(fl
que representa. Es obvio que esto estd determinado por los coeficientes any b,, de I,
serie de Fourier y la manera en que estos decrecen conforme n crece.

En un ejemplo, como el 4.1, en el que la funcidnf(r) es s6lo continua a peda/«,!
con discontinuidades de salto, los coeficientes de Fourier decrecen conforme 1tii
y puede ser necesario incluir un gran nimero de términos para obtener una apron
macién adecuada de/(/). En un ejemplo como el 4.3, en el que la funcién es una funcifiil
continua pero tiene primeras derivadas discontinuas (debido a los picos), los coefrl
cientes de Fourier decrecen como I/// y asi uno espetaria que la serie converja n&l
rapidamente. Mas aun. este argumento se aplica en general y lo podemos resuma!l
de la siguiente manera:

(a) Si/(/) es sblo continua a pedazos entonces los coeficientes en su represen-
tacion en seiie de Fourier decrecen conférme 1/«;

(b) Sif{t) es continua en todos lados pero tiene primeras derivadas disconti-
nuas entonces los coeficientes en su representacién en serie de Fourier decrecen
conforme 1/ix2;

(c) Si/(O vy todas sus derivadas hasta de r-csinio orden son continuas pero Iid
(r + I)-ésima derivada es discontinua entonces los coeficientes de su represen-
tacion en serie de Fouriei decrecen como I//irt2

Estas observaciones no son sorprendentes, ya que solo nos dicen que conférme n#&
suave es la funcion, mas rapidamente converge su representacion en serie de Fuuric

Para ilustrar algunos de estos temas relacionados con la convergencia volve-
mos al ejemplo 4.4, en el cual la serie de Fourier (4.21) fue obtenida como un
representacion de la onda cuadrada de la figura 4.7.

Como (4.21) es una serie infinita, es claro que no es posible dibujar la grafic»
del resultado. Sin embargo, considerando sumas parciales finitas, es posible dibu-
jar las graficas de las aproximaciones de las series. Denotando con fv(t) la sura
de los A primeros términos de la serie infinita, esto es.

sen (2/i - 1)/
4281
2/i- 1 ¢

las graficas def v(i) para N = 1, 2, 3 y 20 son como se muestran en la figura 411
Se puede ver que en los puntos donde/(/) es continua la aproximacién de /(/) por
ffj(t) mejora conforme N crece, confirmando que la serie converge a/(/) en toda
esos puntos. También se puede ver que en los puntos de discontinuidad de/(/) quesoc
t- tnn (n =0, I, 2,. .), la serie converge al promedio de la discontinuidad, qw
en este ejemplo particular es j(-1 + 1) - 0. Consecuentemente, el signo de igualdadeti
(4.21) debe ser interpretado con cuidado. A pesar de que tal uso puede ser axp-
lado, en el sentido de que la serie converge a/(/) para los valores de / donde/(i|
es continua, esto no es asi en los puntos de discontinuidad. Para superar este pro-
blema, se usa frecuentemente el simbolo ~ (se lee como “se compona como"o
“gstd representada por”) en lugar del = en la representacién en serie de Fourierd
una funcioén /(/), asi que (4.21) se escribe frecuentemente como

—_——
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/(0 h (0

(b)

-2n -n O

Irazos <tfs(t) para una onda cuadrada; (a) N - 1; (b) 2: (c) 3; (d) 20.

En la seccion 4.7.3 se prueba que la serie de Fourier converge af(l) en el sentido
de. que la integral del cuadrado de la diferencia entre/(O yfNt) es minimizada y
tiende a cero conforme N —

Observamos que la convergencia de la serie de Fourier es mas lenta cerca
de un punto de discontinuidad, tal como lo que sucede en i = 0. A pesar de que
la serie converge al valor promedio de la discontinuidad (a saber, cero) en t = 0.
hay, como se indica en la figura 4.1 I(d), un salto hacia abajo en r= 0- (esto es,
justo a la izquierda de / = 0) y un salto hacia arriba en t - 0+ (esto es, justo a
la derecha de / = 0). Esta convergencia no suave de la serie de Fourier es debido
al incidente de un salto hacia abajo y uno hacia arriba en los puntos de discon-
tinuidad de f{t) es una caracteristica de todas las series de Fourier que repre-
sentan funciones discontinuas, no sdlo de la onda cuadrada del ejemplo 4.4. y se
conoce como el fendmeno de (;ibbs debido al fisico norteamericano J. W. Gibbs
(1839-1903). La magnitud de los saltos hacia arriba/abajo no disminuye con-
forme N «0 en (4.28), sino que se vuelve mas y méas ‘puntiaguda’ tendiendo
a un pico. EU general, la magnitud del salto hacia arriba y hacia abajo juntos es
de alrededor del 18% de la magnitud de la discontinuidad (esto es, la diferencia
en los valores de la funcion/(/) a la derecha y a la izquierda de la discontinui-
dad). Es importante reconocer la existencia de este fendmeno ya que en ciertas
aplicaciones practicas estos picos en las discontinuidades tienen que ser suprimi-
dos usando factores suavizantes apropiados.

En teoria, podemos utilizar la serie (4.21) para obtener una aproximacion de
k. Esto se logra tomando t =\ dondef\t) = I; entonces (4.21) da

4 ~ sen52«- )7
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llegando a

n*l

Sin embargo, para propdésitos practicos, ésta no es una buena manera de obtener
una aproximacion de n debido a la lenta razén de convergencia de la serie.

4.2.9 Ejercicios

1 En cada uno de los siguientes incisos esta especifi
cada una funcién periédica de periodo 2k sobre un
periodo. | ncada caso, dibuje la grafica de la funcion
para -4n < t < 4n: y obtenga la representacion en
serie de Fouricr de la funcion.

@ (1) = n (-ir</<0)
I (0<t<n)
() AO = t+ir (-/li<t< 0)
0 (0</<n
0 < t«ws 29
(71 < I *)
<d) A» = 2eost (-jjc nNoeT)
(lit< /1«81

ie) /(/) =eos 51 (-n < i<n)
(f) A» - 11 (-*</< ¥
(-71 ~ r -V 0)
2/-71 (0 ti)

=1 /+ (—w «Sx < 0)
A9 I'rT+e (0~ /< K

(9) JiO -

2 Obtenga la expansién en serie de Fouricr de la fun-
cién periodica AO de periodo 2ti definida sobre el
periodo 0 N 271 por

I(/) =(i- 02 (0<t< 2f)
Utilice la serie de Fourier para probar que

12 a »
A En la figura 4.12 se muestra la carga </(/) sobre las
placas de un capacitor en el tiempo / Exprese q(l)
como una expansion en serie de Fouricr

4(0

-?ir -re 0] n 2x 4n t

Figura 4.12 Trazo de la carga q(i) del ejercicio 3

4 La respuesta recortada de un rectificador de media
onda es la funcion periddica/(/) de periodo 2ti defi-
nida sobre el periodo 0 ss i k 2n por

5sent (0~ /V 70O

AC 0 (T~ tV 2l

Expresc/(f) como una expansion en serie de Fourier.

5 Pruebe que la serie de Fouricr que representa la fur
cién periodicaf(t) donde

il (IT <t< 0)

AQ
/(/ +2n) - AO
es
eosnt e (71T Zisennti
J
4 -y sen(2/? 1)/
“jt" (2n- 1y*
Utilice este resultado para probar que
. . (ir* - _p
“ SipTet WA 12

6 Una funcién periddica /(/) de periodo 2n esta cefi-
nida dentro del dominio 0 < r < n por



(Oc /< 1\n)

n-t (2n M tv k)
Dibuje la grafica de f{t) para —2jt < 1< 4rr en
ambos casos donde
@ f{t) es una funcion par
® /(/) es una funcién impar.
Encuentre la expansion en serie de Fourier que repre-
serta la funcién par para iodo valor de t, y Usela para
probar que

m

12
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Una funcion periodica f(t) de periodo 2jii esta defi-
nida dentro del periodo 0 A t < 2ir por

. 2-tin (1 <=/c k)
fit) ~ .
tin (rr< /< 2n)

Dibuje la grafica de la funcién para 4n ™ t " 47ly
obtenga su expansién en serie de Fourier.

Reemplazando t por i - Jn en la respuesta,
pruebe que la funcion periddicaf(t - \it) - \ esta
representada por una serie de senos de armonicas
impares.

Aln cuando todos los resultados han sido relacionados con funciones periddicas
que tienen periodo T, todos los ejemplos que hemos considerado hasta aqui han
involucrado funciones periodicas de periodo 2n. Esto fue hecho principalmente
para facilitar la manipulacién en la determinaciéon de los coeficientes de Fourier
mientras se familiarizan con las series de Fourier. Como se menciond en la sec-
cion 4.2.4, las funciones gnc tienen frecuencia unitaria (esto es, de periodo 2k) se
encuentran raramente en la practica, y en esta seccion consideramos ejemplos de
funciones periodicas que tienen periodos distintos de 2n.

EJEMPLO 4.0

el rango 2 < t< 2 por

0 (-2 </<0)
1 (0<r< 2)

V)

Una funcién periddica/(/) de periodo 4 (esto es,/(t + 4) =/(/) esta definida en

Dibuje la gréafica de /(/) para -6 ~ "~ 6 y obtenga la expansion en serie de

Fourier de la funcion.

Solucién En la figura 4.13 se muestra la grafica de/(/) para -6

en (4.11) y (4.12) tenemos

()

»

4 20

t «&S fi. Tomando T =4

Figura 4.13 La funcion /'(/) del ejemplo 4.9.
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do=ji fu)dl = IQ OdM 1 Idi

(/) cosjintidt (- 1,2, 3, ... )

= T(r od/+ Ircos 5/171/d/)
\J -2 Jo >

[(Fyseni/iTudf (« - 10, 2,3, ...)
Od/+ sen 2\nntd/ = ﬁn(l coswtc) = ﬁ][l -1)"1]
i (n par)

2171 (n impar)
Asi, por (4.10), la expansién en serie de Fourier de f{f) es

3

: 2((sen -IKt+ -1sen —re/]J'r - s%n - rel +

*>_H

= i+-Y 1 -seni(2n- J7i/
2 TN 2« 1 2

SIEMPLO 4.10 Una funcion periddica/(/) de periodo 2 estd definida por
3/ (0</<1]
D=3 1<t<2
(] +2)-1(0
Dibuje la grafica de/(/) para 4 " 4 y determine la expansién en serie ce
Fourier de la funcion.

Solucion En la figura 4.14 se muestra la grafica de/(/) para-4 ~ tv 4. Tomando F=2
en (4.11) y (4.12) tenemos

-4 -3 -2 -10 1 2 3 4 r

Figura 4.14 La funcionfit) del ejemplo 4.10.
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_ . f f(nat = 3/at+  3d/ -\
l fj'o
o2 b eos ™M iz 12,3 ...

r
= 3tcosnn/dt+ = 3cosnJud/

3/senlirc/  3cos«Ti/™
+ r-1

3scnnnt]
nn (nii)’ M i
Xcosnn 1)
(nn)4
U (n par)
m6/(nny (n impar)
b*=\\" sen"T" *=U223...)
io
n ri
3/scn nntdt +  3senw7t/d/
o J |

3eosnnt 3sennnt Ii 3eos nnt
nn (nn)

0 nn

3
— eo0s 2nn =
nn

Asi, por (4.10), la expansién en serie de Fourier de/(/) es

/(o - --4 icosnt+éeos3tu+—e055nt+
4

-)

sen TU+ ésen 2ni +ésen 3tu + n

9 6y cos(2/i-1)ni

3y sennnt
4 n2h (2/1-1)2

n
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4.2.11 Ejercicios

K Encuentre la expansion en serie de louricr de la
funcion periédica
I =11 <1<i)
Xi+2/)=/10

9 Una funcion periddica/(O de periodo 21 esta defi-
nida sobre un periodo por

y(/+l) (-1</< 0)
At) =
j(/-r)y (0< ;<))

Determine su expansion en serie de Kourier e ilus-
tre graficamente para -3/ < | < 3L

10 Una funcion periddica de periodo 10 esta definida
dentro del periodo -5 < t < 5 por

0 (-5<t 0

3 (0< t<b)

Determine su expansion en serie de Fourier e ilus-
tre graficamente para -12 < / < 12,

Af) -

11 Al pasar un voltaje senoidal A sen (O/ a través de un
rectificador de media onda produce una onda como la

que se indica en la figura 4 15. Determine la expan-
sion en serie de Fourier de la onda rectificada.

A0

-2nia -nfeo  ~ rloj 2nfa 3nw 1

Figura 4.15 | a onda rectificada del seno del ejercicio! I.

12 Obtenga la expansién en serie de fourier de la fur
cién periédica
At) - '2 (<T<t<T)
f(t +27)
e ilustre graficamente para -3T < i < 3T.

13 Determine la serie de Fourier que representa d
voltaje periddico e(i) mostrado en la figura 4.16.

Figura 4.16 Voltaje e(t) del ejercicio 13

4.3 Funciones definidas sobre un intervalo finito

Uno de los requerimientos del teorema de Fourier es que la funcién que se dessa
expandir debe ser periddica. Por tanto, una funcion/(/) que no es periddica no puede
tener una representacién en serie de Fourier que converja a ella pura todo valor fot.
Sin embargo, podemos obtener una expansién en sene de Fourier que represente aus
funcién no periddicaf(t) que esté definida sélo sobre un intervalo de tiempo finito
0 ~ < x Esta es una destreza que se utiliza con cierta frecuencia para resolver
problemas en la practica, en particular problemas con valores en la frontera que invo-
lucran ecuaciones diferenciales parciales, tales como la consideracion del flujo de clar
a lo largo de una barra o la vibracion de un resorte. Son posibles varias representacio-
nes en serie de Fourier de/(/), validas s6lo en el intervalo 0 i < t, incluyendo series
que consistan s6lo de términos con cosenos o series que consistan sélo de términos
con senos. Para obtener estos, se formulan varias extensiones periddicas de/(/).
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0 t ot -3r  -2r -r u r 2r 3r 4r

Q (b)
Figura 4.17 Gréficas de una funcién definida s6lo sobre (a) un intervalo finito 0 < t X
y (b) una extension periddica.

s de recorrido completo

Supongamos que la funcion /(i) dada estd definida s6lo en el intervalo finito de
tiempo 0 C / < r. Entonces para obtener una representacion en serie de Fourier
de recorrido completo de f(t) (esto es, una serie que consiste en términos con
coseno y con seno) definimos la extensidon periodica <pt) de/(/) por

o) -fu) (O <t< T
<=U+ r) = 0(0

En las figuras 4.17(a) y (b) se muestran las graficas de una /(/) posible y su
extensién periédica 0(0 respectivamente.

Suponiendo que f{t) satisface las condiciones de Dirichlet en el intervalo 0
i~ t, la nueva funciéon 0(0 de periodo i tendrd una expansion en serie de Fourier
convergente. Como dentro del periodo particular 0 < t < r, <p(t) es idéntica a/(/),
se sigue que esta expansion en serie de Fourier de <(t) serd representativa de f(t)
dentro de esc intervalo.

Encuentre la expansién en serie de Fourier de recorrido completo def(t) = t valida
en el intervalo finito 0 < / < 4. Dibuje las graficas de /(/) y de la funcién
periddica representada por la serie de Fourier obtenida.

Definimos la funcién periodica <p(r) por
o) =f(t) =t (0 < t < 4)
D+ 4) =

Entonces en las figuras 4.18(a) y (b) se muestran las graficas de/(r) y su extensién
periodica (pii) respectivamente. Como 0(0 es una funcidn periédica de periodo 4.
tiene una expansién en serie de Fourier convergente. Tomando T =4 en (4.11) y
(4.12), los coeficientes de Fourier estdn determinados como
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/(On

0
()

Figura 4.10 Las funciones /{/) y tp(f) del ejemplo 4.11

ao
=il,

4/(/) cos /T dr («=1,2,3,...)

, 21 . 4 . T ,
= - 7C0S-«71/4t - - — sen,«t/ h :cos —ir] - =
21 2 2 nn (nn)2 2 J,

»- 1 /(0»en jetiid/ («=1,2,3,...)
JO

/sen -« t/d/ = - 3/ COS—WO+ 4 ;sen Innt, ———f4-
2 2 nn (nny nn

Asi. por (4.10), la expansion en serie de Fourier de <H/) es

0(/) = 2 disen”/ +iscn7r./ +~scn”7i/+~sen2/ +jsen"7t/ +
7 2 2 3 2

N
- 8—4 >1- sen l«7‘[/
N « 2

(orno O(/) =/(/) para 0 < t < 4, se sigue que esta serie de Fourier es represen-

tativa de /'(/) dentro de este intervalo, asi que

f(i)=t_2-~n ~sen™71 (0 < /< 4)

F.s importante apreciar que esta serie converge para / s6lo dentro del intervalo
0 < / < 4. Para valores de / fuera del intervalo, converge a la funcién periddica
extendida <pt). De nuevo, la convergencia debe interpretarse en el sentido
teorema 4.2, asi que en los puntos extremos /= 0 y / = 4 la serie no converge ai

pero si el promedio de la discontinuidad en $/), a saber el valor 2.
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/(O F(i)

st -3r  -2r r (¢ r 2r 3t /

w (b)
Figura 4.19 (a) Una funcidn/(f); (h) su extension periodica par F(l).

432 Series del seno y del coseno de medio recorrido
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En vez de desaitollar la extension periddica &(t) de/(i) como en la seccion 4.3.1,
es posible formular extensiones periédicas que sean funciones pares o impares, de
manera que la serie de Fourier resultante de las funciones periddicas extendidas

consistan s6lo de términos con cosenos o de términos con senos.
Para una funcion f(t) definida s6lo sobre un intervalo finito 0 ~ i
extension periddica par F(t) es la funcion periddica par definida por

r su

en la figuia 4.17(a) (que se volvié a dibujar en la figura 4.19a) se muestra en la

figura 4.19(b).

Suponiendo que/(/) satisface las condiciones de Diriclilet en el intervalo 0 <
/ < r, como es una funcion par de periodo 2t, se sigue de la seccion 4.2.5 que la
extension periddica par F(t) tendra una representacién convergente en serie de

Fourier que consiste s6lo de términos coseno y dada por

donde

(4.30)

(4.31)

Como, dentro del intervalo particular 0 < / < r, F(f) es idéntica a/O), se sigue

que la serie (4.30) también converge a/(/) dentro de este intervalo.

Para una funcion /(/) definida sélo sobre el intervalo finito 0 ~ i v
extensién periddica impar G{t) es la funcion periddica impar definida por

) ©@<I<m
[-/1(-O (-T </<())

G(t + 2t) = G(t)

7(/)

r, su
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EJEMPLO 4.12

noi

) @)

Figura 4.20 (a) Una funcién /(/); (b) su extension periédica impar G(/).

De nuevo, como una ilustracién, la extension periédica impar (?(/) de la fudd
/(/) mostrada en la figura 4.17(a) (que se volvid a dibujar en la figura 4.20a}*
muestra en la figura 4.20(b).

Suponiendo que f{t) satisface las condiciones de Dirichlct en el intervalo 0<
t < T, como es una funcién impar de periodo 2r, se sigue de la seccion 4.2.5qt
la extension periddica impar G(t) tendra una representacién convergente en sok
de Fourier que consiste s6lo de términos seno y dada por

(*v) = @2

ol

donde

i . .
231 (B sen BN g (n=1223__) 48

De nuevo, corno dentro del intervalo particular 0 < t < r, G(/) es idénticaa/(il,
se sigue que la serie (4.32) también converge af(t) dentro de este intervalo.

Observamos que ambas extensiones periddicas F(t) y 0(0 par e impar sonce
periodo 2r, que es dos veces la longitud del intervalo sobre el cual est definida/(f).
Sin embargo, las series de Fourier resultantes (4.30) y (4.32) estan basadas sdo
en la funcién/(/), y por esta razén son llamadas la expansion en serle de Fourier @
medio recorrido def(t). En particular, la expansion par de medio recorrido HO(4.30i,
es llamada la expansién en serie de medio recorrido en cosenos de/(/), mientra
que la expansion impar de medio recorrido G(t)%(4.32), es llamada la expansionM
serie de medio recorrido en senos de/(f).

Para la funcién /(/) - t definida s6lo en el intervalo U < t < 4, y considerada e
el ejemplo 4.11, obtener

(a) una expansién en serie de medio recorrido en cosenos

(b) una expansion en serie de medio recorrido en senos.

Dibuje las graficas de /(/) y de las funciones periddicas representadas por lasds
series obtenidas para -20 < / < 20.



FUNCIONES DEFINIDAS SUBRE UN INTERVALO FINITO 313

Solucion (a) Serie de medio recorrido en cosenos. Definimos la funcién periddica F(t) por

AO =t (0< /< 4)

F =
v A-t) =-t (-4 </<())

F(f+ 8) = F(/)

Entonces, como F(t) es una funcion peridédica par con periodo 8, tiene una expansion
en serie de Fourier convergente dada por (4.30). Tomando r = 4 en (4.31) tenemos

/(Odt =\ 1id/ = 4

/7)) eosi/iTt/di (n=12,3,...)

1 I’/ eos -]7?7t/d‘r = it sen -]'nnr + ———]-'(—SQeos —Innt
nn 4 (wjc) 4
= ---§-5(eos nn- 1) = L 0 <" Par)
(nn) (-16/(/itc) (/I impar)

Entonces, por (4.30), la expansién en serie de Fourier de F(t) es

F()) = 2- eos - U+ —e0s-70 + eos-Kt+...1
-V 4 32 4 52 4 J

F (0 2 MV 1 ;eos ~(2n- 1)nt
n ni@2w-1)

Como F(/) -/(Y) para 0 < t < 4, se sigue que esta serie de Fourier es representativa
de /(i) dentro de este intervalo. Asi la expansion en serie de medio recorrido en
cosenos de /{/) es

f(y=t» 2 - ~ y — b—5e0s-(2n- N7t/ (0 < / < 4) (4.34)

(b) Serie de medio recorrido en senos. Definimos la funcién periddica G(i) por

o« (°<i<4)
CAh -I(-1) =1 (-4 < /< 0)

G(t +8) = G(t)

Entonces, como G(i) es una funcién periédica impar con periodo 8, tiene una expan-
sion en serie de Fourier convergente dada por (4.32). Tomando r = 4 en (4.33) tenemos
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Figuro 4.21 Las funciones/(*)» /*{/) y G(t) del ejemplo 4.12.

f(t) sen\nnidt (n=12,3,...)
JO
" tsen -nntat - - :r/] cos—ll;tt/i 1—6rsen—v]v'n/
-1l 2 (nn) .
8 *
= COS «71 =  —cermoeee (-1
nn nn

Asi, por (4.32), la expansién en serie de Fourier de G(t) es

. 8 /i i 13 N
G(i) - -(sen-rcf--sen-nti *sen-ic/-... |

i
n 4

n=1
Como G(t) =f(t) para 0 < f < 4, se sigue que esta serie de Fourier es represeofr-
tiva de/(/) dentro de este intervalo. Asi la expansion en serie de medio recurrido]
en senos de/(/) es
f\tYy=t= -V ——sen-Um/ (0 < t< 4) (4)%5)
7t *e n 4

En las figuras 4.21(a), (b) y (c) se dan las graficas de la funcion/(/) y deks
expansiones periddicas par e impar F(t) y G(t) respectivamente.
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Es importante darse cuenta de que las tres representaciones en serie de Fourier
(4.29), (4.34) y (4.35) son representativas de la funcién/(/) = i s6lo dentro del inter-
valo definido 0 < t < 4. Fuera de este intervalo las tres series de Fourier convergen
a tres funciones diferentes <p()yt\t) y G{t)%lustradas en las figuras 4.18(1>), 4.21 (h)

y 4.21(c) respectivamente.

433 Ejercicios

[HPruebe que la expansion en serie de Fourier de medio
recorrido en senos de/(/) = 1, vélida para0 < t< TG
6

_ 4y sen(2/1- 1)/

-AU 20i- 1 (<)</<n)

Dibuje las gréficas dc/U) y de la funcion periddica
representada por la expansion en sene para -3n <
/< 3K

Ii Determine la expansion en serie de fourier de medio
recorrido en cosenos de la funcién JXO = 2t - 1,
vélida para 0 < / < I. Dibuje las gréficas de/(/) y

I e la funcidn periddica representada por la expansion
enserie para -2 < t < 2

16la funcion /(/) = | - tl es representada por la
expansion en serie de fourier sobre el intervalo
finito 0 < / < 1 Obtenga una conveniente

| (@ expansion en serie de recorrido completo.
(b) expansidn en serie de medio iccorrido en senos,
(c) expansidn en serie de medio recorrido en cosenos.

Dibuje las graficas de/(/) y de las funciones perio-
dicas representadas por cada una de las tres series
para -4 < /< 4.

117 Una funcidn /(/) esta definida por
f{t)y-KIl-i2 0C/*T
y esta representada por una serie de Fourier de
medio recorrido en senos o por una serie de Fourier
de medio recorrido en cosenos. Encuentre ambas
series y dibuje las gréaficas de las funciones repre-
sentadas por ellas para -2it < / < 27L

18 Una cuerda uniforme y flexible estd firmemente esti-
rada y tiene sus extremos fijos en los puntos x = 0
yx= /. El punto medio de la cuerda esta desplazado

19

20

a una distancia a como se muestra en la figura 4.22
Si J(x) denota el perfil de desplazamiento de la
cuerda, exprese/(v) como una expansion en la serie
de Fourier que solamente esta formada por térmi-
nos con Senos.

Repita el ejercicio 18 para el caso donde el perfil de
desplazamiento de la cuerda es como se muestra en la
figura 4.23.

.,_V +
Figura 4.23 Cuerda desplazada del ejercicio 19.

Una funcidn/(/) esta definida sobre 0 " t
senr (0 < t<\n)
0 (*"t< W
Encuentre la expansion en serie de Fourier de medio
recorrido en senos en este intervalo. Dibuje una gra-

fica de la funcion representada por la serie para -2n
Ni< 2

ji por
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21 Una funcion J\t) esta definida en el intervalo -+ * NX)=Kx(L-x) (0*x<L), K- asatk
x " | por Exprese T\x) cuino una expansion en la seried

Fourier que consista s6lo de términos con sacs.
f(y) - y(.1-) a
., . . 23 Encuentre la expansion en serie de Fourier celt
Obtenga la expansion en serie de Fourier de/(*) y funcion f(i) valida para -1 < t < 1, donde
dibuje una gréfica de la funcion representada por la '

serie paia -3/ x "~ 3/. I (-1 <t<0)
eositi (0< i< 1)
22 Ladistribucion de temperatura 7(v) a una distancia ¢A qué valor converge esta serie cuando / —

.r, medida desde un extremo, a lo largo de una bana
de longitud /. esta dada por

4.4  Derivacion e integracion de series
de Fourier

Es inevitable que el deseo de obtener la derivada o la integral de una serie de Fouier |
surja en algunas aplicaciones. Como los efectos suavizantes del proceso de ine |
gracion tienden a eliminar discontinuidades, mientras que el proceso de derivacion |
tiene el efecto opuesto, no es sorprendente que sea mas probable la posibilidad &
integrar una serie de Fourier que realizar su derivacién. Aqui no profundizarenl« |
en la teoria: mas bien expondremos dos teoremas, sin demostracidn, relacionad«
con la integracion y derivacion término a término de una serie de Fourier y hecenms
algunas observaciones sobre sus usos.

4.4.1 Integracion de series de Fourier

TEOREMA 4.3 Una expansion en sene de Fourier de una funcion periédica /*(/) que satisface U
condiciones de Dirichlet puede integrarse termino a término, y la serie integrada
converge a la integral de la funcién/(/).

De acuerdo con este teorema, si/(/) satisface las condiciones de Dinchlctend
intervalo -it i v k y tiene una expansion en serie de Fourier

/() = \aQ+ (a,,€0s nt + bnsen ni)
n=1

entonces para -rc /, </ <n

{a,, eos nt + b,,sen nt)at

bfj a.
M t-fi)+ C, ?I(eos nti- eosnt) + ?(sen «i-sen/iij)
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Debido a la presencia del término -aOt en el lado derecho, esta claramente no es
una expansion en sene de Fourier de la integral del lado izquierdo. Sin embargo,
el resultado puede reorganizarse para que sea una expansion en serie de Fourier
de la funcién

g(t) = J J\Dat - }aj
J i,
El ejemplo 4.13 sirve para ilustrar este proceso. Observamos también que los coefi
ciernes de Fourier en la nueva serie de Fourier son -hjn y ctjn, asi, de las observa-
ciones hechas en la seccion 4.2.8, la serie integrada converge mas rapido que la serie
original de/(/). Si la funcién dada/(/) es continua a pedazos, en lugar de continua,
sobre el intervalo -7i K/  Kentonces hay que tener cuidado de asegurar que el
proceso de integracion se lleve a cabo adecuadamente sobre los diversos subinter-
valos. De nuevo, el ejemplo 4.14 sirve para ilustrar este punto

Del ejemplo 4.5, la expansion en serie de Fourier de la funcién
f(t) - r (-71 jvio+ 27t) =/(71)

es

3 ti n
Integrando este resultado entre los limites -n y t se obtiene

(-D"cos nt
'

esto es,

L35 oy (Hhasenti
n-1 "

(=TtV /- k)

Debido al término en el lado derecho, ésta claramente no es una expansién
en serie de Fourier. Sin embargo, reorganizando tenemos

«**1 n

y ahora el lado derecho puede tomarse como la expansion en serie de Fourier de
la funcién

X() =ty-1vt (-7l c-/ &7l
g(i +2n) = g(t)
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EJEMPLO 4.14

Solucion

Integrar término a termino la expansion en serie de Fourier obtenida en el ejemplo
4.4 para la onda cuadrada

) -1 (-71</<0)
fin "
1 (0<t< M)
(] + 210 =/(])
ilustrada en la figura 4.7.
Por (4.21) la expansion en serie de Fourier def(t) es

f(t\ = 1 sen_(2«-_lj/
JK} n 2n 1

Ahora necesitamos integrar entre los limites n y ty debido a la discontinuidad
de/(/), en/ =0, debemos considerar por separado los valores de | en los intervalos
-K<t<O0yO0O**t**n.

Caso (/), intervalo -n < / < 0. Integrando (4.21) término a término tenemos

sen (2/i - 1)tdt

-IX en oy
esto es.

eos (2/i  )r
(@21

-(I+«) =

£ly am@Rfi-I)t vy
@n- iy +£i(2¢ 1)

Se puede probar que

X1 2 L2

~(2/|-|)2 8

(véase el ejercicio 6), asi que la expresién anterior se simplifica a

K 4 fw(2.-I -n<,< 0
I W((2n 1))| (-.<,<0 7%3)

Caso (/I), intervalo 0 < / < 7t Integrando (4.21) término a término tenemos

obteniendo,
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I = 1lit - Y cOs(2" V* (0< 1<t (4.37)
2 @2n- 1)
Tomando juntos (4.36) y (4.37) encontramos que la funcién
-1 (1<t<0)
g(0 = PI=" (O<t<it

g(i + 2n) = g(f)
tiene la expansion en serie de Fourier

suy = |7 = Met-hy GO8@H- I
2 ic" (2«-1)

4.4.2 Derivacion de series de Fourier

TEOREMA 4.4

Si /'(/) es una funcién periédica que satisface las condiciones deDirichlet entonces
guderivadal/'(t), siempre que exista, puede encontrarse por derivacion término a
término de la serie de Fourier de /'(/) si y s6lo si la funcion/(f) es continua en
todas partes y la funcion/'(/) tiene expansion en serie de Fourier (esto es,/'(/)
satisface las condiciones de Dirichlet). O

Se sigue del teorema 4.4 que si la expansion en serie de Fourier de/(/) es
derivable término a término entonces/(/) debe ser periddica en los puntos extremos
de un periodo (debido a la condicion de quef(t) debe ser continua en todas partes).
Asi, por ejemplo, si estamos tratando con una funcidnf(t) de periodo 2Jt y definida
en un rango -n < t < n entonces debemos tenerf(-n) =f(n). Para ilustrar este
punto, consideramos la expansidn en serie de Fourier de la funcién

(=1 (=*</< n)

j\t + 2tc) =/(6
la cual, del ejemplo 4.7, esta dada por

[(/]) =2(seni - sen2f+ Jsen31l- \send/ + ...)
Alderivar termino a término tenemos

fit) = 2(cost- eos2/ +eos3/- eosd/+...)

Si este proceso de derivacidn es valido entonces/'(O debe ser igual a la unidad
para -ti < t < 7t Es claro que este no es el caso, ya que la serie del lado derecho
no converge para ningun valor de /. F.sto se sigue ya que el n-ésimo término de
la serie es 2(-1)"i'leos nt y no tiende a cero conforme
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Si/(/) es continua en todas partes y tiene una expansidn en serie de Fourier

f(i)y =5 + V (ti,eosnt+ sennt)
N«
entonces por el teorema 4.4, si/'(/) satisface las condiciones requeridas, u
expansion en serie de Fourier es

['(O =~ eos nt - ha,, sen wr)

En este caso los coeficientes de Fourier de la expansion derivada son nbny tuv
asi, en contraste con la serie integrada, la serie derivada convergera mas lentamente

que la expansion en serie original para/(/).

FJIFMPLU 4.15 Considere el proceso de derivacidon término a término de la expansién en serie di
Fourier de la funcién

f(t)=t2 (-*« /™K. j\t+2)-/(O
Solucién Del ejemplo 4.5, la expansién en serie de Fourier de/(O es

2= b2y CLYCOSNt g a5 p gy
3 ti n
Como/(O es continua dentro y en los extremos del intervalo -n ~ < 7 podemos
aplicar el teorema 4.4 para obtener

t=2> b —-<- (HT< I NMT)
«al
que coincide con la expansién en serie de Fourier obtenida de la funcién

() =1 (11< /< 7) f(t-f21)=1(t)

en el ejemplo 4.7.

4.4.3 Coeficientes en términos de las discontinuidades de salto

Para funciones periddicas que, dentro de un periodo, son polinomiales a pedazosy
muestran discontinuidades de salto, los coeficientes de Fouricr pueden ser determi-
nados en términos de la magnitud de los saltos y aquellas magnitudes de las funcion«
derivadas. Este método es til para determinar funciones descriptivas (véasela
seccion 4.8) para caracteristicas no lineales en ingenieria de control, donde sélo»
importante la componente fundamental de la serie de Fourier; esto se aplica par-
ticularmente en el caso de no linealidades nniltivaluadas.
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Figura 4.j;4 Funcion polinomial a pedazos periddica con discontinuidades de salto.

Consideremos una funcion periodica/(/), de periodo T, que tiene dentro del
intervalo T=5/" iTun ndamero finito (m + 1) de discontinuidades de salto

do, dI9 ... 9dmen tiempos /0, t,, con fu= \Ty tm= \T. Mas aln, dentro
del intervalo ta, < t < ts(s =1, 2, ..., m)/(/) estd representada por funciones
polinomialcs PYt) (s= 1,2,.... /w), como se ilustra en la figura 4.24. Si se desea

desarrollar/(r) en serie de Fourier

f\t)=\ + X a"cosn(Ut+ X sen n(0t

entonces de (4.11),

« __f_ZP W *€os ncot d/
3-1 ,

Definiendo las magnitudes de las discontinuidades de salto como en la seccion
2.5.11, a saber,

y observando que /0=—j Ty tm- {1\ la integracion por partes y la sumatoria dan

I ,
a, = A fa,senncot+ T /j(X/)scn notar (4.38)

n | ) rAi
donde denota las componentes a pedazos de la derivada/"V) =tV) en el

sentido generalizado de (2.59).
De una manera similar los términos integrales de (4.38) pueden expresarse como

X P"'e™ ncotdi - — X d{'cos mot + P{\t) cos niutdt
1] 3\
donde d§} (5 - 1, 2, ..., m) denota las magnitudes de las discontinuidades de

salto en la derivada/(n(/).

Continuando de esta forma, se pueden obtener las integrales que involucran
derivadas superiores. Sin embargo, como todas las PKt) (s = 1,2, son
polinomios, se llega a un momento en que todas las integrales valen cero. Si el
grado de PXt) es menor o igual que N para s = 1,2 m entonces
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an- X 21d4r) sen nCOt* + (*<»)“I*/?rtl) eos n(lt3]

n*0 @3

donde ct? denota las magnitudes de las discontinuidades de salto en la /-ésima
derivada def(t) de acuerdo con (2.59).
De manera similar, se puede probar que
. m ti
b,- — A~ A (-1y {n0))2[d{r) eos n(lts- (nco)~'d@r*l)sen no)ts] (%)
11~ i=1 r=0
y el coeficiente o0 se encuentra por integracion directa de la formula de Euler
correspondiente
Til
AOot @4

-TU

EJEMPLO 3.16 Usando (4.39) (4 41) obtenga la expansion en la serie de Fourier de la funcién
periodica/(/) definida por
/2 (-71<t<0)

AO = .
-2 U< t<iti

(] + 270 =/(/)

Solucion En este caso N = 2, y en la figura 4.25 se muestran las graficas de/(f) junto an
las de sus dos primeras derivadas.

Las discontinuidades de salto ocurren en / = -tc, 0 y n, de donde m = 2. Los

polinomios a pedazos involucrados y las discontinuidades de salto correspondientes

son:
(@ P,H=r, PAt) = 2
dx- -2, d2—7242

b)m o =2/ a'w - u
d\y>=0 tfi>=-2*

(c) P\At) = 2, /[*’</) - 0
d\2 = -2 df =2
o)
[0 i
pd
2 rl
K f«42>
-n (0] J

Figura 4.25 /(0..ru(7), /t2(0 del ejemplo 4.16.
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con d\r) = dfn)= 0 parar > 2.
Al hacer (0= 1en (4.39) (ya que T = 2n) se obtiene

- 2M d*sennts— N djJeosnts+—=2 d(f]sennt
nK H

Como /i =0, /2= 75 scnO = sennn = O, e0s0 = 1|y cos//7t - (-1)”, tenemos
un=-A-\Y («=1.2,3,...)
n

Asimismo, de (4.40),

Ir 2 ? X

1~ 0 Sl
V dseosnts— V r/"sen wi,- —Y r/~cos 2y
o N
j-i j-i

MI j=i

- 1+ @@212)( 1)"--[-2 +2(-in
nK n

- — J I 4 '2 .Il' - n c-1 .I -1 2,3,...
y! de ( . 1)1

i"re

rdr-h (-2)d/ = -1 2
J-n 0

Asi la expansion en serie de Fouricr de J\t) es

/(/) = E\-G‘]CZ- |2 +¥:‘]nA(-|)" eos«/

+E ¢ {3-2)[1-(-in +r2-1)"}scn,i

4.4.4  Ejercicios

24 Pruebe que la funcién periddica Integrando término a termino esta serie, pruebe que

ft)y=t (-T<t<T la funcion periddica
gty =t2 (-T<t< T
fl+2T) =1 #(/ + 27 = gU)

tiene la expansiéon en serie de Fouricr tiene la expansion en serie de Fourier
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25

26
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(Sugerencia: se debe introducir una constante de
integracion; puede evaluarse como el valor medio
sobre un periodo.)

La funcién periédica
h() =€ - i7 (IT<t<K
h(t + 2ir) - /»()

tiene la expansion en serie de Fouricr

h(t) = -n?+4icos/- __eos2/+

eos3/... 1
3 \Y 22 3 /

Al derivar término a término esta serie, corrobore
la serie obtenida para/(/) en el ejercicio 24 para el
caso en que T- n.

(a) Supongamos que la derivada /'(/) de una fun-

cion periddica/(/) de periodo 2ji tiene la expansion
en serie de Fourier

f'(t) = 2A0+ VvV A,eosni -m j5 sennt

Pruebe que
Au~ ([A*.)-/*-* )]

A,=(-1)"0 + nhn

IIn- -nan
donde n0, any bnson los coeficientes de Fourier de
la funcién/(O
(b) En el ejemplo 4.7 vimos que la funcién peri6-
dica

f(t) =2+t (-ir < / < ti)

tiene la expansion en serie de Fourier

(-1)" eos ni

sen ni

qué no es una expansion en serie de Fourier de la
funcién periédica

#H=2t+1 (-711< t< t

g(t+ 2ti) = g()
(c) Utilice los resultados de (a) para obtener la expan-
sion en serie de Fouricr de g(t) y confirmar la solu
cién por evaluacion directa de los coeficientes usando
las férmulas de Euler.

27

2H

29

Usando (4.39H4.41) confirme las siguientes expan-
siones en serie de Fouricr:

(a) (4.21) para la onda cuadrada del ejemplo 4.4,
(b) la expansion obtenida en el ejemplo 4 1parala
onda diente de sierra;

(c) la expansion obtenida de la funcién continua a
pedazos/(/) del ejemplo 4.3.

Considere la funcién periédica

0 (-ir < / < -lit)
irt2/ (-}it</<0)
n-1t (0< f<i7)
0 (jTt < / < 70

fit +272) « f(l)

(a) Dibuje la grafica de la funcion para-4tt < t< 4t
(b) Utilice (4.39)-<4 41) para obtener la expansion
en serie de louricr

- -V -Lfeoslac lieosni

AD 4 «rf« v 2 i

y escriba los primeros 10 términos de esta serie.
{Nota: atn cuando la funcién /{/) no tiene discon-
tinuidades de salto, se puede usar el método ya que
la derivada tiene discontinuidades de salto.)

Utilice el método de la seccion 4.4.3 para obtener
las expansiones en serie de Fourier de las siguientes
funciones periddicas;

0 ((K<r<o0)
r(O</< tj
At + 2it) -./(/)
2 (71 <t < -jii)

(a) AD

(b)AD = t} (-]-ir</<]«)
-2 (t< /<7
At +27)=/(/)
t 0</ 1
(c) AD O</<D

1-1 (1 <t< 2
/(1 f2)=A0

<0

(d) 0</<i

Q-r

IC+\)=M
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4.5

45.1

TR IKINVE BPSV\ANALINM

Aplicacion a la ingenieria: respuesta
a la frecuencia y sistemas oscilatorios

Respuesta a una entrada periodica

En la seccion 2.7 se verificd que la respuesta de frecuencia, definida como la respuesta
en estado estacionario a una entrada senoidal A sen cor, de un sistema lineal estable
que tiene una funcién de transferencia G(s) estd dada por (2.86) como

xjf) ~ A\G[jw)\ sen [u* 4 arg G(jci>)] (4.42)

Empleando una expansién en serie de Fourier, podemos usar este resultado para
determinar la respuesta en estado estacionario de un sistema lineal estable de una
entrada periddica no senoidal. Para un sistema lineal estable que tiene una funcién
de transferencia 0(5), sea la entrada una funcién P(t) periddica de periodo 27™esto
es, una que.tenga frecuencia co- n/Ten rads ‘). Por (4.21), P(t) puede expresarse
en la forma de una expansién en serie de Fourier

(4.43)

donde Any <mestan definidos como en la seccidon 4.2.1. La respuesta en estado
estacionario de cada término en la expansién en serie (4.43) puede obtenerse usando
(4.42). Corno el sistema es lineal, se cumple el principio de superposicion, asi que la
respuesta en estado estacionario a la entrada periddica P(t) puede obtenerse como
la suma de las respuestas en estado estacionario de las senoidales individuales inclui
das en la suma en (4.43). Asi la respuesta en estado estacionario a la entrada P(t) es

xjt) - \a0G(0)+ £ A ,\G (jm)\sen [ncor + O, + arg G{jow)] (4.44)

Hay dos aspectos relacionados con la respuesta en estado estacionario que son
dignos de una observacidn.

(a) Para sistemas practicos |G(jw)| Oconforme co—» «o, asi que en (4 44) |(7(jrt»?)|
—»0O conforme n —><= Como consecuencia, la representacion en sene de I-'ourier
de la respuesta en estado estacionario a&uy(/) converge mas rapidamente que la
representacion en serie de Fourier de la entrada periodica P(t). Desde un punto de
vista practico, esto no es sorprendente, ya que es consecuencia de la accion suavi-
zante del sistema (esto es, como se indic6 en la seccidn 4.4, la integracién es una
operacion “suavizante”).

(b) Hay una diferencia significativa entre la respuesta en estado estacionario
(4.44) a una entrada periodica no senoidal de frecuencia coy la respuesta en estado
estacionario (4.41) a una senoidal pura con la misma frecuencia. Como se indico
en (4.42), en el caso de una entrada senoidal de frecuencia co la respuesta en estado
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EJEMPLO 4.17

Solucién

P 1 X©)

Ms2+nse K

Figura 4.27 Diagrama
de bloque pata el
msistema de la figura
4.26.

estacionario también es una senoidal con la misma frecuencia tu Sin embargo, pra
una entrada periddica no senoidal P(r) de frecuencia co la respuesta en estado estacio-
nario (4.44) ya no estd en la misma frecuencia; més bien, consta de una suma infinita
de senoides que tienen frecuencias tico que son multiplos enteros de la frecuencia c
entrada <. Fsto tiene aplicaciones practicas importantes, en particular cuando se con+
sideran las respuestas de sistemas oscilatorios o vibratorios. Si en (4.44) la frecuencia
neo de una de las armdnicas esta cerca de la frecuencia de oscilacion natural de in
sistema no amortiguado entonces surgird el fendmeno de resonancia.

Para alguien que no estd familiarizado con la teoria, puede parecer sorprendente
que un sistema practico pueda resonar a una frecuencia mucho mayor que ladcela
entrada. Como se indicé en el ejemplo 2.30, el fendmeno de resonancia es inpor-
tante en la practica y por tanto es importante que los ingenieros tengan algunos
conocimientos de la teoria asociada con las series de Fourier. de manera que la
posible dominancia de la respuesta de un sistema por una de las armdénicas supe-
riores en lugar de la fundamental pueda ser interpretada adecuadamente.

El sistema masa-resorte-amortiguador de la figura 4.26(a) esta inicialmente en reposo
en una posicion de equilibrio. Determine la respuesta en estado estacionario del sis-
tema cuando la masa estd sometida a una fuerza periddica P(t) aplicada externamente
que tiene la forma de la onda cuadrada mostrada en la figura 4.2.6(b)

K=250 N Lid B=0.5 Kfi s-I

X(t)
@

Figura 4. i« (a) Sistema y ib) entrada para el ejemplo 4.17.

Por la ley de Ncwton, el desplazamiento x(f) de la masa en el tiempo / estd dado pr
M + U— +Kx - I'(l) (4.45)
d; d/

de manera que el sistema puede ser representado por el diagrama de bloque de la
figura 4.27. Asi la funcion de transferencia del sistema es

o) = | o (@61

Del ejemplo 4.4, la expansion en serie de Fourier de la onda cuadrada P(t) es
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esto es,
Pit) = w,(f) + ugU) + + .0+ O+ oo (4.47)
donde

= 40sen (2, - 1)/
n 2n- 1

Sustituyendo los valores dados de M, /?y A, la funcién de transferencia (4.46) se
convierte en

(7(5)
105a+ 0.5s + 250
Asi
1 _ 250 10ft>2 ..0.5w
Gi\(a) = - _ = J
10<i t0.5ja> + 250 D D

donde D = (250 100)22 t 0.25<y2 de manera que

(250 - 10f>?)? 1 0.25@

D2
(4.49)
iD 4(250 - 100i)2+0.2.W;
arg G(jo)) = -tan"1(— — ) (4.50)
\250 - 10fi>v

Usando (4.42), la respuesta en estado estacionario del sistema de la w-ésima armonica
un(t) dada por (4.48) es

*«» (0= ni24n0- 1) 0)1 sen [{2n - It + arg G{j(2n 1))] (4.51)

donde |i7(j/i))| y arg(7(jaJ) estan dadas por (4.49) y (4.50) respectivamente. La res-
puesta en estado estacionario vax7) del sistema a la entrada P(t) de onda cuadrada
es determinada entonces como la suma de las respuestas en estado estacionario a
las armoénicas individuales en (4.47); esto es,

(<00 (4.52)
*1

donde voni(6 esta dada por (4.51)
Evaluando los primeros términos de la respuesta (4.52) tenemos
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Figura 4.28 Respuesta en estado estacionario del sistema de la figura 4.26.

*<rh(d

49 sen 3/- taifl{H ‘
v((250 - 90>?+ 2.25 160

= 0.027 sen (3r 0.000)

40 ! sen 5/ tan
<0 5jcv(6.25) o' (¥ )

= 1.02sen (5/-jTt)

40
sen 71- tan

xg(d = . .
¢*30 = 25 1250 - 490)2+ 12,251 1-240j

= 0.0076 sen (7 1- 3.127)
Asi una buena aproximacion de la respuesta en estado estacionario (4.52) es

XxCAO — 0.053 sen (t - 0.003) + 0.027 sen (Jt - 0.54) + 1.02 sen (5/ - \k)
+ 0.0076 sen (7/ - 3.127) (4.53)

En la figura 4.28 se muestra la grafica del desplazamiento y se ve en ésta que la
respuesta tiene una frecuencia de alrededor de cinco veces la de la entrada. Fso
es porque el término 1.02 sen (5/ - Jjt) domina en la respuesta (4.53); esto es uma
consecuencia del hecho de que la frecuencia natural de oscilacién del sistema»
V(K/M) = 5rads"\ asi que estd en resonancia con esta armoénica particular.

En conclusién, debe observarse que no es esencial introducir las funciones de
transferencia para resolver este problema. De manera alternativa, determindndola
integral particular de la ecuacion diferencial (4.45), la respuesta en estado esta-
cionario a una entrada A sen (ot estd determinada como

A sen(fot - a) _ eoB
vi(A Maty +BW K- Meo

dando r~(t) como en (4.52). Entonces la solucion procede como antes.
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452 Ejercicios

| ODetermine la corriente en estado estacionario en el 32 Determine el movimiento en estado estacionario de
circuito de la figura 4.29(a) como resultado de la apli- la masa de la figura 4.31(a) cuando est4 sujeta a la
cacion del voltaje periédico mostrado en la figura fuerza aplicada externamente de la figura 4.31 Cbh).
4.29(b).
« =30012
=4 x 10“6 F

e{n,

10-

0

0.01 0.02 0.03 0.04 t
(b)

Figura 4.29 (a) Circuito del ejercicio 30; (b) voltaje
aplicado.

3l Determine la respuesta en estado estacionario del
sistema masa-resorte amortiguador de la figura 4.30
(a) cuando la masa se somete a la fuerza periddica
f(t) aplicada externamente mostrada en la figura Figura 4.11 (a) Sistema masa-resorte-amorti-

4.30(b). guador del ejercicio 32; (b) fuerza aplicada

,Qué frecuencia domina la respuesta or qué? . . . .
«Q P yporq 33 Determine la corriente en estado estacionario en el

circuito que se indica en la figura 4.32(a) cuando
el voltaje aplicado es de la forma mostrada en la

A= 1kN m-| ijj B=0.5kgs- figura 4.32(b).
. 10-1F
M» 10kg| J/(f) 100fi
«/)?
(@
0.4 H
(a)
d/>
100 +
o}
0.02 004 0.06
b
Figura 4.10 (a) Sistema masa-resorte-amuriiguador Figura 4.32 (a) Circuito del ejercicio 33; (b)

del ejercicio 31; (b) fuerza aplicada voltaje aplicado.
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4.6 Forma compleja de la serie de Fourier

Una alternativa a la forma trigonométrica de la serie de Fourier considerada hasta
aqui es la forma compleja o exponencial. Como resultado de las propiedades de
la funcion exponencial, esta forma es matematicamente facil de manipular. En la
practica es ampliamente usada por los ingenieros, de manera particular en trabajos
relacionados con el andlisis de sefiales, y provee una transicion mas suave de la
consideracion de la serie de Fourier para el tratamiento con sefiales periddicas a
la consideracidn de la transformada de Fourier para el tratamiento con sefiales no
periddicas que se analizaran en el capitulo 5.

4.6.1 Representacién compleja

Para desarrollar la forma compleja de la serie de Fourier
f(t) - n eos ncot + ~  bnsen ntor (4.54)

que representa una funcién periddica /(i) de periodo T, procedemos como signe
Sustituyendo los resultados

sen nO)t = ) (tinai - e~nw)
|

eosnm = \(QnH \ ¢

en (4.54) se obtiene

(4.55)

Escribiendo

G~ 3°%. c»* “A)> ¢ ~c*~ + J*») (4.56)

(4.55) se convierte en
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m :C +)S Gé"'l'Z( _gd_n)l(l\du_!:)l(deus

= £ c,ejl, yaque <Dc°=c0

Jtc-00

Asi la serie de Fourier (4.54) se convierte simplemente en

I(I) = X c-e™ <4-57)
n=-00
que se conoce como la forma compleja o exponencial de la expansion en serie
de Fourier de la funcion/(/).
Para poder aplicar este resultado directamente, es necesario obtener una férmula
para calcular los coeficientes complejos c,,. Para hacer esto, incorporamos las férmu-
las de Euler (4.11) y (4.12) en las definiciones dadas en (4.56), llegando a

r<<T
tu- f«o = yj AOt (4.58)
- fdrT
cn=Ua,,-jbn) = - /'(/) eos ncotdt-j /(/) sen ncotdt
vd
-u /(1) (eos ncot - jsen ncot) 6t
cHT
/(O e-n'df (4.59)

- jK +1ihn) = y- /(O (eos ncot + j sen ncot) d/

tl’di T (4.60)

De (4.58) (4.60), se puede ver facilmente que para todos los valores de n
ofHr
f(i) e “jrovlr (4.61)

En resumen, la forma compleja de la expansion en serie de Fourier
de una funcién periddica /(/), de periodo T, es

m =Xe..c" (4.57)

donde
JT

n~y f(t)c im,dt (n- 0, %1, %2,. ..) (4.61)
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En general los coeficientes ¢c,, (n = 0, £1. £2, ... ) son complejos y pueda
expresarse en la forma

c.-lejc*
donde |c,|, la magnitud de c,, se obtiene de la definicion (4.56) por
k.l = ¢Ni“)1+ '= ivt«.2+ bl)

asi que 2|cJ es la amplitud de la /i-ésima armonica. El argumento 6,, de c, csia
relacionado con la fase de la /t-ésima armdnica.

EJEMPLO 4.1U  Encuentre la forma compleja de la expansion en serie de Fourier de la funcién
periddica/(/) definida por

/(0 =eos\t (711 < t< ®), I\t I271)=/(/)

-3k K O n 3rr

Figuro 4.3a Funci6n f(t) del ejemplo 4.18.

Solucién  En la figura 4.33 se muestra una grafica de la funcién/(/) sobre el intervalo -3r.
vV or 3tt. Aqui el periodo T es 2ti, asi de (4.61) los coeficientes complejos ct

estdn dados por

i = -r- at
c on eos [te wid7 4rtt
ot
an C )
2¢ WR2«-1)12 2

4jt J(2/1- 1) j2/i + 1)
-jnnAjn.2 rt-j/in g -j*.2v I¢d"* q~>*'7 e JW* e Jn,7>)

‘2t 2n-1 2nFYJ S 2n-1 + 2p+ 17

Ahora e = eos \k tjsen \it=j, c n2=-jye"™ =e)r=-¢eosnn - (-1)\ asi que

- e e Y A W ___ - n
¢ = TR T IR 2w e )

= (-i)Y i L_1=
7t V2n+1 2u—1/
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Solucién
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Observemos que en este caso c,, es real, lo cual se esperaba, ya que la funcién/(/)
es una funcion par de t
De (4.57), la expansidn en serie de Fourier compleja de/(/) es

L

(4n  1)n

Esto se puede regresar facilmente a la forma trigonométrica ya que, por la defini-
cién (4.56),

& ZCIO’ un=_g, + ci i>n= j(<ln -

de manera que en este caso particular

2¢-2)M  4nH o b

7t4n + 1 nt4n2- 1

Asi la forma trigonométrica de la serie de Fourier es
fiti

/(0 = - +-£ eos ni

que corresponde a la solucion del ejercicio I(e).

Obtener la forma compleja de la serie de Fourier de la funcion diente de sierraf(i)
definida por

f(ty=j (0< /< 2T),  f(t+27)=/())

Figura 4.34 Funcion/(/) del ejemplo 4.19.

En la figura 4.34 se muestra una grafica de la funcién/(/) sobre el intervalo -6T <
r < 6T. Aqui el periodo es 2J\ esto es, U) = k/T, asi de (4.61) los coeficientes
complejos c,, estan dados por

_:ﬂgo

Ti e—\n%tiT T
(inn)*

17 i_-.r

Yé'_:l

2
¢-jnntfi

Jo
;
(n* 0)
-jnn
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Ahora e"J'?* = ¢e'j0- 1, asi
ir jr 2 x g
jmi  (nn)1 (nny «r1

En el caso particularn - 0
f2T 2r

0= — AQ&t=—r** -1 -t2 =2

Asi de (4.57) la forma compleja de la expansién en sene de Fouricr de/(/) es
At _ L _ 2 jpwrir
m)'2+?/—iﬂjie'MT+ijM] _2+y %‘

D

Observando que j = e , este resultado tamhicn se puede escribir en la forma

fuy=2+-y |

Corno en el ejemplo 4.18, los coeficientes de Euler en la serie trigonométrica
correspondiente son

af) = 2c0 = 4, an=cn+ c*~ 0, >s*=j(t.+c*)=j{|\’/‘”+’,\‘/r;i;= ni

asi que la correspondiente expansion en serie de Fouricr trigonométrica de/(/) e

que corresponde a la solucion del ejemplo 4.11 cuando T = 2.

4.G.2 El teorema de la multiplicacion y el teorema de Parseval

Dos resultados utiles, en particular en la aplicacion de las series de Fourier al andlisis
de sefiales, son el teorema de la multiplicacion y el teorema de Parseval. H
teorema de la multiplicacién nos permite escribir el valor medio del producto ¢
dos funciones periddicas sobre un periodo en términos de los coeficientes de 35
expansiones en series de Fourier, mientras que el teorema de Parseval nos permite
escribir el cuadrado del valor medio de una funcidn periédica, que como veremos
en la seccion 4.6.4 determina el espectro de potencia de la funcion.
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Demostracién
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El teorema de la multiplicacidn

Si fU) y g(f) son dos funciones periddicas que tienen el mismo
periodo T entonces

f(t)g(r)di- ¢ c.d* (4.62)
- X
donde cny d,, son los coeficientes en las expansiones en senes de
Fouricr complejas deJXt) y gU) respectivamente.

Sean/(/) y g(t) con senes de Fouricr complejas dadas por

fU) = £ cHeim2+UT (4.63a)

con
ViT

cn=f\ XOc-~dT (4.63b)

*()- £ dm*™T (4.64a)
con

. g(t) dt (4.64b)
Entonces

1 c*r )

R (OFOE: ¢, e g(t)dt  lsan(l° (4.63a)

Suponer que es posible
« la integracion término a
termino usando (4.64b)

Como d_n=di, el conjugado complejo de dni esto se reduce al resultado requerido:

rc+r
\\ /(0g(t)dt= c,,d* U
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En términos de los coeficientes reales aH bny a,,, /2. las expansiones en serie
de Fourier trigonométricas que corresponden a/(/) y g(f) son

f(t) = { 0.eo0s +¢¢>.seni'-N-i

n=! n ! «s| n

>0 = 1«0+ eos ( i+ ¢ ii.sen (t )

y usando las definiciones (4.56), el resultado (4.62) del teorema de la multipli-
cacion se reduce a

*'(I)g(l)dt = £ + Cofo+ £
1 1

«

= iadis + X, 1" AH <> +IA)
&

+ («, +ji)(a, - jJA)
dando

TEOREMA 4.6 El teorema de Farsevai

Si /(/) es una funcion periddica con periodo T entonces

(4

donde los citson los coeficientes en la expansién en serie de Fourier
compleja de/(/).

Demostracion  Este resultado se sigue del teorema de la multiplicacion, ya que tomando g(r) =
f(t) en (4.62) obtenemos
(+T

}  L/(ord/=¢ = jr icj

Usando (4.60), el teorema de Parscval puede escribirse en términos de los
coeficientes reales any b,, de la expansion en serie de fourier trigonométrica ce
la funcién/(/) como

(4 66)
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Solucién
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El valor/RM raiz cuadratica media (RCM) de una funcién periodica /(/) de
periodo T%esta definido por

v

/rcm = im ‘¢t

por tanto puede ser expresado en términos de los coeficientes de Fourier usando
(4.65) o0 (4.66).

Aplique el teorema de Parseval a la fiineion
M =] (0<t<T), fO +2T) - m

considerada en el ejemplo 4.19 y demuestre que
1-2 i

x1-1 - 3

Por el ejemplo 4.19 los coeficientes de la expansién en serie de Fourier compleja
de/(/) son

c0=2,¢cn= (n* 1)
«f1

Asi al aplicar el resultado (4.65) del teorema de Parseval, y observar que el periodo
es 2T, obtenemos

(21
2TJ0 [/(0i2)'=¢e?+ (){/:4 +y k,i
dando
+ r~d, =4+2frAY
27-Jo i/ Z (W

que se reduce a

llegando al resultado requerido
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4.6.3

Espectro de frecuencia discreta

Al expresar una funcion periédica f(t) mediante su expansién en serie de Fourier
estamos descomponiendo a la funcién en sus componentes armoénicas o de fre-
cuencia. Hemos visto que sif(t) tiene periodo T entonces tiene componentes e
frecuencia a las frecuencias

=nao (»-1,2.3....) (4.67)

donde alges la frecuencia de la funcién padre/(/). (Aqui todas las frecuencias son
medidas en rads*‘\)

Por tanto, una serie de Fouriei puede ser interpretada como el espectro de
frecuencias de la funcion periédica /*(/), y proporciona una representacion alterna-
tiva de la funcién en su forma de onda en el dominio de tiempo. Fstc espectro de
frecuencia se representa dibujando las graficas de las amplitudes y las fases de las
diversas componentes armoénicas contra la frecuencia angular Qi, Un dibujo déla
amplitud contra la frecuencia angular se denomina espectro de amplitud mientras
que la grafica de fase contra frecuencia angular se conoce como espectro de fase
Para una funcion periédicaf(t) de periodo T las componentes armdnicas s6lo aparecen
en frecuencias discretas co*. que estdn determinadas por (4.67), asi que estos espec-
tros se conocen como espectros de frecuencias discretas o espectros de linca. End
capitulo 5 usaremos las transformadas de Fourier para definir espectros continuos
de funciones no periodicas. Con el aumento en la habilidad para procesar sefiales
digitales, la representacion de sefiales por sus espectros correspondientes es un
método que se utiliza ampliamente en casi todas las ramas de la ingenieria, espe-
cialmente en la ingenieria eléctrica, cuando se consideran tépicos tales como d
filtrado y la modulacion. Un ejemplo del uso de una representacién de un espectro
discreto de una funcion periddica es en la medicion de la distorsién en amplifica-
dores, donde el contenido armonico de la salida, medido digitalmente, es una entrada
senoidal que proporciona una medida de la distorsién

Si la expansién en serie de Fourier de una funcion periddicaf(t) de periodo
7 se obtuvo en la forma trigonométrica

(/) ="+ i«.cos™'~+
n»l /1>-1
entonces, como se indicé en la seccion 4.2.2, esto puede expresarse en términos
de sus distintas componentes armdnicas como

A>) = o+ -l.scn (4.68)

donde
A4U= >0, A, - ,(«; + bi)

y las <$;,estdan determinadas por

*

sen <A = b—, €0s <p*<:
An

tfj.
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Amplitud Anj\

2=
0j9

i
A0 A\ a2 all asy

g iriso 4 5w 0

Frecuencia ton

Figura 4.35 Espectro de frecuencia discreta real.

Figura 4.36 Forma compleja del espectro de amplitud.

En este caso el dibujo de Ancontra la frecuencia angular (0,,yconstituira el espectro
de amplitud y el de OKcontra anel espectro de fase. Estos pueden incorporarse en
la misma grafica al indicar las diversas fases en el espectro de amplitud como se
ilustra en la figura 4.35. Puede verse que el espectro de amplitud consiste de una serie
de rectas verticales equidistantes cuyas longitudes son proporcionales a las amplitu-
des de las diversas componentes arménicas que integran a la funciéon/(O- Es claro
que la forma trigonométrica de la serie de Fourier en general no conduce al trazo
del espectro de frecuencia discreto, y primero tienen que determinarse las ampli-
tudes Any las fases  a partir los valores de uny hnpreviamente determinados.

Al trabajar en anéalisis de sefiales es mas comun usar la forma compleja de la
serie de louricr. Para una funcion periédica/(/) de periodo T, ésta estd dada por
(4.37) con los coeficientes complejos dados por

cn=|cjep* wW=0, 1, +£2,...)

donde |rj y <& denotan la magnitud y el argumento de cnrespectivamente. Como
en general es una cantidad compleja, necesitamos dos espectros de linca para
determinar el espectro de frecuencia discreto; el espectro de amplitud es el trazo de
|c,,| contra cony el espectro de fase, aquel de (z,contra con. I.n los casos donde c,, es
real se puede usar un solo espectro para representar la funcién/(/). Como \c.,,\ -
[rj| = |c,|. el espectro de amplitud serd simétrico con respecto al eje vertical corno
estad ilustrado en la figura 4.36.

Se observa que en la forma compleja del espectro de frecuencia discreto tenemos
componentes de frecuencias discretas 0. +cq,. +2<% +3i% ... ; esto es, estan involu-
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eradas ambas frecuencias discretas positivas y negativas. Lis claro que las sefiales at
frecuencias negativas no son viables fisicamente, y han sido introducidas por razo»
matematicas. Ln la frecuencia //cq, tenemos la componente que ella misma noa
una sefial fisica; para obtener una sefial fisica debemos considerar ésta junto conh
componente correspondiente e a la frecuencia -n(Oo, ya que entonces tenemos

ej + e-j'«v = 2 e0s ncolk 4

EJEMPLO 4.2 1 Dibuje los espectros de amplitud y fase de la funcion periddica
m =J <0< r< 27  f(t+2T) =f(1)
del ejemplo 4.19. Considere ambas formas compleja y real.

Solucién En el ejemplo 4.19 los coeficientes complejos fueron determinados como

c0= 2, cn= (n =1, £2, £3, . --)
Asi
‘] 2/mi (n=1,2,3,...)
© 2/nn (n=-1,-2,-3,...)
i \n (n=1,2,3,...)
f,=argc, = -k
1-71 («=-1,-2,-i,...)
F.n la figura 4.37(a) y (b) se muestran los espectros de amplitud y fase correspon-
dientes.
-4wn-3wo-20>n
iy Xig Jeo
Frecuencia (NN
.i*
(a) (b)
Figuro 4.37 Espectros de frecuencia discreta compleja para el ejemplo 4.21, con = n/T: (a) espectro

de amplitud; ib) espectro de fase.
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Figura 4.38 Espectro de frecuencia real discreta para el ejemplo 4.21 (correspondiente a la
expansion senoidal).

En el ejemplo 4.19 vimos que los coeficientes de la forma trigonométrica de
la expansion en serie de | ouricr de f(t) son

4

A, -2, A,= 4- (»=1,2,3,...)

llegando al espectro de frecuencia real discreto de la figura 4.38.

Como |r,| = [s(a@+ b2) = \A,,, las lincas del espectro de amplitud en la forma
compleja (figura 4.37) son, como se esperaha, la mitad de la amplitud relativa de
aquellas en la representacion real (figura 4.38), la otra mitad del valor se asigna a
las frecuencias negativas correspondientes. En la representacion compleja las fases
a frecuencias negativas (figura 4.37b) son las negativas de las correspondientes
frecuencias positivas. En nuestra representacion particular (4.68) de la forma real las
fases de las frecuencias positivas difieren en ¢n entre la forma real y la compleja.
De nuevo, esto no es sorprendente, ya que de (4.69) vimos que combinando frecuen-
cias positivas y negativas en la forma compleja llegamos a una cosenoidc en esa
frecuencia en lugar de una senoide. Para mantener la igualdad de las fases en frecuen-
cias positivas entre las representaciones real y compleja, una expansion cosenoidal

f(t) = A0+ ¢ A, eos + %) (4.70)
m
de la serie de Fourier real, se adopta frecuentemente como una alternativa de la expan-
sién en serie senoidal (4.68). lornando (4.70), el espectro de amplitud quedard como
para (4.68), pero el espectro de fase serd determinado por



342 SERIES DE FOURIER

EJEMPLO 4.22

Solucién

Amplitud Ani i
2
01=in
4frr me
02 =i*
7/n He
In - - *4 =4«

ioq 2iog 3|'|Lq 4|’}jq &1;0
Frecuencia cy/i
Figura 4.39 Espectro de frecuencia discreta real para el ejemplo 4.21 (correspondiéme
la expansion coscnoidal).

mostrando un corrimiento de fase de ¢n de la de (4.68). Adoptando la representa-
cion real (4.70), el espectro de frecuencia real discreto correspondiente parai:
funcion «(«, del ejemplo 4.21 esta ilustrado en la figura 4.39.

Determine la forma compleja de la expansidn en serie de Fourier del tren irfinito
periddico (periodo 2T) de pulsos rectangulares idénticos de magnitud A y duracion
2d ilustrados en la figura 4.40. Dibuje el espectro de frecuencia discreta en el e
particular cuandod —¢ y T =

2 2d 2d 7

_47  -37  -27 -7 ~d°d 7 27 37 47 t
Figura 4.40 Tren infinito de pulsos rectangulares del ejemplo 4.22.

Sobre un periodo -T < t < T la funcién/(/) que representa el tren esta exqresach
como

0 (~T< t<-d)
A0 = A (-d<t< d)
0 (d<t<T)

De (4.61), los coeficientes complejos c,, estan dados por

—htree -innv's Simouir -
dt Ac '
AQe 27 d' = Tr jnn (19

d

A e A fannd\ Adsen (nnd/T)

=41 £2,...
nn j2 nirSeni. T ) T nnd/T (n
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En el caso particular cuando n =0

L aqp - Ad
27 't

asi que
ch= Msene ‘Mla\l (n= B £1, +2,
donde la funcién sene estd definida por
sen i
senei = i
i 0=0)

Asi de (4.57) la expansion en serie de Fourier compleja para el tren infinito de
pulsos/(O es

fig . « Ad g:mill’izﬂg"jijjrr/r

Como se esperaba, comof(t) es una funcidn par, G,es real, entonces s6lo necesitamos
dibujar el espectro de amplitud discreto para representar /'(/). Como el espectro de
amplitud es un trazo de \cn\ contra la frecuencia con a~ = itlT, sdlo tomara
valores en los valores de frecuencia discreta

(/*0)

/7 7
En el caso particular d = T= (0= 2n el espectro de amplitud existira sdlo
en los valores de frecuencia
0, £2it, +4n, ...
Como en este caso
cn=!Asene \nn  (n- 0, £1, £2, )
observamos que sene\nn = 0 cuando ?nn - mnon=5m (M- +1,+2,. ), el

espectro se muestra en la figura 4.41.

Amplitud Ic,,
It I o
VIIT rvi'lT]-..
15a/u 10ng 5100 -t00  Aft Siog 10i/i0 15(ug  Krccuencia ujn
-lort —20c 10k 2n 2 Ion 20n 3

Figura 4.41 hspcctro discreto de amplitud para un tren infinito de pulsos cuando d -

byl 2
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4.6.4

SI-RIES DE FOURIER

Como veremos en el capitulo 5, la funcién sene sene / = (sen /)// juega un papd
importante en el analisis de sefiales y algunas veces se le conoce como funcion rif
muestren. En la figura 4.42 se muestra una grafica de scnci, y es claro que la fuién
oscila sobre intervalos de longitud 271y decrece en amplitud cuando t crcce. Qosci-
vamos también que la funcion tiene cerosen /=Hm (n=1,2,3, . ).

Espectro de potencia

La potencia promedio /' asociada con una sefial periddica/(/) de periodo 7 et
definida como el valor cuadratico medio; esto es,
frf+7
47D
=N L [
Por ejemplo, si J\t) representa un voltaje que se aplica a un resistor, entonces P
representa la potencia promedio, medida en watts, que disipa un resistor de 1 fi,
Por el teorema de Parseval (teorema 4.6)

@n
»|
Como
‘HT = I-T -
[ (2nnt\ 12nnt\
aneos df = b,,eos

la potencia en la n ésima armdnica es

P.- + b\) @n

y se sigue de (4.72) que la potencia de la funcién periddica/(O es la suma de ls
potencias de las componentes arménicas individuales contenidas en/(/).
En términos de los coeficientes complejos de Fourier, el teorema de Parseval ca
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Solucién
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Como se discutié en la seccion 4.6.3. la componente eV en la frecuencia r),, = no\h
o0 = 2kIT, debe ser considerada junto con la componente €'Jav a la frecuencia nega-
tiva correspondiente -Co,, para formar la /t-ésima componente de la armoénica nueva
de la funcion/(O- Como |c_|2- |e*,]|2= |c.,|2 se sigue que la potencia asociada con la
rt-ésima armoénica es la suma de las potencias asociadas con €™V'ly esto es,

P,,=2\cI2 (4.75)

que, como [t*J = \\(fll + 62), corresponde a (4.73). Asi en la forma compleja la
mitad de la potencia de la si-ésima armdnica estd asociada con la frecuencia
positiva y la otra mitad con la frecuencia negativa.

Como la potencia total de una sefial periddica es la suma de las potencias
asociadas con cada una de las arménicas de las cuales estd compuesta la sefial, de
nuevo es Util considerar la representacién espectral, y un trazo de |c,|2 contra la
frecuencia angular @, es llamado el espectro de potencia de la funcion /(/). Es
claro que tal espectro es deducido facilmente del espectro de amplitud discreto de
lc,,| contra la frecuencia angular &3,

Para el espectro del tren infinito de pulsos rectangulares mostrado en la figura 4.40,
determine el porcentaje de la potencia total contenido dentro de la banda de frecuencia
hasta el primer valor cero (llamado el cruce en cero del espectro) a IOftrads-1

De (4.71), la potencia total asociada con el tren infinito de pulsos rectangulares
/(O es

p“I1lrd OV)]adf = Al
que en el caso particular en que d = Dy T=\ se convierte en
f1.'10
P= A2d/= }Al
J W

La potencia contenida en la banda de frecuencia hasta el primer cruce cero a
IOcrad s~ es

P, =el +2(c{ + cj+ ] + ¢el)
donde

C,,—\A sene \tm
Esto es,

Pl = £A2+ yBA'sene” \k + sene2\n + sene2\n + sene2/\c
¢ Al[1 + 2(0.875 1 0.756 + 0.255 + 0.055)]
J¢ 40.976)
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Asi = 0.976/5 de manera que aproximadamente el 97.6% de la potencia tad
asociada con /(/) estd contenida en la banda de frecuencia hasta el primer auce
cero a 10nrads'l

Supongamos que al aplicar un voltaje periédico v(t) de periodo T a uii circuito
lineal se obtiene una corriente i(t) del mismo periodo T. Entonces, dada la repre-
sentacién en serie de Fourier, el voltaje y la corriente en un par de terminales, pode-
mos usar el teorema de la multiplicacién (teorema 4.5) para obtener una expresion
para la potencia promedio P en las terminales. Asi, dando

0o
la potencia instantanea en las terminales es vi y la potencia promedio es

o, en términos de los coeficientes afobfiy ary fhde la serie de Fourier trigo-
nomeétrica corrcspondieiile

4.6.5 Ejercicios

34 Pruebe que la forma compleja de la expansion en 36 Obtenga la forma compleja de la expansién en sene
serie de Fourier de la funcién periddica de Fourier de las siguientes funciones periddicas.
IN=r (n<t<n)
f(i+2n)=A0

10+ 20) -1(/)

Usando (4.56) obtenga la serie trigonométrica corres- I+ T -1, T=2itfw
pondiente y verifique con las series obtenidas en el
ejemplo 4.5.

35 Obtenga la forma compleja de la expansién en serie
de Fourier de la onda cuadrada 0+ -1
(d)JU) = |scn /] (-K <t < k)

Ai + 270 =/(/)

I +4)-1(0 37 Una funcién periédica/(i) de periodo 2t esta defi-

o . nida dentro del periodo -7i < t < n por
Usando (4.56) obtenga la serie trigonométrica corres

pondiente y verifique con las series obtenidas en el
ejemplo 4.9.



Usando los coeficientes de Fourier de /{/), junto con
el teorema de Parseval, pruebe que

u2n-\) - °

(Nota:  Los coeficientes de Fourier se pueden
deducir del ejemplo 4 o del ejercicio 35.)

3B(@) Pruebe que la expansion en serie de Fourier de
la funcion periodica
f(t) =500k (O <t< )
f(t+ ¢) = /W
puede expresarse como

flt) =5n 10V 1sen 100«
i

(b) Usando (4.66), estime el valor rcm de /(/)
(i) usando los primeros cuatro términos de la serie
de Fourier;

(ji) usando los primeros ocho términos de la serie
de Fourier.

39
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(c) Obtenga el valor RCM verdadero def(t) y luego
determine el porcentaje de error en los valores esti-
mados obtenidos en (b).

Un voltaje periodico v(t) (en V) de periodo 5 ins y
especificado por
f60 (0</< 125ms)
VO =10 (@25ms < t<5ms)
v(t + 5ms) = v(t)
se aplica entre las terminales de un resistor de 15 D.

(@) Obtenga las expresiones de los coeficientes de
Fourier ¢, de la representacion en serie de Fourier
compleja de V()% escriba los valores de los primeros
cinco términos distintos de cero.

(b) Calcule la potencia asociada con cada uno de
los cinco términos distintos de cero de la expansion
en serie de Fourier.

(c) Calcule la energia total que disipa el resistor de
15n

(d) ¢Cudl es el porcentaje de la potencia total que
disipa el resistor por los cinco términos distintos de
cero de la serie de Fourier?

Como observamos en la seccién 4.2.3, el hecho de que el conjunto de funciones {1,

, 80s ncot, sen ncat, ... }es un conjunto ortogonal de funciones
A d + Tes crucial en la evaluacion de los coeficientes en la

expansion en serie de Fourier de una funcion/(/). Es natural preguntar cuando es
posible expresar/(f) como una expansién en serie de otros conjuntos de funciones.
En el caso de funciones periddicas/(/) no existe una alternativa natural, pero si

estamos interesados en representar una funcion/(/) sélo en un intervalo I,

tKt

entonces existen muchas otras posibilidades. Estas posibilidades estan tomadas de
una clase de funciones llamada funciones ortogonales, de las cuales el conjunto

eos ncat, sen ncot) es un ejemplo particular

4.7 Funciones ortogonales
eos 0)t, sen (), .
en el intervalo d
trigonomeétrico {1, eos cat. sen out
4.7.1 Definiciones

Dos funciones reales)\t) y g(t) que son continuas a pedazos en el intervalo
t N t2se dice que son ortogonales en el intervalo si
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I’ I(F)g(/)d/ = 0

1Jn conjunto de funciones reales 0,(/). &*), ...s \$rJ)L tada una de las cuales e
continua a pedazos en /, » / ™ /2 se dice que es un conjunto ortogonal en ete
intervalo si ) y son ortogonales para cada par de indices distintos n<m\ esto

es, Si

I'Z faUMIO) d/ = 0 {n * m) @79)

También supondremos que ningdn miembro del conjunto n(t)} es idénticamente
cero excepto en un namero finito de puntos, de manera que

I’-<f|'(t)dt =ym (m=1,2, 3 ) @
[ ]
donde ym(m =1, 2,...) son todas constantes distintas de cero.

Un conjunto ortogonal {<>()} se dice que es ortonnrmal si cada una de 95
componentes también estd normalizada, esto es, ym= 1 (m- 1, 2, 3, ...). Ooser-
vamos que cualquier conjunto ortogonal {(t)} puede convertirse en un conjunto
ortonormal dividiendo cada miembro <k{t) del conjunto entre 6.

EJEMPLO 4.24  Como se cumplen (4.4) (4.8),

{1, eos/, sen/, eos 2t, sen 2 €0Snt. SeNnt}
es un conjunto ortogonal en el intervalo d d + 2ti. mientras que el conjunto
eos/ sen/ egs nt sen nt\
v(21) ylt  MC Vit * ¥t J

forma un conjunto ortonormal en el mismo intervalo.
Lo anterior se sigue ya que

r dt = 1
ftl+2n 2 g2x . 2
I (tt)--l_ra)*- L)

La definicion de ortogonalidad considerada hasta aqui se aplica a funciones
reales y tiene que ser corregida un poco si los miembros del conjunto {$,(/)) sn
funciones complejas en la variable real /. Ln tal caso el conjunto {$,()} se dice
que es un conjunto ortogonal en el intervalo /, ~ ~ [?si
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Solucién

FUNCIONES ORTOGONALES 349

rda8FHrkiindinrm i—m— — — — i

i2 .o ¢ m) 4.78)
i

J,, 7 (w=m)

donde denota la conjugada compleja de <.

Verifique que el conjunto de funciones exponenciales complejas
)eJ""T}y (n=0, 1, +2, £3, . ..)

usado en la representacion compleja de la serie de Fourier es un conjunto ortogonal
en el intervalo 0 » t~ 27.

Primero,

*27

_ T inKh'T _ *

. 1d/ = jnne =0 (n* 0
ya que ej2n= e° = I. Segundo,

n.T 1*27

I d/ - dr

Jo Jo

= *
j(/ - mK 0 (n*m
y, cuando n=m,
eJhr(ejmalf)yxd/ _ I 1d/=2r*

Asi
eifkTldr=0 (n*0)

ejiof e/ [0 (n&m)
12r  (/i-w)

y. de (4.78), el conjunto es un conjunto ortogonal en el intervalo 0  f «& 27\

Los conjuntos trigonométricos y exponenciales son ejemplos de conjuntos
ortogonales que ya hemos usado en el desarrollo del trabajo sobre series de Fourier.
Ejemplos de otros conjuntos de funciones ortogonales que se usan en la préctica son
los polinomios de Legendre, las funciones de Bessel, los polinomios de Hermite, los
polinomios de l.agurrc, los polinomios de Jacobi, los polinomios de Tchebyshev
(algunas veces escrito como Chcbyshcv) y las funciones de Walsh.
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4.7.2

Series generalizadas de Fourier

Sea {0,,(N} un conjunto ortogonal en el intervalo ~ ~ 'y supongamos ge
queremos representar la funcién continua a pedazos/(O en términos de este con
junto dentro de este intervalo. Siguiendo el desarrollo en serie de Fourier, supou
gamos que es posible expresar/(O como una expansion en serie de la forma

JO)=X M 0 479

Ahora queremos determinar los coeficientes  y paia hacer eso de nuevo seguinos
el desarrollo en serie de Fourier. Multiplicando todo (4.79) por e integrando
termino a termino obtenemos

f()0Jt) dt=Y jh d'
i X i
que. usando (4.76) y (4.77), se reduce a
i
|’ ()& (/) df = ey,

dando

*2
fomod Ww=1,2,3,...) @48
wm -~ L

Resumiendo, sifU) es una funcion continua a pedazos en el intervalo /, s
/ «Suy {0,(0} es un conjunto ortogonal en ese intervalo entonces la serie

JO) - i():M <)

se conoce como serie generalizada de Fourier de/(/) con respecto al conjunto
base t3ILL))*y los coeficientes c,,, dados por (4.80), son llamados los coeficien-
tes generalizados de Fourier con respecto al mismo conjunto base.

Se puede hacer un paralelismo entre una expansion en serie generalizada &
Fourier de una funcién/(f) con respecto a un conjunto base ortogonal de funciones
10»M} vy la representacion de un vector/en términos de un conjunto base ortogo-
nal de vectores V¥4 , V,, COMO

/= awx+ ...+ a,vn

donde

V,'V, \v X

Hay una clara similitud entre este par de resultados y el par (4.79)—4.80).
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Convergencia de la serie generalizada de Fourier

Como en el caso de la expansidon en serie de Fourier. se pueden considerar las
sumas parciales de la forma

FU) = X (MO (4.81)

y deseamos que esta representacién sea, en algun sentido, una “aproximacién cercana”
a la funcion original/(f). La pregunta que surge al considerar dicha suma parcial es
si elegir los coeficientes ¢, como los coeficientes generalizados de Fourier (4.8U)
es la “mejor” aproximacién. Definimos el error cuadratico medio £ ventre el valor

verdadero de/(/) y la aproximacion £v(0 como
1/(0 -/',v(0]2d/

se puede probar que £ves minimizada para todo N cuando los coeficientes G, se
eligen de acuerdo a (4.80). En este sentido, la serie generalizada de Fourier finita
da la mejor aproximacion.
Para verificar este resultado, suponemos, por conveniencia, que el conjunto
es ortonormal y consideramos la .V-ésima suma parcial

Fit) = X ?2M %)
=]

donde los cnson elegidos de manera que minimicen el error cuadratico medio £v.
Ahora

2-)e* = | AD-"cMD i
J «u

A if2 AV B V]

AO0df-2£c,| f(.i)<?M)dt+'Z€A ti(0d/
1 f =1Jt

Tf\t) dr- 2£ cHH X
| e

ya que {&5(0)]] es un conjunto ortonormal. Esto es,
o e - Ay - XX ~ (4.82)

que es minimizado cuando C,—<C,
Haciendo ¢,, =G, en (4.82), el error cuadratico medio £val aproximar/(/) por

FJI) de (4.77) esta dado por

B2 = -t |,:> .
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EJEMPLO 4.26

si el conjunto {$,()} es ortonormal, y esta dado por

\"

E» ! f | (4.83)
i

si el conjunto {0,(N} es ortogonal.
Como por definicion ES es no negativo, se sigue de (4 83) que

e (4.84)
I ] n=1

un resultado conocido como la desigualdad de Bessel. La pregunta que surge enla
préctica es de un rnodo u otro si EN—>0 conforme N —» «5 esto indica que la suma

X/
=l
converge a la funcion/(/). Si éste fuera el caso entonces, de (4.83),
f

't (4.85)
l. -

que es la forma generalizada del teorema de Parseval, y el conjunto {§={)} s
dice que es completo. Estrictamente hablando, el hecho de que el teorema de Parseval
se cumpla asegura que la suma parcial Fs<{f) converge en la media a la funcin
original/(/) conforme ;V—@ y esto no garantiza necesariamente la convergencia
en cualquier punto particular. Sin embargo, en las aplicaciones en la ingenieria la
distincion se puede pasar por alto, ya que para las funciones encontradas en la préactica
la convergencia en la inedia también garantiza la convergencia puntual en puntos
donde f(t) es convergente, y la convergencia a la media de la discontinuidad en los
puntos donde/(/) es discontinua.

El conjunto {1, eost, sent, ... , eosnt, sen nt} es un conjunto ortogonal completo
en el intervalo d ~ t ~ d + 2n. Siguiendo el mismo argumento que antes, s
prueba que para una funcion/(/) que es continua a pedazosend <t d+ 2trd
error cuadratico medio entre/(/) y la serie de Fourier finita

A% \%
Fv(/) = i<i0+~ &,eosnt+~ bfisennt
nt
es minimizada cuando d0 any bn(n= 1,2, 3, ... ) son iguales a los coeficientes
de Fourier aQ any bn(n =1, 2, 3, .. ) correspondientes que se determinaron d

usar (4.1 1) y (4.12). En este caso el error cuadratico medio L\ estd dado por

1 v
31 2«0+ ﬁ ' »+ 6>

La desigualdad de Bessel (4.84) se convierte en



40 La expansion en serie de Fourier de la onda cua-

41

4.7.4

[d+u 1

Jd

fit)at K ~«r’1+ 1£(«,
=l
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y el teorema de Parseval (4.H5) se reduce a

id

que se ajusta con (4.66). Como en este caso el conjunto base es completo, el
teorema de Parseval se cumple y la serie de Fourier converge af(t) en el sentido

discutido antes.

Ejercicios

drada periddica
r, (,<,<0).
[\ (0<t<n)
f(t + 2n)

es

0= 4d(eriysen@ -3

Determine el error cuadratico medio que corresponde
a las aproximaciones de f{t) al usar un termino, dos
términos y tres términos respectivamente en la expan-

sién en serie.

Los polinomios de Legendrc PHt) son generados
por la férmula

(n-01,2,..)

2 n\ d/
y satisfacen la relacién de recurrencia

nf\(t) = (21 D>, () - (» - 1)r-20

(a) Deduzca que
Pof) =1, /() =1
PAO- 1(3/2- D* P¢t)= J(5i*-3/)

(b) Pruebe que los polinomios forman un conjunto
ortogonal en el intervalo (-1,1) y, en particular, que

42

43

Pm{t)P¢i)dt

0 (n*m)
2((2n+1) (n=m m—i) 1,2,...)

(c) Dado que la funcioén

-1 (-1</<0)
I()=+ 0 (=0)
1 (0</<1)

estd expresada como una expansién en serie de

Fourier-1 egendre

determine los valores de cO, c-, t)2y cy

(d) Dibuje las graficas para ilustrar la convergencia
de las series obtenidas en (c) y compare el error
cuadratico medio con el de la expansién en serie de

Fourier correspondiente.

Pepita las partes (c) y (d) del ejercicio 41 para la
funcién
‘0 (-1 <x<0)

x (0 < x < 1)

IM

Los polinomios de l.agucrrc L, (i) estan generados

por la féormula

ub :e'(;(i'e-') («=0,1,2, w)
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y satisfacen la relacion de recurrencia
- @ - 1- N, 0- (n- 1)X 20
*=23 ...)
listos polinomios son ortogonales en el intervalo O
K t < »0con respecto a la funcién de peso e, de
manera que

[ cLowo d

] («) (n=m)
(@) Deduzca que
=1 () =1-1
L) - 2-4+2

()= 6- 18rhot-r*
(b) Confirme elresultado de ortogunalidad anterior
enel caso de (0 (2y Ly
(c) Dado que la funcién f(t) estd siendo aproxi-
mada en el intervalo 0~ t < «por

m - Xclg>
pruebe que

o=

(W2
(Afora: los polinomios de Laguerre son de particu
lar importancia en ingenieria ya que pueden ser gene-
rados como las respuestas al impulso de circuitos
relativamente simples.)

Los polinomios de Hermite H,(t) estan generados
por la formula
e'*1

HU) = (-1)" at”

y satisfacen la relacion de recurrencia
HLf) = tHUO - (» - Uff-aw

(n-012,...)

h=2.3...)

Estos polinomios son ortogonales en el intervalo
—w < i < wcon respecto a la funcién de peso e-22,
de manera que

I» “hehw (=1
(@) Deduzca que

1Hao=i, I\ =1I

1120 - '2- 1 WW=/3- 3/

tf4)) = T~ 6/2+ 3

45

(b) Confirme el resultado de ortogonalidad anterior
en el caso de HQO Hx H2y Hy

(c) Dado que la funcidn jyt) esta siendo aproxi-
mada en el intervalo «> < f < * por

pruebe que

riviT (r=0.1,...)

Los polinomios de Tchchyshev T, (i) estan genera-
dos por la formula

r.() =eos(neos-1) (n=0, 1,2, ...)

1«.2)
Uo=Xx  @yw-ary ¢ - /37
(=012...)
donde
ni2 (» par)
(n-1)2 (nimpar)
También satisfacen la relacién de recurrencia
THt) = 2Tn{t) - n=2,3 )
y son ortogonales en el intervalo 1 < t < | conres
pecto a la funcion de peso I/l - 2), de maneraqe

[n/2] =

, (m*n)
n (m=n=0)
(@) Deduzca que
ro=1i, r)@):t
ra0 =2/2- i, r3/)=4/3- 3/

r4/) = 8/1- 8/2+ i
7,()) - 16/5- 20/; + 5/
ib) Confirme el resultado de ortogonalidad anterior

para TQ Tf T2y Ty
(c) Dado que la fiincion J\t) estd siendo aproxi-

mada en el intonalo | < /< | por
m - 2[(:0c'TM
pruebe que
oI [ MR A
K) , vd -/
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g:j' 0 (rwl, 2 ...)

45 Con el desarrollo de las técnicas digitales, en la prac
tica las funciones de Walsh WHt) adquirieron una
importancia consideiable, ya que son facilmente ge-
neradas por circuitos digitales l6gicos. Las prime-
ras cuatro funciones de Walsh pueden definirse en
el intervalo ()< /*. T por

»,(N- Yr 10 1))
W) i/vr (05 /<;e/e)

if,r Jo-i<ir.Jr<hr)
ww o (Jrei<jr>

i i/ (0*t<:ir,3f<t<IT,jr<t*r>
i/vr (jr<i<irjr< i< gT)
(a) Dibuje las gréficas de las funciones  (f), W{t)%
WZt) y WKt)yy pruebe que son ortonormales en el
intervalo 0 < / < T. Escriba una expresion para
K(0-
(b) Las funciones de Walsh pueden usarse para
obtener una expansion en serie de Fourier-Walsh
para una funcién/(/), sobre el intervalo 0~ ~ T,
en la forma

m =

llustre esto para la onda cuadrada del ejercicio 40.
¢Cual es el error cuadratico medio? (.60rnente la
respuesta.

4.8 Aplicacion a la ingenieria:
funciones descriptivas

Muchos sistemas de control que contienen un elemento no lineal pueden represen-
tarse mediante el diagiama de bloques de la figura 4.43. F.n la practica las técnicas
de la funcién descriptiva se usan para analizar y disefiar tales sistemas de control
Esencialmente, el método consiste en reemplazar la no linealidad por una ganancia
N equivalente y después usa las técnicas desarrolladas para los sistemas lineales,
tales como los métodos de respuesta de frecuencia de la seccion 2.7 Si el ele-
mento no lineal es sometido a una entrada senoidal e(t) = X sen cot entonces su
salida z(/) puede representarse por la expansion en serie de Fourier

¢(0 - tfor £ a*eos niot 4~ bnsen n(Ut

—50+  /i,,sen (nco(+ 48

Elemento no lineal

e Salida

IEntrada

Elemento
lineal

z
—>\CO)*

Figura 4.43 Sistema de control no lineal.
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con An=v("J+ K) y u=tan 1
La funcién descriptiva Af(JQ del elemento no lineal esta definida entonces cono
la razon compleja de la componente fundamental de la salida entre la entrada; estoes,

N(X) =4 e*

con N(X) independiente de la frecuencia de entrada (isi el elemento no lineal ro
tiene memoria.

Una vez determinada la funcién descriptiva, el comportamiento del sistema
de lazo cerrado esta determinado por la ecuacion caracteristica

1+ NO)G(H0) = 0

Si se puede encontrar una combinacién de X y 6) de manera que satisfaga esta
ecuacion entonces el sistema es capaz de sostener oscilaciones en esa frecuencia
y magnitud; esto es, el sistema exhibe un comportamiento al ciclo limite. En general,
se puede encontrar mas de una combinacién y la oscilacidn resultante puede ser un
ciclo limite estable o inestable.

Normalmente la ecuacion caracteristica se investiga graficamente dibujando
G (jfo) Yy -1 IN(X)Spara todos los valores de X en el mismo diagrama polar. Entonces
el ciclo limite sucede a frecuencias y amplitudes que corresponden a los puntos ce
interseccion de las curvas. Algunas veces los dibujos se pueden evitar calculando
el valor maximo de M(X) y el valor de la ganancia asociada con G(S) que provocara
que suceda el ciclo limite.

Usando esta informacion como antecedente, la siguiente investigacion se deja
como un ejercicio para que el lector lo desarrolle.

(@) Pruebe que las funciones descriptivas N\(X) y NZX) que corresponden res
pectivamente al relevador (encendido-apagado no lineal) de la figura 4.44(a) yd
relevador con zona muerta de la figura 4.44(b) son

NeX) ¢
=1

(b) Para el sistema de la figura 4.45 demuestre que existe el ciclo limite cuando
la no lincalidad es el relevador de la figura 4.44(a) con L - 1 Determine la
amplitud y la frecuencia del ciclo limite.

Salida Salida ¢ i

L

Entrada 0] & Entrada

(a) D
Figura 4.44 (a) Relevador; (b) Relevador con zona muerta.
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Figura 4.45 Sistema no lineal del ejercicio.

En un intento por eliminar la oscilacion de ciclo limite, el relevador se sustituye
por el relevador con zona muerta que se muestra en la figura 4.44(b), de nuevo con
L —1 Pruebe que esto permite alcanzar nuestro objetivo siempre que h > 10/371

Ejercicios de repaso (1-20)

1 Una funcién periddica/(/) esta definida por
1) = O~ /<n)
0 {K<t<2m
fu + 27t) =f(1)

Obtenga la expansion en serie de Fouricr de f(t) y
deduzca que

g2 : -t

2 Determine la expansion en serie de Fouricr de
recorrido completo de la funcion par/(r) de periodo
2n definida por

‘ il 0 &t" o
/() fn A tA )
¢Para que valores converge la serie en i - In?
3 Una funcién /(/) esté definida para 0 ~ t ** [T por
o AAT)
[1-1 ("iT'SttiiT)
Dibuje las funciones par e impar que tienen periodo
/ y son iguales a/(/) para \T

(@ Encuentre la serie de Fourier de medio recorrido
en senos de/(/).

(b) ¢A qué valor convergera la serie para /=TI

(c) ¢Cudl es la suma de la siguiente serie?

1
2r-1)"

JU) =

4 Pruebe que si g(x) es una funcion impar y f(x) es
una funcién par de x, el producto gfv)[c €s una
funcién impar si C es una constante.

1Jn funcion periddica con periodo 2n esta defi-
nida por
FO9) =+0(n2 03

en el intervalo -ti ~ 9 c¢ n. Pruebe que la repre-
sentacion en serie de Fourier de la funcion es

FO)- £ ('2  sell,&

5 Una onda repetida de periodo 2tcesta definida por

1+l (2 t~ in)
AQ = -t (-2 < /™ 1jp
t‘% N 71)

Dibuje la onda sobre el rango i - 271at - 2tc y
encuentre la representacion en serie de Fourier de
(1), utilice cualquiera de las propiedades de la onda
que se puedan identificar antes de realizar cualquier
integracion.

6 lJna funcion esta definida en el intervalo-1 X 1
por

28 (-£<Xx<T)

0 1A x<-r, £<x™ 1)

A*) =
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Dibuje la gréfica dc/(.r) y pruebe que la expansion
en serie de Fourier de f(x) valida en el intervalo
-1 »x | estd dada por

sen mif

JW'Jhx Mic COSM'X

7 Eruche que la sene de Fourier de medio recorrido
en senos de la funcion

/0) = (j~\]? O «/*™*)

€s

2 .
= . senni
AO =, mr 1 tin

8 Encuentre las series de Fourier de medio recorrido
en senos y cosenos para f(.X) validas en el intervalo
0 < X < mcuando/(.i) esta definida por

[x 0 <*< o

It X (JC ** X Jt)

AX) =

Dibuje la grafica de las series de Fourier obtenidas
para 2n <x < 2n

9 Una funcionf(x) es periodica de periodo 2n y esta
definida por f(x) ~ev(—< x < n). Dibuje la gra-
fica dg}{x) desde .t =-1r, basta x = 2n y demuestre
que

RX) 2scnhT 1, o

-(e0s NX- Nsennx
2 fr 1+n2( )

1@ lina funciénJ\t) estd definida en 0 < / < ir poi
f(t) =K -t
Encuentre

(@) una seiie de Fouiier de medio recorrido en
senos, y

(b) una serie de Fourier de medio recorrido en
cosenos para/(O vélidapara0< 1< n

Dibuje las graficas de las funciones represen-
tadas por cada una de las series para-2n <t < 2n.

11 Pruebe que la serie de Fourier

eK--Y

2 @n-1

representa la funcién/(/) de periodo 2re dada por
t ©~"tCK

fU):\-t (-*<*<(0)1)

Deduzca que, sin contai con una componente tat
sitona (esto es, una funcion complementaria quesr
muere conforme t—» <, la ecuacion diferencial

ax n.
57 + 1
tiene la solucion
X _ 1~ 4~ cos(2fi- )/ +(2n- Dscn(2/i-W
*rr (2n-\E\\ + (2« 1V]
12 Pruebe que sif(t) es una funcion periddica de paiach
Zny
AD = "tin (0 < i< ti)
To(2ar- DHitr (r <t < 2ir)
entonces
eos (217+ Dr
‘ @2n+ 12
Pruebe también que cuando (0no es un entero,
y — él[J-\I:(l- €Os (Of)
cos (2/1+ 1)/ - cos dit
n %’ @@L+ D)\ -(2n+1V]
satisfate 1? ecuacion diferencial
+ = AO
g
sujeta a las condiciones inicialesy = dv/id/=0en/-O
13 (a) Una funcién periodica J{t) de periodo 2x csi
definida en -ti ~ t~ n por
r_, < _* * , * < , )
I/ (()</<*)
Obtenga la expansién en serie de Fourier para/(O

y, a partir de ellay usando el teorema de Pasaval
deduzca que

—= y 1

96 a(2/t-1)J
(b) Usando derivacion formal en la serie dierica
en (a), obtenga la expansion en serie de Fourier c
la onda cuadrada

| (K</<())
£()=- 0 (/=0)
1 (0</ <)

#(/ + 23t) = slit)



Verifique la validez del resultado obtenido determi-
nando directamente la expansion en serie de Fourier

de g(b).
¥ Una funcion periodica/(/) de periodo 2« esta defi-
nida en ¢) rango -n < / < wipor
J{t) = sent
Pruebe que la forma compleja de la expansion en
serie de Fourier para/(Y) es

MY BT

15 (@) Encuentre la expansion en serie de Fourier del
voltaje i) representado por la funcién seno recti-
ficada de media onda

i10sen(2ti//T) (0 </<¢T)

0 jK K T

«(O =

vit+ T) - v(b)

(b) Si el voltaje r,(/) en (a) es aplicado a un resistor

de 1012, ;cudl es el porcentaje de la potencia total
que disipa el resistor? ;Qué porcentaje de la poten-
cia total lleva la segunda componente armonica del
voltaje?

B En la figura 'M 6 se muestra la onda periddica/(O
que puede escribirse como

jxn ot

-5n —4rr -3rc -2k -n ® k 2k 3it 4n (

Figura . .« Forma de onda/(/) del ejercicio de
repaso 16.

(/) =1 +x(6
donde gil) representa una funcion impar.
(@) Dibuje la gréfica de g(t).
(b) Obtenga la expansién en serie de Fourier para
0(t) y ahora escriba la expansion en serie de Fourier
para/(O.

17 Pruebe que la expansién en serie de Fourier com-

pleja de la funcion periodica

ft)-t 0O<i<2n)

it o+ 2ir) = ()

” jey'1

J=oo

€s
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18 (@) Un voltaje V(I) de onda cuadrada de periodo /'
esta definido por

= -1 (-4rc/CO)
RO (02<t<JI’>
vl + T) = ()

Pruebe que la expansion en serie de Fourier esta
dada por
) sen 1(4«  2)nreit \

V(t) N Y 2n. 1
(h) Encuentre la respuesta en estado estacionario
del circuito de la figura 4.47 para el voltaje senoidal
de entrada

vjt) = sen Ot
y abura escriba la expansion en sene de Fourier de
la respuesta en estado estacionario del circuito al
voltaje V(t) de onda cuadrada en el inciso (a).

Figura 4.47 Circuito del ejercicio de icpaso 18

19 (a) Si definimos el /»ésimo polinomio de Tcheby
shev por
T,{l) = eos (neos 1/)
utilice la formula de Euler eos 0=\ (eH+ e'J) para
obtener las expansiones de izt y t2*1en polinomios
de Tchebyshev, donde K es un entero positivo.
(b) Establezca la relacion de recurrencia
rmt) = 2Tn,() ThZ0
(c) Escriba los valores de rQ/) y Ti(t) de la defi-
nicion. y entonces utilice (b) para encontrar TAt)
y Ut).
(d) Exprese ts- 514+ It~ + 6/ - 8 en polinomios
de Tchebyshev
(e) Encuentre el polinomio cubico que aproxima a
t 5/4+7/3+6r- 8
en el intervalo (-1,1) con el menor error maximo
De una cota superior para este error ¢May un valor
de / para el cual esta cota superior se alcanza?

29 lin la figura 4.48 se muestra la relacion entre la entra-
da y la salida de un relevador con zona muerta Ay
sin histéresis. Pruebe que la funcion descriptiva es
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Salida M

*A iA Entrada

Figura 4.48 Relevador con zona niucria del
ejercicio de repaso 20

Jvfc) - }(]X' (5(

para una entrada de amplitud Xt

Si el relevador se usa en la trayectoria hacia
delante del sistema de control posicional encendido-
apagado que se muestra en la figura 4.49, donde la
funcién de transferencia

K

j(r,j+i)(raT+i)

Figura 4.49 Sistema de control de posicion del
ejercicio de repaso 20.

caracteriza la constante de tiempo del servonotor?
la inercia y el amortiguamiento viscoso de la cawg
pruebe que una oscilacion del ciclo limite noae
de siempre que la zona muerta en el relevadores
tal que

A. 4AIK TJ2
A~ ITHT]



La transformada
de Fourier

CONTENIDO

5.1 Introduccién

5.2 Lu transformada de Fourier

5.a Propiedades d« la transformada do Fourier

5.4 La respuesta do frecuencia

5.5 Transformadas de las funciones escalén e impulso

5.6 La transformada de Fourier en tiempo discreto

5.7 Aplicacion a la ingenieria: hldisefio de filtros anal6gicos

5.8 Aplicacién a la ingenieria: modulacién, demodulacién y filtrado
en el dominio de la frecuencia

5.9 Ejercicios de repaso (1-25)

5.1 Introduccidn

En el capitulo 4 se vio que las series de Fourier proporcionan una herramienta para
analizar la respuesta de estado estacionario de sistemas pata una sefial de entrado
periodica. En este capitulo extendemos las ideas del analisis de Fourier para tratar con
funciones no periddicas. Hacernos esto introduciendo la transformada de Fourier.
Conforme se desarrolle la teoria veremos como la forma exponencial compleja de la
representacion en serie de Fourier de una funcion periddica surge como un caso
especial de la transformada de Fourier. También se destacaran las similitudes entre la
transformada de Fourier y la transformada de Laplace que se analizé en el capitulo 2.

Mientras las transformadas de Fourier encontraron en un principio la mayoria de
sus aplicaciones en la solucién de ecuaciones diferenciales parciales, probablemente

361
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es valido decir que hoy en dia los métodos de la transformada de Fourier se usan
fuertemente en el andlisis de sefiales y sistemas. Por tanto, este capitulo se escribié
con tales aplicaciones en mente y su principal mira es desarrollar una comprension
de las bases matematicas como una preparacién para un estudio especializado de lss
areas de aplicacion en distintas ramas de la ingenieria.

A lo largo de este libro hemos Ilamado la atencién al impacto de las computado-
ras digitales en ingenieria y por lo tanto en las matematicas requeridas para entender
los conceptos en ingenieria. Mientras que gran parte del trabajo inicial en andlisis
de sefiales se implemento usando dispositivos anal6gicos, la mayor parte del equipo
moderno utiliza tecnologia digital. En el capitulo 2 desarrollamos la transformada ce
Laplace como una ayuda para el analisis y disefio de sistemas en tiempo continuo,
mientras que en el capitulo 3 introducimos las transformadas z y Gc para ayudar a
analisis y disefio de sistemas en tiempo discreto. En este capitulo se consolida
el andlisis en el dominio de la frecuencia introducido en el capitulo 2 y se extiende
pura proveer una herramienta para la descripcion en el dominio de la frecuencia e
sistemas en tiempo discreto mediante la introduccidn de la transformada discreta
de Fourier. Esta transformada discreta proporciona uno de los métodos mas avanza-
dos para el analisis de sefiales discretas, y se utiliza ampliamente en campos como
la teoria de la comunicacidn y el proceso de voz e imagenes. En la practica, los
aspectos compuiacioriules tienen gran importancia y el uso de algoritmos compu-
tacionales apropiados para el calculo de la transformada discreta de Fourier es esen-
cial. Por esta razon hemos incluido una introduccion al algoritmo de la transformada
rapida de Fourier basada en el trabajo pionero de J. W. Cooley y J. W. Tukcy publi-
cado en 196$, que esperamos le ayude al lector a comprender el desarrollo de aplica-
ciones especializadas de ingenieria.

La transformada de Fourier

La integral de Fourier

En el capitulo 4 vimos como los métodos de series de Fourier proporcionan una
técnica para la representacion en el dominio de la frecuencia de funciones periodi-
cas. Como se indic6 en la seccién 4.6.3, al expresar una funcién como su expan-
sion en serie de Fourier se descompone la funcién en sus componentes armonicas
o de frecuencia. Asi una funcion periddica/(i) de periodo Tf tiene componentes
de frecuencia en frecuencias discretas

Iy, = T, («=9 1,2, 3,...)

donde ales la frecuencia fundamental, esto es, la frecuencia de la funcién original
/(/). En consecuencia, podemos interpretar una sene cié Fourier como constituida por
un espectro de frecuencia discreta de una funcion periddica/(/), proporcionando asi
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.Ventana

Figura 5.1 la visto de f(r) a través de una ventana de Figura 5.2 La funcion periédica g(f) basada en la vision de

longitud 1.

f(f) a través de la “ventano”

una representacion alternativa en el dominio de la frecuencia de la funcion para su
forma de onda en el dominio de! tiempo. Sin embargo, no todas las funciones son pe-
riddicas asi que necesitamos desarrollar un método que dé una representacién similar
para funciones no periddicas definidas en -<* </<«». Una manera de alcanzar esto
es observar una porcion de una funcién no periédica/(O sobre un intervalo T,
imaginando que estamos viendo una grafica de f(t) a través de una “ventana” de
longitud T. y después considerar lo que pasa conforme T se alarga.

En la figura 5.1 se describe esta situacion con la ventana colocada simétricamente
alrededor del origen. Nos concentramos s6lo en la “vista u través de la ventana”
y llevamos a cabo un desarrollo en serie de Fourier basado exclusivamente en la
porcién de/(/). Cualquiera que sea el comportamiento de/(/) fuera de la ventana,
la serie de Fourier asi generada representara la funcion periddica definida por

U _ \m (i7i < Kj)

* \f(t-nT) (j(2n W < |r] < j(2* + DT)

La figura 5.2 ilustra g(t) y podemos ver que las graficas de/(/) y g(/) coinciden
en el intervalo (5T, - T). Observamos que este método corresponde al adoptado en
la seccidn 4.3 para obtener la expansion en serie de Fourier de funciones definidas
sobre un intervalo finito.

Usando la forma compleja o exponencial de la expansion en serie de Fourier
tenemos de (4.57) y (4.61) que

g(/)=¢G.ew (s.h
con
41
¢ =fi" )
y donde

@ =2iiiT (5.3)
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En efecto, la ecuacion (5.2) transforma lu funcion #(/) en el dominio del tiempo en
las componentes asociadas G, con dominio en la frecuencia, donde n es cualquier
entero (positivo, negativo o cero). La ecuacion (5.1) también puede verse como trans-
formacién de las componentes discretas G, en la representacién en el dominio de la
frecuencia en la forma g(t) en el dominio del tiempo. Al sustituir por G, en (5.1) y
usar (5.2) se obtiene

T-2

sd) = X g(r)e,0vr e" (5.4)
_ %2 J

La frecuencia del termino general en la expansion (5.4) es
20n .
F ran= @,

y asi la diferencia en la frecuencia entre términos sucesivos es

§Cn + 1 nv = 65 = Ao

Ya que Am = podemos expresar (5.4) como
! rr/2
g(f) =x 57 g(r) ew dr eIKAl (55)
=772
Definiendo G(j(U) como
ri/2
Hita) = | 9(T) t-jouax (5.6)
tenemos
S(t) =T X e~r'CfjroJAro G.7)

Conforme T-»  nuestra ventana se ensancha, de manera que g(t) =/(/) en todos
lados y AcO —» 0. Como también tenemos

Jm,, ¢l aeiode
se sigue de (5.7) y (5.6) que

= f W /<T)e"vdr diy (58)

M

El resultado (5.8) se conoce como la representacién en integral de Fourier def(t),
Un conjunto de condiciones que son suficientes para la existencia de la integral
de Fourier es una forma corregida de las condiciones de Dirichlet para las series de
Fourier contenidas en el teorema 4.2. Estas condiciones pueden establecerse en la
forma del teorema 5.1.
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Las condiciones de Dirichlet para la integral de Fourier

Si la funcién /(/) es tal que
(a) es absolutamente integrable, de manera que

1/ dr < @

(esto es, la integral es finita), y

(b) liene a lo més un nimero finito de maximos y minimos y un namero finito de
discontinuidades en cualquier intervalo finito, entonces la representacion en integral
de Fourier de/(/) dada en (5.8) converge a/(/) en todo punto donde f(t) es continua
y al promedio de los limites derecho e izquierdo def(t) donde/(/) es discontinua (esto
es, a la media de la discontinuidad).

Como se indic6 en la seccion 4.2.8 para la serie de Fourier, el uso del signo
de igualdad en (5.8) debe interpretarse con cuidado debido a la no convergencia
de/(/) en los puntos de discontinuidad. De nuevo el simbolo - (que se lee como
“comportarse como” o “representado por”) en lugar de = es usado frecuentemente.

La condicion (a) de absolutamente integrable del teorema 5.1 implica que el
area absoluta debajo de la grafica dey =f(t) es finita. Claramente esto es asi si
f(t) decae suficientemente rapido con el tiempo. Sin embargo, parece implicar en
general una firme restriccién en la naturaleza de/(/), ya que claramente las fin
ciones de la forma /(/) = constante, /(/) - e", ['(/) = e\ f(t) = seno)/, y asi
sucesivamente, definidas para —«» </<*», no retinen este requerimiento. Ln la
practica, sin embargo, las sefiales usualmcnte son causales y no duran para siem-
pre (esto es, existen s6lo por un tiempo finito). También, en la practica ninguna
amplitud de sefial tiende a infinito, asi en consecuencia ninguna sefial practica
/(/) puede tener un area infinita bajo su graficay =/(/). Por tanto, para sefiales
préacticas la integral en (5.8) existe.

Para obtener la forma trigonométrica (o real) de la integral de Fourier susti-
tuimos

cwra=-eoscl(t- /) - jsenof{r 1t
en (5.8) para obtener

O - jscn<i(r- Oldrdu)

Como sen Q)(T- t) es una funcidén impar de mesto se reduce a

que observando que el integrando es una funcién par de (0se reduce a
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JH),,

-1 0

Figura 5.3 Pulso rectan-

gular

no - 1 (1d * 1)
io (I11>1)

Entonces la representacion (5.9) es la forma trigonométrica requerida de la inte-

gral de Fouricr.
Sj f(t) es una funcién impar o lina funcién par entonces son posibles nés

simplificaciones de (5.9). Los detalles de calculo se dejan como ejercicio parad
lector y nosotros sélo citaremos los resultados

(a) Si/(;) es una funcion par entonces (5.9) se reduce a

9 |
f{t) = - f(T) eos (ot eos (of dr ckif (5.10)
.0Jo
que se conoce como la Integral de Fouricr en cosenos.

(b) Si/(r) es una funcién impar entonces (5.9) se reduce a

f(t) B- 1 /(*) sencoz sen (C dr dii)
Jodd (5.11)

que se conoce como la integral de Fnurier en senos.

En el caso de la representacion en serie de Fourier de una funcién periddica tera
cierto interés el determinar que tan bien representan a la funcion los primeros leoninos
de la expansion. El problema correspondiente en el caso no periédico implica inves-
tigar qué tan bien representa la integral de Fourier a la funcion cuando sélo se toman
en cuenta las componentes en la parte baja del rango de frecuencias (continuo).
Para jlustrar, consideremos el pulso rectangular de la figura 5.3 dado por

M D

O=""m

Ksta claramente es una funcion par, asi de (5.10) su integral de Fouricr es

_ 21 eos (sen (0"
“Ny, (©

No es posible una evaluacion elemental de esta integral, de modo que considera-
mos las frecMiencias @ < cg,. cuando

1 eos cor eos (of dr doo

- 2 cos (@sencl

m T T G e
=1 22U2[LLU da, 1 Sencdit I
S o . o ®
ranf+H> n
sent/ gy | 5UUidH

a " "J ., u
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Figura 5.4 Gréficade (5.12): (a) o}t - 4; (b) w0=8; (c) (1,= 16.

La integral
SiX)*j ~d,, (x9 0)

ocurre con frecuencia, y se puede probar que

Sii-V )V
e (2% + [g(zn\ 1)1

Sus valores se han tabulado (ver por ejemplo, 1 Radc y B. Westcrgren. Beta Mathe-
malies Handhook. Chartwell-Bratt Ltd., 1990). Asi
f(t) - Si(@*>(i+ 1))-Si(fflb(/- 1)) (5.12)

Esto se ha dibujado para (% “ 4, 8y 16, y las respuestas se muestran en la figura
5.4(a), (b) y (c) respectivamente. Fisicamente estas respuestas describen la salida de
un filtro ideal de paso de bajas que recorta todas las frecuencias (4> (to cuando
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la sefial de entrada es el pulso rectangular de la figura 5.3. Kl lector sin duda
notard las similitudes con las series de Fouricr discutidas en la seccion 4.2.8 y la
existencia continua del fendmeno de (jibbs.

.2 El par rifi transformadas de Fourier

Observamos de (5.6) y (5.7) que la integral de Fouricr (5.8) puede escribirse en
la forma del par de ecuaciones

(5.13)

(5.14)

FQn) definida como en (5.13) se llama la transformada de Fourier de/(/) y propor-
ciona una representacion en el dominio de la frecuencia de una funcion no periédica
[(1), siempre que exista la integral en (5.13). Observarnos que usamos la notacién /qj<)
para la transformada de Fourier def(t) en lugar de la alternativa h'(cd) que también es
de uso comun. La razén para esta eleccién es una consecuencia de la relacién entre lass
transformadas de Touricr y de Laplace que surgird méas adelante en la seccion 54.1.
Hacemos hincapié en que esta es una eleccion que nosotros hicimos pero el lector no
debe tener dificultades en utilizar cualquiera de las formas, una vez hecha la eleccion
se debe ser consistente. Knronccs la ecuacion (5.14) nos proporciona una manera ce
construir/(/) si conocemos la transformada de Fouricr /r(j<w)

Aqui hay que hacer algunas observaciones sobre el factor de escala 1/2ti en
(5.14). A pesar de que la convencion que hemos adoptado es bastante universal,
algunos autores asocian el factor L2rc con (5.13) en lugar de con (5.14), mientras
otros asocian un factor de (2n) 12 con cada (5.13) y (5.14). En todos los casos el
par combinado da la integral de Fourier (5.8). Podemos superar esta posible con-
fusion midiendo la frecuencia en ciclos por segundo o hertz en lugar de radianes
por segundo, esto se puede llevar a cubo usando la sustitucién/= o>2n, donde/
estd en hertz y (Oen radianes por segundo. No hemos adoptado este método ya
que U) es usadu ampliamente por los ingenieros.

De acuerdo con nuestra notacién para las transformadas de Laplace en el capi-
tulo 2. se utiliz6 el simbolo 3* para denotar el operador transformada de Fourier.
Entonces a partir de (5.13) la transformada de Fouricr de una funcionf[t)
se define como

&[:M\ ()= f(t)c Mdt (5.15)



EJEMPLO 5.1

Solucion

I.A TRANSFORMADA DF FOURIER 3&9

siempre que exista la integral. De manera similar, usando (5.14) definimos la transfor-
mada inversa de Fourier de C(jft)) como

? HG(jw)1=g(0 - : O0(j«>)deo

siempre cjne exista la integral, | as relaciones (5.15) y (5.1 A) juntas constituyen el par
de transformadas de Fourier, y proporcionan una trayectoria entre las represen-
taciones del dominio del tiempo y de la frecuencia de una funcién. La ecuacion (5.15)
expresal/(/) en el dominio de la frecuencia, y es analogo resolverla en las compo-
nentes armoénicas con una frecuencia (U que varia continuamente. Esto contrasta con
la representacion en serie de Fourier de una funcion periddica donde las frecuencias
resultantes toman valores discretos.

Las condiciones para la existencia de la transformada de Fourier F(ja>) de una
funcién /(/) son las condiciones de Dirichlet (teorema 5.1). Las formas trigo-
nomeétricas que corresponden al par de transformadas de Fourier pueden escribirse
a partir de (5.9), (5.10) y (5.11)

¢ Tiene la funcién
/(O =1 (00 <t<«e)

una representacién en transformada de Fourier?

Como el area bajo la curvu de y =f(t) (<*> < t < »0) es infinita, se sigue que
J~-\/(/)Jdr no estd acotada, de manera que las condiciones del teorema 5.1 no se
satisfacen. Podemos confirmar que la transformada de Fourier no existe a partir de
la definicién (5.15). Tenemos

le Wt - lim ot
= lim
jo)
= ijm 2 sen (0iX
u-*~ di

Como este Gltimo limite no existe concluimos que J\t) - 1(-<» </<«>) no tiene
una representacion en la transformada de Fourier.

Claro estd, al utilizar la integracion por partes, que/(/) =/ (<>< r< <) no
tiene transformada de Fourier ni tampoco/(V) = /" (n > 1, un entero, -«0 < r< ).
Mientras que ni e,; ni e™ (a > 0) tienen transformada de Fourier, cuando conside-
ramos la sefial causaiy\7) H(i) e~d (a > 0), si debemos obtener una transformada
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EJEMPLO 5.2 Encuentre la transformada de Fourier de la funcién exponencial de un lado

/() =H@{)e* (a > 0)
donde /(/) es la funcion escaldn unitario de Heaviside.

Figura S.S Lafuncién exponencial de “Un lado” de/(/) - HU)e™* (ii > 0).

Solucion  Kn la figura 5.5 se muestra la grafica de /(/) y podernos probar que el area bajo la
grafica esta acotada. Asi, por el teorema 5.1, existe una transformada de Fourier.
Usando la definicion (5.15) tenemos

c-<*wd/ =
de manera que
A = a iljoo 617
EJEMPLO 5.3 Calcule la transformada de Fourier del pulso rectangular
- N@ (iisn

Solucion En la figura 5.6 se muestra la grafica def(t) y como el area bajo la grafica es finita,
existe una transformada de Fourier. De la definicion (5.15) tenemos

Aepr
. - ©* 0
fin i w(ol= Ac «i- 1©
A poT

24 - 0,

= E)SGH col =2 AT sene col

;T ° T 1 donde senea esta definida como en el ejemplo 4.22 por

Figura 5.6 El pulso rec-

lungulur sena (x* 0)
\A (|r| K T) senea

Y010 (111 >T) 1 (a=o0)
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m
e in > 0) ——
fl 1J0)
1
le-ym t> o>
ia - jw f
iA
2/17sene taT
Yy iVti> T)
e-""1 (a > 0) la
al i a/

Figura 5.7 Tabla breve de transformadas de Fourier.

Usando directamente la definicion (5.15) podemos, como en los ejemplos 5.2
y 5.3, determinar las transformadas de Fourier de algunas funciones usuales. En
la figura 5.7 se da una tabla concisa de algunas transformadas.

5.2.3 El espectro de Fourier continuo

EJEMPLO 5.4

De la figura 5.7, es claro que las transformadas de Fourier generalmente son funciones
de valores complejos de la variable real de frecuencia (i). Si = K)io) es la trans-
formada de Fourier de la sefial/(f) entonces a Hjco) también se le conoce como el
espectro de frecuencia (compleja) def(t). Al escribir H}0) en la forma exponencial

las graficas de |/7jitf)l y arg/~ty). las cuales son funciones de variable real «i, se
llaman los espectros de amplitud y de fase respectivamente de la sefial/(/). Estos
dos espectros representan el retrato en el dominio de la frecuencia de la sefial/ (i).
F.n contraste con la situacion cuando /(/) era periodica, donde (como se mostro en
la seccidn 4.6.3) los espectros de amplitud y de lase se definieron s6lo en valores
discretos de (Q ahora vemos que ambos espectros se definen para todos los valores de
la variable continua (©

Determine los espectros de amplitud y de fase de la sefial causal
f{t) = e“"H{t) (@> 0)

y dibuje sus graficas.
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Solucién

NGl

lla

agt{o)l
in- -

Figura 5.8 Los espectros de amplitud y de fase de la funcién exponencial de un lado
iviy =e-7/(r) (a > 0).

De (5.17j,

Asi la amplitud y el argumento de F(j(0) son

(5.18)

(5.19)

Estos son los espectros de amplitud y de fase def(t) y estan dibujados en la figura 58.

Generalmente, como hemos observado, la transformada de Kourier y por tanto €
espectro de frecuencia son valores complejos. En algunos casos, como en el ejemplo
5.3, el espectro es completamente real. En el ejemplo 5.3 encontramos que la trans-
formada del pulso que se muestra en la figura 5.6 era

h\\ni) = 2AT sene coT

donde

sen ail
sene (UT = (oT

(u) = 0)

(@) = 0)
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ary v ojuijy i
1 £
@)
2l
. . A~ M
Figura 5.0 (a) Amplitud y (b) espectro del pulso f(t) -
a (N >T"

an T
SV )]

es una funcion par de (0tomando tanto valores positivos como negativos. Kn este
caso los espectros de amplitud y de fase son
[F(jO>) é 24T |sene 0T\ (5.20)

_ 0 (senecoT 0)
arg F()(0) = LE rt  (sene col < 0)

Figura 5.10 Espectro de frecuencia (de valores reales) del pulso JXi) -

(5.21)

con las gréficas correspondientes que se indican en la figura 5.9.

De hecho, cuando la transformada de Fourier es una funcion de valores completa
mente reales, podemos dibujar toda la informacién en un solo espectro de frecuencia
de h{j(D contra (Q Para el pulso rectangular de la figura 5.6 la grafica resultante se
muestra en la figura 5.10.

De la figura 5.7 podemos ver que las transformadas deFourier discutidas hasta
aqui tienen dos propiedades en comun. Primero, losespectros de amplitud son
funciones pares de frecuencia variable @ Este siempre es el caso cuando la sefial
de tiempo /'(/) es real, esto es. hablando ligeramente, una consecuencia del hecho de
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que liemos descompuesto o analizado/(/), en relacion a las exponenciales complejas
en lugar de en relacién a las funciones seno y coseno con los valores reales. El segun-
do punto de observacion es que los espectros de amplitud decrecen rapidamente
conforme Qcrece. Esto significa que la mayor parte de la informacion concerniente
a la “forma” de la .sefial /(/) estd contenida en un intervalo bastante pequefio del eje
de frecuencia alrededor de (0 0. Desde otro punto de vista, vemos que un aparato
capaz de pasar sefiales de frecuencias arriba de alrededor 00 = 3k/T pasara una
version razonablemente correcta del pulso rectangular del ejemplo 5.3.

5.2.4  Ejercicios

1 Caloule la transformada de Fouricr del pulso expo-
nencial bilateral dado por

e (/ «0)
e (/> 0)

2 Determine la transformada de Fourier del pulso
"encendido-apagado” mostrado en la figura 5.11

(@>0)

Figura 511 bl pulso “encender-apagar”.

3 Un pulso Triangular estd definido por
[4rmy+A (T [<«0
I =\ camy+ a4 <t
uibuie/(/) y determine su transformada de Fouricr.

¢Cual es la relacion entre este pulso y el del ejerci-
cio 2?

4 Determine la transformada de Fourier de
2A (|/ 2
= 2A WD
0 (/] >2)
. [K (/] 2))

o {> 1)
Dibuje la funcion /) =/(/) - g(/) y determine su
transformada de Fourier.

5 Calcule la transformada de Fouriei del pulso ‘encen
dido-apagado”/(/) definido por
0 (i< -2)
Sl (-2vK-1)
1 (-L*t* 1)
-1 (I<r«2)
0 (/>2)

6 Demuestre que la transformada de Fourier de

[senat (/| %a)

1 - io (Iij > Ria)

j20sen{mofa)
a2- ul
7 Calcule la transformada de Fouricr de
f[t) -e1 senGVH()
8 Rasado en (5.10) y (5.11) defina la transformada
de Fourier seno como

(X)) = /(/)senXjat
Jo
y la transformada de Fourier cosenu como

Fox) =1 f(i) eos xt d

Pruebe que
0 (/< 0)
m = essat (0« /«ia)
0 (/> a)
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tiene transformada de h'ourier coseno son
sen(l1 Ix)a sen(l- wva eosxa  senxa
1+ X 1-X

9 Pruebe que las transformadas de Fourier en seno y respectivamente.

coseno de 10 Fncucntre las transformadas de Fourier en seno y
0 (/<) coseno def(t) ia> 0).
fing- 1 (0~ <a
0 (f>a)

5.3 Propiedades de las transformadas de Fourier

En esta seccion establecemos algunas de las propiedades de la transformada de
Fourier que permiten usarla como una herramienta préactica en el analisis y disefio
de los sistemas.

5.3.1 La propiedad de lincalidad

La lincalidad es una propiedad fundamental de la transformada de Fourier y se
puede enunciar de la siguiente manera.

Sif(t) y g(/) son funciones cuyas transformadas de Tourier son F{jm)
y (?(jd>) respectivamente, y si a y ji son constantes entonces

&{Wt) + a:f>f\t)}+ lj.Hg(H\ = uFijw) + pC(j&>) (5.22)

Como una consecuencia de esto, decimos que el operador transformada de Fourier
& es un operador lineal. La prueba de esta propiedad se sigue de manera inme-
diata de la definicién (5.15) ya que

Piadlo » jigii)} = J W U) + & (0]e"Jwd/

=aJ f(t)elMdt+ /20 ¢f(/)ed'd/

= aF(jm) +pGOw)

Es claro que la propiedad de lincalidad también se aplica al operador transformada
inversa
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5.3.2 Propiedad de derivacion con respecto al tiempo

EJEMPLO 5.5

Solucién

Si la funcidn/(O tiene transformada de Fouiiei /r(;j«i) entonces, por (5.16),

() = anl FiMcTan
Al derivar con respecto at se obtiene

di A fr(jm)eWl dEy = 2jcd  {"}H(d)F(j<0)é**sa>

lo que implica que la sefial de tiempo /*(jai) es la transformada de Fourier inversa

de (jiij)F(jfti). En otras palabras
*W \ = (jOf(jO»

Repitiendo el argumento n veces, se sigue que

(5.23)

El resultado (5.23) se conoce como la propiedad de derivacion con respecto al
tiempo y puede usarse para obtener las representaciones en el dominio de la

frecuencia de ecuaciones diferenciales.

Pruebe que las sefiales en el tiempo y(t) y u(t) tienen transformadas de Fourier

Y(jw) y U(j(0) respectivamente, y si

dj¢l) + 3dWO + 7y(r) m?2d«0) + 2m(/)
at d/ df

entonce Y()<0) G(ji>)(/(ju>) para alguna funcion G(jili).
Aplicando la transformada de Fourier a todo (5.24) tenemos

+ + _ Y [ 3d7E) + 2u(j) |

la cual, usando la propiedad de linealidad (5.22), se reduce a

+ 37ridy (01 + 7p {y(t)} = 33jsri 1+ 2&{u(t)}
I d/2 | l 6t j I d/ 3

Entonces, a partir de (5.23),

(c0)2)(0) + 3GW)FGfi)) + 7X(joi) = 3(iy)(7Git) + 2U((0)

(5.24)
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esto es,

(-W2 i i3fi>+ 7)K(j<y) = (j3(0+ 2)U(j(u)
dando

T(iiy) = GI<UURHO)
donde

<’j®>- 7 -2(: Fj%’l’u

En esta etapa el lector puede estar temeroso de que estemos a punié de proponer
todavia otro método para resolver ecuaciones diferenciales. [Esta no es la ideal
Mas bien probaremos (pie la transformada de Fourier proporciona una herramienta
esencial para el andlisis (y la sintesis) de sistemas lineales desde el punto de vista
del dominio de la frecuencia

5.3.3 l.a propiedad de corrimiento con respecto al tiempo

Si una funcion tiene transformada de Fourier F(jco) entonces, ¢cudl es la transfor-
mada de Fourier de la version recorrida dc/(r) definida porg(f) J\t- T)? De la
definicion (5.15),

&{g(0} =3 g(i)e,mdi=J3 A I- T)e-""dl
Haciendo la sustjtucién a /- t, tenemos
» 18(01 :J [(.0e™°L >dx - e'8"  [(.v)c-"'dv = e “V ( ja)
esto es,
&{/(T-n)j= y {jto) i (5.25)

El resultado (5.25) se conoce como la propiedad de corrimiento con respecto al
tiempo, e implica que al retrasar una sefial un tiempo r se produce que la trans-
formada de Fourier se multiplique por ¢ ,0T.

Como

|ellj£h
tenemos que

le i"r/r(jit)] = IF(jm)|
lo que indica que el espectro de amplitud de /(/ r) sea idéntico ai de/(/). Sin
embargo.

= |eos ot jsen on|=|(eos2(at + sen2cor)| = 1

arg [c",wF(jft>)J = arghycu) - arge A’ arg”jio) - cot
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lo que indica que cada componente de la frecuencia estd recorrida una cantidad
proporcional a su frecuencia c;j.

EJEMPLO 5.0 Determine la transformada de Fourier del pulso rectangular/(O que se muestra en
la figura 5.12.

0 2T i

Figurn 5.12 Pulso rectangular del ejemplo 5.6.

Solucion  Este es precisamente el pulso del ejemplo 5.3 (que se muestra en la figura 5.6) con
retraso T. El pulso del ejemplo 5.3 tenia una transformada de Fourier 2/T/'sene ((T,
asi que usando la propiedad (5.25) con r T, tenemos

&{\t)\ = h(\m) - e M ATsenecoT=2 A T seneQT

5.3.4  Propiedad de corrimiento con respecto a la frecuencia

Supongamos que una funcién/(r) tiene transformada de Fourier Entonces, de
la definicidon (5.15), la transformada de Fourier de la funcion relacionadag(0 ekv
/() es

F{g(t)}=\ eK7 (He"Wdr= i

= /(/)c OM/, donde O)=(0- @D

- F(it>), por definicion

&{CGH7(D)} * F{j(o>- afc)) (5.26)

El resultado (5.26) se conoce como la propiedad de corrimiento con respecto a la
frecuencia, e indica que la multiplicacién por ejei s6lo recorre el espectro de/(/)
de manera que quede centrado en el punto (O=  en el dominio de la frecuencia.
Este fendmeno es el fundamento matemético para el proceso de modulacién en
la teoria de las comunicaciones, ilustrado en el ejemplo 5.7.
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Solucién
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Determine el espectro de frecuencia de la sefial £(/) f(t) eos (j.

(’orno cosuxi - +cC se sigue, usando la propiedad de linealidad (5.22),
que
?{gu)i = +c'w )>
= i I&IA)***}

Si &{f{t)) = F(jco) entonces, usando (5.26).

&{f(0 eos(Uc/} = «*{*(N}  5Sr(j(ft) 40) + jA'(j(f)+ OF))
Cl efecto de mulliplicar la sefial /(/) por la sefial portadora GQO800/ produce una
sefial cuyo espectro consiste de dos versiones (a escala) de F(j(0), el espectro de
/(1); una version centrada en jo= Qry la otra en @ =-i0,. La sefial portadora
eosQci se dice que estd modulada por la sefial /(/).

La demodulacion se considera en cl ejercicio 5, seccién 5.9, y las ideas de modu-
lacion y demodulacién se desarrollan en la seccion 5.8.

5.3.5 La propiedad de simetria

De la definicion del par de transformadas (5.15) y (5.16) es claro que hay alguna
simetria de estructura en relacién a las variables / y /= Podemos establecer la
forma exacta de esta simetria como sigue. De (5.16),

| .
~ F(j co)e'6dn>
fi,) =Tk ()
«
0, de manera equivalente, cambiando la variable “muda" en la integracion

271/(0=1 F(Qy)t""ay

do manera que

F(\y) o~y
o0, reemplazando t por @©
2nf(-(o) = | Ir(jy)c " INlv (5.27)

hl lado derecho de (5.27) es sélo ladefinicion (5.15)de la transformada de Fourier
de F(j/). con la variable de integracion /reemplazada por v.Por tanto, concluimos que

&{F(it)\ = (5.28a)
dado que
2LI(N} " F(j6» (5.28b)



380 ILA TRANSFORMADA UE FOURIKR

EJEMPLO 5.8

Solucion

Lo que nos dice (5.28) es que si/(/) y F(j() forman un par de transformadas de
Fouricr entonces F(jt) y 2I{[-Q0) también forman un par de transformadas de Fou-
rier. Esta propiedad se conoce como la propiedad de .simetria de la transformada
de Pourier. También se le conoce como la propiedad de dualidad.

Determine la transformada de Fouricr de la sefal

Csenut *
g(/) = ('seneal at 070 (5.29)
C /=9
Del eiernplo 5.3 sabemos que si
A (> T

fu) = 5.30

V) 0 (It\>T) (530
entonces

MNf(r)} = F(joi) = 2/f7\senc coT
Asi, por la propiedad de simetria (5.28), F(j/) y 2nft-co) también son un par de
transformadas de Fouricr. En este caso

F(j/) = 2ATsene tT
y asi. eligiendo T- uy A  Ci2a para corresponder a (5.29), vemos que

F(jf) = Cseneai = y,(t)
tiene transformada de Fouricr 2nf(  cg). Volviendo a escribir (5.30) encontramos
que como |co| = |-ai,
J2nCt2a (Jcoj » a) _ inCla (lco|] » &)
(0 (m>a [0 (&f>a
En la Figura 5.13 se muestran una grafica de y(t) y su transformada de Fouricr
G(jit) = 2nf(-cu).

'F{Csenc ai}

Clyo)t,
nCa

-a o a tu

Figurn 5.13 FI par de transformadas de Fouricr gil) y G)\oi) del ejemplo 5.8.



5.3.6 Ejercicios

11 Utilice la propiedad de linealidad para verificar el
resultado del ejercicio 4.

12 Si V(0 y u(i) son sefiales con transformadas de Fuu-
rier YQO) y W(j(U) respectivamente, y

Rliti) o, 34 P> o+ om - uu)

d/ dr
pruebe que Y(jw) = mj(0)UKj(0) para alguna funcién
I/Qo). ¢QE. es H(ji»)?
13 Utilice la propiedad de corrimiento con respecto al
tiempo pura calcular la transformada de Fourier del
pulso doble definido por

LA RESPUESTA DE FRECUENCIA 3K1
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14 Calcule la transformada de Fourier de la funcion
COSENo en una ventana

J\Mt) e o s+ jT)- H(t- =Ty
15 Encuentre la transformada de Kourier de la forma
recorrida de la funcion coseno en unu ventana
z(t) = oosuv[//(/) - m Ty
16 Calcule la transformada de Fourier de la funcién
Seno en una ventana
ftt) - SEN2i[H(t +\)-H (t I

En esta seccién consideramos primero la relacién entre las transformadas de Fou-
rier y de Laplace, y después proseguimos considerando la respuesta de frecuencia

M " 0 (enotrocaso)
La respuesta de frecuencia
en términos de la transformada de Fourier.
54.1

Relacion enlre las transformadas de Fourier y de Laplace

Las diferencias entre las transformadas de Fourier y de Laplace son muy sutiles. A

primera vista parece que para obtener la transformada de Fourier de la transformada

de l.aplace sélo debe escribirse jeo en lugar de s, y que ahi termina la diferencia.

Esto es cierto en algunos casos pero no en todos Estrictamente, las transformadas

de Fourier y de Laplace son distintas, y ninguna es una generalizacién de la otra.
Escribiendo las integrales definidas (encinos

La transformada de Fourier

O} A

(5.31)
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La transformada bilateral de Laplace

{(H} =i At)c "dr (532)

La transformada unilateral de Laplace

X[IV)} =1 I(/)ed/ 63)
Jo
Hay una similitud estructural obvia entre (5.31) y (5.32), mientras que la conexion
con (5.33) no es tan clara en vista del limite inferior de integracion. Recordemos e
en las definiciones de la transformada de Laplace, la S es una variable complejay
puede escribirse como

s = (7+jeo (.34

donde ity a) son variables reales. Entoncespodemosinterpretar (5.13), la trans-
formada de Fourier de/(Y), como un caso especialde (5.32) cuando, a= 0. supo-
niendo que la transformada de Laplace existe cuando <= 0, o equivalentemente
cuando s =ja) (esto es, s describe el eje imaginario en el plano 5). Si restringirnos
nuestra atencion a las funciones causales, esto es, funciones (o sefiales) que sn
cero siempre que t < 0, la transformada bilateral de Laplace (5.32) es idénticaa
la transformada unilaLeral de Laplace (5.33). Entonces la transformada de Fourier
puede verse como un caso especial de la transformada unilateral de Laplace para
funciones causales, suponiendo de nuevo que la transformada unilateral de Laplace
existe en el eje imaginario S - jcu.

La siguiente parte de la historia se refiere u una clase de sefiales de tienpo
f(i) cuya transformada de l.aplace existe en el eje imaginario s ~j(Q Recordemos
de (2.71) que un sistema lineal causal invariante en el tiempo con funcion e
transferencia de Laplace (/(.s) tiene una respuesta al impulso h(t) dada por

h(t) - X HG(s)} g)/I(f), digamos (63
Aln mas, si el sistema es estable entonces todos los polos de G(S) estan end
scmiplano izquierdo, lo que implica que gU)H{t) -> 0 conforme r—s °0. Sean Is
localizaciones de los polos de G(s)

PIf Pi> e >Pn

donde
Pk=~al +jbt
en los cuales ah hkson realesyat~0 parak 1, 2,.... w En la figura 5.14 se ilustran

ejemplos de tales polos donde debemos suponer que C(j) cs la funcién de transferen-
cia de un sistema real de manera que los polos que no estan en el eje real aparecen
en pares conjugados. Como se indico en la seccion 2.2.3, lu funcién de transferencia
de Laplace G(S) existira en la region sombreada de la figura 5.14 definida por

Re(y) > c2
donde - c2cs la abscisa de convergencia y es tal que
0 < cl< minai
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FiRiir« 5.14 Localizacion de polos para C(s) Y Inregion ile existencia de C(S)

La conclusidn importante es que para tales sistemas G($) siempre existe en el gje
imaginario s = jr», y asi h(t) =g(t)H(t) siempre tiene una transformada de Fourier.
Kn otras palabras, hemos demostrado que la funcién de respuesta al impulso h(t)
de un sistema lineal causal estable invariante en el tiempo siempre tiene una
transformada de Fourier. Méas ain, hemos demostrado que 6sta se puede encontrar
evaluando la transformada de Laplacc en el eje imaginario, esto es, sustituyendo
S = jmen la transformada de Laplace. Asi establecimos que las transformadas de
Fourier existen para una clase significativa de sefiales usuales; este conocimiento
sera requerido en la seccion 5.4.2.

¢Cudles de los siguientes sistemas causales invariantes en el tiempo tienen respuestas
al impulso que posean transformadas de Fourier? Encuentre estas Ultimas cuando
existan.

@d4ar+  +2v(f) = u(f
dr ifi
(b) dr +coyu)  «(»)

(c) I 20>+ Mil +yU) _2,.(,) + iiiL>
d/ d/ dr

Suponiendo que los sistemas estan inicialmcnte en reposo cuando / < 0, aplicando
la transformada de Laplacc se obtiene

(@) r(i) = T :’;s+2 uis) G,(s)U(s)

() Y(s) = — L_i/(s) = GAs)U(s)
s + ol

©) Y(5) = A -2 ;GL)  G(9)V(s)

Cn el caso (a) los polos de G,(i) estan en s = -1 y v= -2, de manera que el
sistema es estable y la respuesta al impulso tiene una transformada de Fourier dada por
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5.4.2

Gt(jco) = )
' +35+25<) 2- al+j3(0
2 B> (2 ¢®) j3p
2 wy2+WwW jod + 50?2 + 4

Kn el caso (b) encontramos que los polos de GZv) estan en s =jl) y s =-}),
esto es, en el eje imaginario. Hl sistema no es estable (observamos que la respuesta
al impulso no disminuye a cero), y la respuesta al impulso no tiene una transfor-
mada de rourier.

En el caso (c) los polos de G3(s) estan en s = fij*3 ys= \ jv3
Como estos estan en el semiplano izquierdo Re(.v) < 0, concluimos que el sistema
es estable. La transformada de Fourier de la respuesta al impulso es entonces

La respuesta de frecuencia

Para un sistema lineal invariante en el tiempo, inicialmcntc en estado de reposo,
que tiene funcién de transferencia de Laplace G(S), la respuesta y(t) a una entrada
u(r) esta dada en (2.66) como

Y(s) = G(V)G(v) (5.36)

donde Y(s) y U(S) son las transformadas de Laplace de.y(f) y u(t) respectivamente. En
la secci6n 2.7 vimos que, sujeta a que el sistema sea estable, la respuesta en estado
estacionario >&/) a una entrada senoidal u(t) = Asentar esta dada por (2.86) como

y«(0 = alG(jQ)|sen |[m + arg G(jm)] (5.37)

Esto es, la respuesta en estado estacionario también es senoidal, con la misma
frecuencia que la sefial de entrada pero teniendo una ganancia de amplitud |G(j<u)|
y un desfasamiento argG(jitf).

En forma maés general, se pudo tomar la entrada como una sefial senoidal
compleja

u(t) = AeiM

y, sujetos a los requerimientos de estabilidad, se comprob6 que la respuesta en
estado estacionario es

vexr) = AG(j(o)cr! (5.38)

>c(0 = "K'U e (5.39)
Como antes, |G(jco)| y argG(j<w) se llaman la ganancia de amplitud y el desfasamiento
respectivamente. Ambas son funciones de la variable real de frecuencia (Qy sus
graficas contra coconstituyen la respuesta de frecuencia del sistema que, como vimos
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en la seccion 2.7, caracteriza el comportamiento del sistema. Observamos que tomando
las partes imaginarias en todo (5.39) llegamos a la respuesta senoidal (5.37).

Se observa que la respuesta en estado estacionario (5.38) es solo la sefial de
entrada A&** multiplicada por la transformada de Fouricr G(j(0) de la respuesta al
impulso del sistema. En consecuencia G(jU)) se llama la funcion de transferencia
de frecuencia del sistema. Por tanto, si el sistema representado en (5.36) es estable, de
manera que G(JU>) exista como la transformada de Fouricr de su respuesta al impulso,
y la entrada u(t) = (/(*)} tiene transformada de Fourier U(jw) entonces podemos
representar el sistema en términos de la funcién de transferencia de frecuencia como

BYYRRHHSABIAB8EH (5.40)

Asi, la ecuacion (5.40) determina la transformada de Fouricr del sistema de
salida y puede usarse para determinar el espectro de frecuencia de la salida a partir
del de la entrada, hsto significa que el espectro de amplitud y el de fase de la salida
son viables, ya que

1F(j*0)| = I<r(ji>)| [#(CI>)| (5.41 u)
nrg F(jft» - argCQ(0 1 argC/(j&) (5.41b)
Consideraremos ahora un ejemplo que delineara juntas estas ideas y algunas ideas

previas que sirven para ilustrar la relevancia de este material en la industria de las
comunicaciones.

Una sefial /(/) consiste de dos componentes:

(@) un pulso rectangular simétrico de duracion 27t (véase el ejemplo 5.3) y

(b) un segundo pulso, también de duracién 2k (que es una copia de (a)), modu-
lando una sefial con frecuencia portadora &\, = 3 (el proceso de modulacién se
introdujo en la seccién 5.3.4).

Escriba una expresion para/(/) c ilustre su espectro de amplitud. Describa el espectro
de amplitud de la sefial de salida si /(/) es aplicada a un sistema causal estable con
la funcion de transferencia de I,aplace

Denotando el pulso del ejemplo 5.3, con 7 = a. por Pt(t)% observando el uso del
término ‘sefial portadora’ en el ejemplo 5.7, tenemos

I(1) =P M f (eos30Px(i)
Del ejemplo 5.3

ALI>*()} = 2n sene mu
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Figura 5.15 Espectro de amplitud de la sefial F(i) i (eos 3t)Px(l).

asi, usando el resultado del ejemplo 5.7 tenemos
= F(jco) = 2n scncWTt + \ [2resenc(ft) - 3)& + 2Nsenc(w + 3)n]

Kn la figura 5.15 se muestra el espectro de amplitud correspondiente trazando

|F(jm)I contra (0.
Como el sistema con funcién de transferencia

OS = —
=) S¥+ 525+ 1

es estable y causal, tiene funcion de transferencia a la frecuencia

M®) = e

de manera que su ganancia de amplitud es

iC(j«»i — 7—
V(«i + 1)

El espectro de amplitud de la sefial de salida | X(ja>)| cuando la entrada es/(/) &
obtiene entonces de (5.41a) como el producto de |[F(ju))| y |G(ju>)|. En la figura
5.16(a) y (b) se muestran las graficas del espectro de ganancia de amplitud |GTjO)|
y el espectro de amplitud de salida | f(iro)| respectivamente. Observamos en la figua
5.16(b) que tenemos una copia razonablemente buena del espectro de amplitud c&
PHi) (ver la figura 5.8a). Sin embargo, el segundo elemento de/(/) ha desapare-
cido. Nuestro sistema ha “filtrado” esta Gltima componente mientras “dejo pasar
una version casi intacta de la primera. Un examen de la respuesta en el dominio cH
tiempo mostrara que la primera componente de hecho experimenta alguna “suavidad”,
que hablando burdamente consiste en un redondeo de los picos. El sistema conside-
rado aqui es un filtro de segundo orden “pasa bajas” de Bulterworth (introducido
en la secciéon 3.8.1).
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Figura 5.16 (a) Espcctio de amplitud del sistema con C{\V) = 1/(j2+ V2S i 1), (b) espectro de amplitud de la sefial

de salida | Y)a>\ del ejemplo 5.10.

5.4.3 Kjercicios

17 Encuentre la respuesta ni impulso de los sistemas
(@ vy (c) del ejemplo 5.9 Calcule la transformada
de Fouricr de cada uno usando la definicion (5 15),
y verifique los resultados dados en el ejemplo 5.9

IX Utilice la propiedad de corrimiento en el tiempo
para calcular la transformada de Founcr del pulso
rectangular doble/(/) ilustrado en la figura 5.17.

-r T -r r+7 ° r-7 i ri T

Figura 5.17 El pulso rectangular doble del
ejercicio 18.

19 El sistema con funcién de transferencia

G'() =
© t+ v+ 1

21

se discutié en el ejemplo 5.10. Realice una trans-
formacion

1

S

y escriba G(s"). Examine la respuesta de frecuencia
de un sistema con funcién de transferencia C/(V) y
en particular encuentre la amplitud de la respuesta
cuando & 0y conforme <0-»  (COmo describiria
tal sistema?

Utilice la propiedad de simetria y el resultado del
ejercicio | para calcular la transformada de Founcr de

m =-+-:
u+t

Dibuje/(/) y su tmnsformada (que es real).

Utilice los resultados de los ejemplos 5.3 y 5.7 para
calcular la transformada de Fourier de la sefial de
pulso modulado

A" - Pe(Oeosay
donde
Pr®y=j » ™ * T'
O=15 (/>
es un pulso de duracién 2T
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Transformadas de las funciones
escalon e impulso

En esla seccion consideramos la aplicacion de la transformada de Fourier a los con-
ceptos de energia, potencia y convolucion. Haciendo esto introduciremos la transfor-
mada de Fourier de la funcién escalén unitario de Heaviside H{i) y de la funcion
impulso a(r)

Energia y potencia

En la seccion 4.6.4 introducimos el concepto del espectro de potencia de una sefial

periddica y encontramos que nos permite deducir informacidn util relacionada con

la Gltima. En esta seccion definimos dos cantidades asociadas con la sefial en

tiempof(t) definida pafii «+</<©®, a saber la energia de la sefial y la potencia de la

sefial. Estas cantidades son importantes no solamente por si mismas, sino que. como

veremos, juegan un papel importante en la caracterizacién de los tipos de sefiales,
| a energia total asociada a la sefial /(O esta definida como

1/(01 (5.42)
Si/(/) tiene transformada de Fourier F{\(0), de manera que, de (5.16)
f(t) = 20 F(jta)ed'da>
entonces (5.42) puede expresarse como
£= A0JO)d/ = /(O F(j(o)c)=d(o dr
Cambiando el orden de integracion, esto se convierte en
g=py FUO) AOQ*"* do (5.43)

De la integral definida (5.15) para F(jco), reconocemos la parte del integrando
dentro de los paréntesis cuadrados como H-jco>)t que, si f(t) es real, es tal que
H jm) = FH)a)), donde F*(joi) es la conjugada compleja de F(j(0). Asi (5.43) se
convierte en

E=-L| Ffi)P»(jo>)dii
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de manera que

ao v

|/e()<») I'dil (5.44)

La ecuacion (5.44) relaciona la energia total de la sefial J\r) con la integral sobre
todas las frecuencias de |F(j<0)|2 Por esta razén IFijco)!2se llama densidad de energia
espectral, y una gréafica de |*{ju>)|: contra (Ose llama el espectro de energia de la
sefial/(r). El resultado (5.44) se llama el teorema de Parseval y es una extension
del resultado contenido en el teorema 4.6 para sefiales periddicas.

Determine las densidades de energia espectral de

(a) la funcién exponencial de un lado/(O - e dall(t) (a > 0),
(b) el pulso rectangular de la figura 5.6.

(@) De (5.17), la transformada de Fouricr de/(/) es
h\s(0) = o -
a +ar
Por tanto, la densidad de energia espectral de la funcion es
inja» il = r<j<o)F'(j0y = .,
a +o0a+ (u
esto es.
fi>)p=-j-"—2
| Fafi) R = i-l
(b) Del ejemplo 5.3, la transformada de Fourier F(ja)) del pulso rectangular es
/+'(ja)) = 2ATsenc(oT
Asi la densidad de energia espectral del pulso es
ITijO))12= AA2T2sene2(0T

Hay sefiales importantes /'(/), definidas en general para dO< / < para las
cuales la integral / T_|/(/))7d/ en (5.42) es o0 no acotada (esto es, se vuelve infinita)
0 no converge a un limite finito; por ejemplo, sen t. Para tales sefiales, en lugar de
considerar la energia, consideramos la potencia promedio r. frecuentemente cono-
cida como la potencia de la sefial Esta esta definida por

(5.45)
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Observemos que para sefiales que satisfacen las condiciones de Dirichlet (teorema
5.1) la integral en (5.42) existe y, como en (5.45) dividimos entre la duracién de
la sefial, se sigue que tales sefiales tienen potencia cero asociada con ellas.

Ahora nos preguntamos: ‘;Existen otras sefiales que posean transformadas de
hourier?” Como se podia esperar, la respuesta es “Si” aunque la manera de obtener las
transformadas serfi diferente de nuestro procedimiento hasta ahora. Veremos que
las transformadas asi obtenidas, usando la integral inversa (5.16) producen algunas
sefiales “ordinarias” hasta ahora excluidas de nuestra discusion.

Empezamos por considerar la transformada de Fouricr de la funcién generali-
zada ¢j(/), la funcién delta de Dirac introducida en la seccién 2.5.8. Recordemos
de (2.49) que O(t) satisface la propiedad del corrimiento; esto es. para una funcién
continua x(T)

=(*<;> < " c< A
Jm [ 0 enotrocaso

Usando la integral definida (5.15), obtenemos las siguientes dos transformadas de
Fouricr:

&{8{N}* j O(i)c'Mdt =\ (5.46)
&{$(t-70)} =] do ~ /*)d f d/ = (5.47)

Estas dos transformadas son, por ahora, intrascendentes y notando que |e J* | = 1,
en la figura 5.18 ilustramos las sefiales y sus espectros.

Ahora nos alejamos de la definicion de la transformada de Fouricr dada en
(5.15) vy buscamos pares de transformadas basados en (5.46) y (5.47). Usando la
propiedad de simetria (dualidad) de la seccién 5.3.5, deducimos de (5.46) que

¢ol i

Mi Bii W<ijcolii

L

®
Figura 5.1« (a) MOy su espectro de amplitud; (b) St - /,) y su espectro de amplitud

d
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1y 2n0{ 0) =2kS((v) (5.48)
es otro par de transformadas de Fourier. De manera analoga, de (5.47) deducimos que
c“v y 2koé( 0)- 1)

también es un par de transformadas de Fourier. Sustituyendo i0= Chen la Gltima
tenemos

¢c*1 y Indios- (0= 2nS(w n\) (5.49)

como otro par tle transformadas de Fourier.

Asi afirniamos en (5.48) y (5.49) que /,(/) - 1yf3t) = e,<v, no tienen transfor-
madas de Fourier “ordinarias” como la definida en (5.15). realmente tienen trans-
formadas de Fourier “generalizadas” dadas por

Fi(jfu) = 2né(io) (5.50)
joi) = 2kS((0 (@) (5.51)
respectivamente.

Usamos el término ‘generalizadas” porque las dos transformadas contienen las
funciones generalizadas S(n)) y 6((0 Ahora probaremos nuestra conjetura de que
(5.50) y (5.51) son transformadas de Fourier de /,(/) yf 4t) respectivamente. Si (5.50)
y (5.51) son verdaderamente transformadas de Fourier entonces sus iméagenes en

el dominio del tiempo/,(/) yfZ/) respectivamente deberian reaparecer via la trans-
formada inversa (5.16). Sustituyendo F}jm) de (5.50) en (5.16) tenemos

= ¢ | FIAjw)ew'd6)= jnj 2nS((i))e,"lito- 1

asi se recupera/,(/) = 1.
De manera similar, usando (5.51) tenemos

2nS(a)- €ub)cjaidm=

asi que/jir) = efMctambién se recupera.

Por consiguiente, nuestro método tiene éxito y verdaderamente tenemos un
camino para generar nuevos pares de transformadas. Por tanto, usaremos el método
para encontrar transformadas de Fourier generalizadas para las sefiales

fyt) = cos(d,  jAt) = senodlt
Como

1.(/) = cosi/v - j(eJv + e ,<v)
la propiedad de linealidad (5.22) da
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que, usando (5.49), conduce al par de transformadas de Fourier generalizadas
cus/e))/t jr[5(6>- ft*,) »s(0)+ ftib)| (5.52)

De manera analoga, deducimos el par de transformadas de Fourier generalizadas
serim,/} »jnI5(U)+ «%) - 6(0) r%)j (5.53)

El desarrollo de (5.53) y la verificacion de que (5.52) y (5.53) se invierten
correctamente usando la transformada inversa (5.16) se deja como un ejercicio
para el lector.

Vale la pena observar en esta etapa que definir la transformada de Fourier
&\f\t)} de/(/) en (5.15) romo

SE{/()1=3 I()e-j* dt

siempre que la integral exista no impide la existencia de otras transfonnadas de Founer.
tal como la generalizada que acabamos de introducir definida por otros medios.
Es claro que la energia total

E= cos?@dr

asociada con la sefial f\{t) = eos no estd acotada. Sin embargo, de (5.45)
podemos calcular la potencia asociada con la sefial como

Ti2 m

- I|m IT €0s¢,(Q0rdr = lim T t+ 5(—03

-r2
Asi, mientras la sefial/f) = eosay tiene energia no acotada asociada con ella, su
potencia contenida es 3. Las sefiales cuya energia asociada es finita, por ejemplo
1(/) - e dI(i) (a > 0), algunas veces son llamadas sefiales de energia, mientras
aquellas cuya energia asociada no estd acotada pero cuya potencia total es finita
se conocen como sefiales de potencia. Los conceptos de sefiales de potencia y
densidad de potencia espectral son importantes en el analisis de sefiales aleatorias
y el lector interesado puede consultar textos especializados.

sen 2«v ) 5'
T-2

Supongamos que una funcién periddica /(/) definida en -<» < / < (0 puede
desarrollarse en una sene de Fourier cuya forma exponencial

/(O = (, FeI"*‘

n-
¢Cuadl es la transformada de Fourier (generalizada) de /(/)?

De la definicién

&{A»}= #1|/7¢ /r,,e""’vJU ¢ F X e 1«\ﬁ
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Solucion

EJEMPLO 5.14
1

Solucién
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que, usando (5.49), da

time*
Balo es,

&I1A0} = 2it¢ F,,6(<0- nc»0)

donde (*» < /i < «) son los coeficientes de la forma exponencial de la
representacion de la serie de Fourier de J\t).

Utilice el resultado del ejemplo 5.12 para verificar la transformada de Fouricr de
J\t) cosav dada en (5.52).
Corno
f(i) = eoso),t =
las F,, del ejemplo 5.12 son
rt=~F, =;
F,=0 (n*z\)

Asi, al usar el resultado
=2n'Et F,6(co n(%)

tenemos
Mcosity/} = I kF oiia + O + 2tiF,0(cii - o*)
= tc[<5(w * o*,) + 6(0) - rnM)]

de acuerdo con (5.52).
Determine la transformada de Founer (generalizada) de la funcién periddica “diente
de sierra” definida por
M=j @©O<t<2T)
fit +2T) =/())

En el ejemplo 4.19 vimos que la forma exponencial de la representacion en serie
de Fouricr de/(/) es
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con
2jc r
Cn=2T~ T

Frt= 2

Fye L

Se sigue del ejemplo 5.12 que la transformada de Fourier &\.A\t)} es

&{AD} = F{1(a) = 4n6(m) + X j45(y - naxy)
)

- 4djc#(w) + j4 T -y
<@
0
Asi vernos que el espectro de amplitud consiste Gnicamente de los pulsos locali-
zados en los multiplos enteros de la frecuencia fundamental «,- n/T. M espectro
discreto obtenido via la forma exponencial de la serie de Fourier para esta funcion

periddica se reproduce ahora con un factor de escala de 2a.

EJEMPLO 5.15 Determine la transformada de Fourier (generalizada) del tren de impulso unitario
y¥(f) = N'T) que se muestra simbélicamente en la Figura 5.19

>
i

O T 27 n AT 57 i

Figura 51n Tren de impulsos unitarias J\t) = L7--« 8{I - nT).

Solucion A pesar de que/(/) es una funcioén generalizada y no una funcion en el sentido
ordinario, se sigue que como

f(t tkT) = 8(t+ (k - n)T) (siendo k un entero)
~ N S(r -mT) (m-n-Kk)
=1()

es periddica con periodo T. Méas aln, podemos expandir /(/) formalmente como
una serie de Fourier
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con

>(Ne KA g = )Il para toda n

Se sigue del ejemplo 5.12 que

Asi probamos que

& -nT) =0 S(Q- na>0) (5.54)
n__

donde ig, 2njT. Esto es, el tren de impulso en el dominio del tiempo tiene como
su transformada otro tren de impulso. Veremos en la seccién 5.6.4 que este resultado
es de particular importancia en el tratamiento del muestreo de sefiales en el tiempo.

Nuestra pesquisa exitosa de transformaciones de Fourier generalizadas nos
conduce a considerar la posibilidad de que la funcion escalén unitario de Heaviside
H(r) definida en la seccién 2.5.1 pueda tener una transformada en este sentido.
Recordemos de (2.56) que si

m =m
entonces

De la propiedad de derivacion con respecto al tiempo (5.23) podemos esperar que si

entonces
(5.55)

la ecuacion (5.55) sugiere que un candidato para H(j(0) puede ser l/jiu, pero este
no es el caso, ya que la inversion usando (5.16) no regresa a H{i). Usando (5.16)
y las técnicas de variable compleja, se puede probar que

( > 0)

donde sgn(f) es la funcién signo definida por
1 (/>0

sgn(0=- o (/=0)
-1 (/<)
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Sin embargo, observamos que (5.55) también lo satisface

(5.56)

//(jet» - ~ +

donde C es una constante. Esto se sigue de la propiedad de equivalencia (véase la
definicion 2.2)f(io)6(co) =f(0)8(<0O) conf(0) = jen, que da

(ja))/7(jm) = 1 f (ja>)cO(co) = 1
Inviniendo (5.56) usando (5.16) tenemos

1 ,
g(0 = = + ¢S(fo) on =)+ CO((0) tco

c/2k t*\ (/> 0)
din (/=0)
ciln-5 (/< 0)

y eligiendo ¢ = n tenernos

I (i>0)
g(0 = \ ('=0)
0 (t<0)

Asi (casi) recuperamos la funcion escalén //(/). Aqui £(/) toma el valor \ en / =0,
pero esto no es sorprendente debido a la convergencia de la integral de Kourier en
los puntos de discontinuidad corno los dados en el teorema 5.1. Con esta prevision
probamos que

(5.57)

Debemos reconocer que hicimos una conjetura acerca de afiadir un término adicional
en (5.56) para obtener lu transformada de Fourier (5.57). En cambio, podiamos
haber elegido cd(ko)) con k siendo una constante como término adicional. Aunque
es posible probar que esto no lleva a un resultado diferente, la prueba de unicidad
no es trivial y se sale del alcance de este libro

2 Convolucioén

En la seccién 2.6.6 vimos que la integral de convolucion, junto con la transformada
de Laplacc, proporcionan una herramienta (til para la discusion de la naturaleza ce
la solucién de una ecuacion diferencial, a pesar de que quizas no sea la manera meés
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eficiente para evaluar la solucién de un problema particular. Como el lector esperaria,
en vista de la dualidad entre los dominios del tiempo y de la frecuencia, hay dos
resultados de convoluciones involucrados en la transformada de Fouricr.

Convolucion en el tiempo
Supongamos que
NMu(h)> - Uja>) ~  u{l) e”iwdg
=V(j<0)= v(t)c wdt

entonces la transformada de Fourier de la convolucion

y(t) = u(r)v(t - ) dr=u() *v(t) (5.58)
es
= I(ja» = e u(r)v(t - r)dr d/
w(t) dr

Introducimos los cambios de variable z—t- r, r -> ry siguiendo el procedimiento
de cambio de variable de la seccién 2.6.6, la transformada se puede expresar como

Q) dr

w(NcJUdT v (z)c>mdz

de manera que
Y(j0)) = UOCo)V(jco) (S.59)

Esto es,
(5.60)

lo que indica que una convolucion en el dominio del tiempo se transforma en un
producto en el dominio de la frecuencia.
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Cnnvolucion en la frecuencia
Si

= U(i(o), con n(/) = — | U(jCO)t)W'au)

=VA),  con y(i) =" j
entonces la transformada inversa de la convolucion
(/GO * V(o) = UQGy) V{i(a y))dy
esta dada por

da>

(', P(i(w - dy di-
Un cambio de variable z -» oi - y, to —to lleva a

| Wy)  F(2)edv)dz dy

= J "Mdy)N 'dy | iz)e
= 27Lu(t)v(t)
Esto es.

Au()u() = mw UG * V() (5.61)

y esta multiplicacion en el dominio del tiempo corresponde a la convolucién en el
dominio de la frecuencia (sujeta al factor de escala 1/(2ic)).

EJEMPLO 5.10 Supongamos que /(/) tiene una transformada de Fouricr h\jro) Encuentre una
— expresion pata la transformada de Fourier de g(f) donde

g() = /(T)dr
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23

24

25

IK\\si-'(IRMADAS DI.

J(rYH (t - r)ydr =f(0
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* H(r)

la convolucion de g(t) y H(t) Entonces, al usar (5.60)

la cual, al usar la expresién para f?(jo)) de (5.57), da

HMED> - @) 1 vt W -

Verifique que
e0s¢y

Pruebe que senay) = jkl«5(éi> + ft*) - f(u)- o*)].

U tilice (516) para verificar que
SF liiit(6(it+ o0y - 8(m sena>0r

iuo)I}

Suponga que /(/) y #(f) tienen transformadas de
louricr FQ(u) y Cijo» respectivamente, definidas en
el sentido “ordinario” (esto es, usando (515)), y
pruebe que

()0 (jHd/ = ~(jOgiod/

Este resultado se eonuee como la formula de Parseval

Utilice el resultado del ejercicio 24 y la propiedad
de simetria para probar que

+ nF(0)8(a>)

+ KFEQO(P)S())

(5.62)

Solucidn Como
H (t T)_j1 Tr=n
10 (T >1t)
podemos escribir
g(0 =
AMx (0} G(a>) = /50)/1(1Q
G()(0) =
de manera que
G(@(a) =
5.5.3 Ejercicios

26 Utilice el resultado de convolucién en el dominio
de la frecuencia para obtener ~{//(r) scntu0/}.

27 Calcule la forma exponencial de la serie de fouricr
para el tren de pulsos periédicos que se mucslia en
la figura 5.20. Ahora pruebe que

\

&{A0}= X senv b7 A IR n"
M—~—

(cuOm 2/1/7°), y A es la altura del pulso

3T .27 -T o T 27 JT

Figura 5.20 Tren de pulsos periddicos del ejercicio 27
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5.6 Latransformada de Fourier en tiempo discreto

5.6.1 Introduccion

Kn las secciones anteriores de este capitulo se analizé la transformada de Fourier de
sefiales definidas corno funciones de la variable t continua en el tiempo. Vimos que
un area importante de aplicacién es el analisis de sefiales en el dominio de la frecuen-
cia llegando al concepto de respuesta de frecuencia de un sistema lineal. En el capitulo
4 consideramos sefiales definidas en instantes de tiempo discreto junto con sistemas
lineales modelados por ecuaciones diferenciales. Ahi encontramos que en el anali-
sis de sistemas la transformada z juega un papel semejante al de la transformada
de Laplace para sistemas continuos en el tiempo. Ahora pretendemos desarrollar
una teoria del analisis de Fourier para completar la de sistemas de tiempo continuo,
y después considerar el problema de estimacidn de la transformada de Fourier de
tiempo continuo en una forma conveniente para ejecutar en computadoras.

5.6.2 La transformada de Fourier para sucesiones

Primero regresamos a nuestro trabajo sobre series de Fourier y escribimos la forma
exponencial de la representacion en serie de Fourier para la funcion periodica F(€'t)
de periodo 2n. Escribimos 9 = G)t, para deducir de (4.57) y (4.61) que

F(ek) = X - (5.63)
donde
/,=¢ ] F{égei'sa0 (5.64)

Asi la operacién generd una sucesion de nameros {£} a partir de la funcién periddica
F(e'°) de la variable continua 9. Invertimos el proceso e imaginemos que empezamos
con una sucesion (gj y usamos (5.63) para definir una funcién periddica

tal que

G'ei - ¢ K9 (5'65>

Asi definimos una transformacion de la sucesion {g& a (/'(e¥). Esta transforma-
cion se puede invertir, ya que, de (5.64),

= GV VAl (5.66)
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y recuperar los términos de la sucesion de G'(eX.
Es conveniente para nuestro trabajo futuro modificar la definicion ligera-
mente, definiendo la transformada de Fouricr de una sucesion {g;} como

WSS\ AV AT VE
*{gK) G(C¥)= ¢ X . »a" (S.67)

siempre que la serie converja. Entonces la transformada inversa esta dada a partir
de (5.66) por

Sk Yo e

ol
Y G y (5.6X)

Asi los resultados (5.67) y (5.68) constituyen el par de transformadas de Fourier
para la sucesion {gtf Observamos que C(c'e) es una funcién de la variable con-
tinua 0. y como es una funcién ejgees periédica (con un periodo de a lo méas 2rc)
independiente de si la sucesién {g*| es o0 no periddica.

Cabe indicar que adoptamos la notacion G(&9) en lugar de (/(&) para la transfor-
mada de. Fourier similar a nuestro uso de F(jco) en lugar de Hoo) en el caso de
sefiales en tiempo continuo. Kn este caso estaremos interesados en relacionarla con la
transformada r del capitulo 3, donde z =re ¥ y el significado de nuestra eleccion
pronto surgir.

Encuentre la transformada de la sucesion {gilTo.» donde g0=2,92- g 7= 1y
ok g-t=0Paruk*0° 2
De la definicion (5.67),

&{gy)

¢ 9.t

g_?ejiv+ gol +g2e'*=Cc'S+2 + ¢ jd
- 2(1 + eos 2ti) = 4e0s* 0
En este caso particular la transformada es periddica de periodo k en lugar de 2it. Esto

se debe a que g, =g_, = 0, de manera que eos ti no aparece en la transformada. Como
(/(e®) es real puro, podemos dibujar la transformada como en la figura 5.21.

Centro
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Habiendo definido una transformada de Fourier para sucesiones, ahora quere-
mos vincularla con la respuesta de frecuencia de sistemas en tiempo discreto. En
la seccion 5.4.2 el eslabon entre las respuestas de frecuencia y las transformadas
de Fourier de sistemas en tiempo continuo se establece usando la transformada de
Laplace. Por tanto, sospechamos que la transformada i proporcionara el eslabon
necesario para sistemas de tiempo discreto. De hecho, el argumento sigue muy de

cerca a aquel de la seccién 5.4.2.
Para un sistema causal de tiempo discreto invariante en el tiempo con una funcién

de transferencia r, G(z) la relacién entre la sucesion de entrada {m} y la sucesion de
salida {y{| en el dominio transformado estd indicada en la seccion 3.6.1 por

Y{z) = G{z)U(2) (5.69)

donde U(z) %{uk\y Y(z) = t{yA.
Para investigar la respuesta de frecuencia del sistema buscamos la sucesion
de salida correspondiente a la sucesion de entrada

Wy = {/fe"™”) = Me*¥), 0 (OT (5.70)

que representa muestras dibujadas en intervalos iguales Ty a partir de la sefial
senoidal compleja de tiempo continuo ejw,.

Entonces la respuesta de frecuencia del sistema de tiempo discreto es su res-
puesta en estado estacionario a la sucesién (ma) dada en (5.70). Como para el caso
de tiempo continuo (seccién 5.4.2), la forma compleja e (Wse usa para simplificar el
algebra y la respuesta senoidal en estado estacionario es facil de recuperar tomando
las partes imaginarias si es necesario.

De la figura 3.3 se observa que

3C{Aete\ = iIT{A(ciy} = - A~
Z—t
asi de (5.69) la respuesta del sistema a la sucesion de entrada (5.70) esta determi-
nada por

Y(z) = (5.71)
z—c¢
Haciendo que el sistema sea de orden n y bajo las suposiciones de que los n polos

p,(r - 1,2 n) de G(z) son distintos y ninguno es igual a cZ¥, podemos
desarrollar Y(z)fz en fracciones parciales para dar

=—L_+y _i1_ (5.72)
2 2 -e'* fZy-Pr

donde, en general, las constantes cr(r = 1,2,..., n) son complejas. Tomando la
inversa de la transformada z en todo (5 72) se obtiene la sucesidn de respuesta como
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esto CS,
>} =c{c'w| + (5.7.1)

Si la funcion de transferencia G(z) corresponde a un sistema estable en tiempo discreto
entonces lodos sus polos pr(r = 1.2, ,«) estan dentro del circulo unitario |z| < 1,
de manera que todos los términos bajo el signo de la sumatoria en (5.73) tienden a
cero conforme k —» «*. Esto se ve claramente expresando p, en la formapr-\p, l«

y observamos (Jue si \pr\ < | entonces \pr\k ><conforme k -* <= En consecuencia,
para sistemas estables la respuesta en estado estacionario correspondiente a (5.73) es

iy*J =c\e'i0}

Usando la regla de “cubrir” para fracciones parciales la constante c estad determi-
nada a partir de (5.71) como

c - AG(ci0)
de manera que la respuesta en estado estacionario se convierte en
\ytJ=AG (Ci$) {* 0} (5.74)

Supusimos que los polos de G(z) son distintos para simplificar el algebra. Exten-
diendo el desarrollo para ajustarlo a polos multiples se logra facilmente, llegando
a la misma respuesta en estado estacionario como la dada en (5.74).

El resultado (5.74) corresponde a (5.38) para sistemas de tiempo continuo, e
indica que la sucesion de respuesta en estado estacionario es simplemente la sucesidn
de entrada con cada término multiplicado por G(c)6). En consecuencia, G(el0) se
llama la funcién de transferencia de la frecuencia del sistema de tiempo discreto y,
como para el caso continuo, caracteriza la respuesta de frecuencia «lei sistema. Es
claro que (/(c¥) es simplemente G(z), la funcion z de transferencia, con z - c®y asi
sOlo estamos evaluando la funcién z de transferencia alrededor del circulo unitario
\¢| 1 La funcidn z de transferencia G(z) existira en |r | = | si y s6lo si el sistema
es estable y asi el resultado es el andlogo exacto del resultado para sistemas de
tiempo continuo de la seccidon 5.4.2, donde se evalud la funcion de transferencia
de Luplace a lo largo del eje imaginario para llegar a la respuesta de frecuencia de
un sistema lineal estable en tiempo continuo.

Para completar la analogia con los sistemas de tiempo continuo necesitamos
un resultado mas amplio. De la seccion 3 6.2, la respuesta al impulso del sistema
lineal causal de tiempo discreto con la funcion z de transferencia G(z) es

{ytt} =&~'{G(2)) = digamos

Aplicando transformadas inversas entonces se obtiene

G{z) = 'Eaxlz~k ¢ gis*
*0
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EJEMPLO 5.18

Solucién

como gA= 0 (k < 0) para un sistema causal. Asi
c(cie) = jr giC'io

y concluimos de (5.67) que G(e[ es simplemente la transformada de Fourier de la
sucesion (gj. Portanto, la funcién de transferencia de frecuencia en tiempo discreto
(/(e**) es la transformada de Fourier de la sucesion de respuesta al impulso.

Determine la funcién de transferencia de la frecuencia del sistema causal en tiempo
discreto que se muestra en la figura 5.22 y dibuje su espectro tle amplitud.

Figura 5.22 Sistema en tiempo discreto del ejemplo 5.18.

Al usar los métodos de la seccion 3.6.1, se obtiene facilmente la funciéon z de
transferencia como

27 +1

G{z)
2" +0.75z + 0.125

Después verificamos la estabilidad del sistema. Como z?+ 0.75z + 0.125 = (z + 0.5)
(z + 0.25), los polos de G(z) estan en/;, -0.5y/;2--0.25, y como ambos estan
dentro del circulo unitario \z\ - 1, el sistema es estable. Entonces la funcién de
transferencia de la frecuencia puede obtenerse como G(cJ*), donde

G(e*) = 2¢ +1
e'2* i-0.75¢P 0.125

Para determinar el espectro de amplitud, evaluamos |<j (c”)| como

[2e* +1
e'2S+ 0.75e'9+ 0.125)

v(5 + 4 e0s6)
;*(1.578 + 1.688 e0s 6 + 0.25 eos 26)
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H »

3n *

Figura 5.23 Espectro de amplitud del sistema del ejemplo 5.1X

Una grafica de |G(eJ,)| eonira ti entonces conduce al espectro de amplitud de la
figura 5.23.

En el ejemplo 5.18 observamos el comportamiento periédico del espectro de
amplitud, el cual es ineludible cuando estan involucrados sistemas y sefiales en
tiempo discreto. Sin embargo, observamos que la periodicidad es en la variable
0 0)1y debemos tener control sobre la eleccion de T, el tiempo entre las muestras
de nuestra sefial de entrada.

5.6.3 La transformada de Fourier discreta

La transformada de Fourier de sucesiones discutida en la seccidén 5.6.2 transforma
una sucesion {g¢} en una funcién continua G(el0) de una vanable de frecuencia 0.
donde 0 - enTy Tes el tiempo entre sefiales muéstrales. En esta seccién, con un
0jo puesto en los requerimientos computacionalcs, observamos las implicaciones
del muestreo G(e|d). La operacién completa empezara con muestras de una sefial
en el tiempo {gA}y seguirad via el proceso de transformacion de Fourier, finalmente
se obtendra una sucesion {G*} de muestras obtenidas a partir de la imagen en el
dominio de la frecuencia G(e'*) de {g*}.

Supongamos que tenemos una sucesion ig*} de N muestras obtenidas a partir
de una sefial de tiempo continuo g(i) en intervalos iguales T%esto es

{&} =

Al usar (5.67) la transformada de Fourier de esta sucesion es
= Cie™)- ¢ g.e'™ (5.75)

donde gk 0 (A/ (0, N 1]). Entonces, con ti- m'l, podemos escribir (5.75) como
VA

C(eJ”) X s.et™ (5-76)

Ahora mucstrcamos esta transformacion G(ejwi) en intervalos Ai» para crear N
muestras igualmente repartidas sobre el intervalo 0 ti  2n. esto es, sobre un
periodo de la funcién periédica G(ei$). Entonces tenemos

HAti=2n
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donde AOes el espaciado normalizado de la frecuencia. Como 9 = (UTy T es una
constante tal que A9= T Aw, deducimos que

A<o=m S5-77>

Al muestrear (5.76) en intervalos Anise produce la sucesion

{G4}£,\ donde GI-~Sni"“"A*7 (5.78)
SHI
Como
6h
n*0
V-1
= £,e Jliv,rc usando (5.77)
V-l
=5> ¢ {",w = C*
*a)

se sigue que la sucesion {GKZMes periddica con periodo Y. Por tanto, generamos
una sucesién de muestras en el dominio de la frecuencia que en cieno sentido
representa al espectro de la sefial fundamental en tiempo continuo. Pospondremos,
por el momento, la pregunta de la naturaleza exacta de esta representacién, pero como
el lector habra adivinado, es crucial para el proposito de esta seccion. Primero, conside-
ramos la pregunta de si, a partir del conocimiento de la sucesion {Gt pvn de (5.78),
podemos recuperar la sucesién original {#,.}; 0. Para ver como se puede alcanzar
esto, consideramos una suma de la forma

X-i
S,=£ Ck ,@V- )< r<o0 (5.79)
*-U
Sustituimos (jl con (5.78) para obtener
. .)\i-l | .Iv-l ; \ AV AV
= * e - 2.
A0 \m-Q %w %—b ¢

Esto es, intercambiando el orden de integracion

S'=X Smg (5.80)
~_d *_0

Ahora

v

i=0
es una progresion geomeétrica con el primer termino ¢c® = 1 y la razébn comun
e *r,T, y asi la suma de los Y términos es

V-l . SjA<i(wHr>AT | -)im-r)2x

L e = =—e——jAai».ir=0 (">*-r +3N)

t-o i-e i-c
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Cuandom= r

[\Vl
V 1 A-jAdi<i>(w+n)r
l'-A "
4=0 i=fl
Asi
\V2]
e = M8w.r (5.81
AVl

donde 8# es la delta de Kronecker definida por

" i[; (»53{)

Sustituyendo (5.81) en (5.80) tenemos
Al
Sr=N~*gnb”*r=Ng.r

Regresando a (5.79) y sustituyendo para S, vernos que

iV jaam
*-'= ,{\/(’:llJ r'‘e
que haciendo » - -/ da
VA
*0 N-82>

Asi (5.82) nos permite determinar el miembro de la sucesion

{g.,Yti
esto es, nos permite recuperar exactamente las muestras en el dominio del tiempo
a partir de las muestras en el dominio de la frecuencia.

Las relaciones

AV ]
yikAOJ
o* =X S»eyl (5.78)
n0
- (5.82)

con Ac6 - 2tc//V7, entre las sucesiones en el dominio del tiempo y el de la frecuen-
¢ {#«}i=o Y (~Jvo definen el par de transformadas de Fourier discretas
(TFD). El par proporciona una trayectoria entre los dominios del tiempo y de la
frecuencia para sefiales en tiempo discreto en exactamente el mismo sentido que
(5.15) y (5.16) definen trayectorias similares para sefiales de tiempo continuo.
Debe enfatizarse de nuevo que cualesquiera que sean las propiedades de las suce-
siones {#,} y {G*} en el lado derecho de (5.78) y (5.82), la sucesion generada en
el lado izquierdo sera periddica con periodo N.
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EJEMPLO 5.19  Lasucesion {g*}iL0- {L 2, 1} es generada muestreando una sefial en el tiempo g(/)
= e — — — en intervalos con T - 1 Determine la transformada de Fourier discreta de la sucesion
y verifique que la sucesién puede recuperarse exactamente a partir de su transformada.

Solucion  De (5.78) la sucesion de la transformada de Fourier discreta {G*}"0 es generada por

0-(-¢a-,e-J"4r (*=0,1,2)

n=0
En este caso, 7= 1y con N - 3 (5.77) da
2jc 2
Am - == ¢
3x1 3
Asi
c, = 57ir,e'J*0@2“3=¢9g, -gn+g, +82=112+1=4
n0 »0
G =¢ g,e =g0c® |l g,e i2t3+ g:e"4J= 1+ 2e-|w' + 1e'#3
=

= e-j2¢3 (ej2")+ 2 + "B = 2¢e'j2n3 (L + eos\ji) = ¢ ,w3

G2- ts'* * QMM = [ A ge3 = Bk 4+ SFEN 4 (eiM
n=0 no
= e-j<»3[ejW3 + 2 + e-J*'] = 2 e-i4L,(I + cos™rc) = c"#3
Asi
{Ot} 1o = {4, c 13 e 3*3)

Ahora debemos probar que el uso de (5.82) recuperara la sucesion original {g*}*
De (5.82) la transformada inversa de esta dada por

- LVT s< iknaiT
8" = fi I*% G<e

(Je nuevo, con T—1I, Ato=\ny V= 3. Asi

g,=1¢ G *02"3=j¢(G* =1(4 +ej213+ e"¥3
*=0 =
= '"[4 +eflem3+ e-"13] = {(4 - 2e0s5d)=1
g, = 1 GREFF! —flG-U+ G, e2T3+ C2e N)
k-0
5(4 + 1 + 1) = 2
g2 = C telJx2*2»3 _ |(Grl+ G| el4*) + C jC J8«fl)
ND

5[4 + e*(e*3+ e'JLJl = 3(4 - 2e0s M * |
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F.sto es.

- {12, 11 = {"}fo
y asi recuperamos exactamente la sucesion original a partir de su transformada.

Vemos del ejemplo 5.19 que la operacion de calcular \'! términos de la sucesién
transformada involucra Vx N = jV2multiplicaciones y N(N - 1) sumas, en general
todas son operaciones que involucran nimeros complejos. El céalculo de la trans-
formada de Fourier discreta de esta manera directa se dice que es un calculo de
complejidad N2 Estos calculos se vuelven imposibles conforme N crece debido al
tiempo requerido para su ejecucion.

imacién de la transformada de Fourier continua

Vimos en la seccion 5.4.2 que la transformada de Fourier continua proporciona un
medio para examinar la respuesta de frecuencia de un sistema lineal estable invariante
en el tiempo, en tiempo continuo. De manera similar, vimos en la seccion 5.6.2
como es que una transformada de Fourier de tiempo discreto puede desarrollarse de
manera que permita examinar la respuesta de frecuencia de un sistema lineal estable
invariante en el tiempo, en tiempo discreto. Al muestrear esta tltima transformada
desarrollamos la transformada de Fourier discreta. ;Por qué hicimos esto? Primero
encontramos una manera (por lo menos en teoria) de involucrar la computadora en
nuestros csfucr/os. Segundo, como probaremos ahora, podemos usar la transformada
de Fourier discreta para estimar la transformada de Fourier continua de una sefial en
tiempo continuo. Para ver como se hace esto, primero examinemos lo que pasa cuando
muestreamos una sefial en tiempo continuo.

Supongamos que /(/) es una sefial no periédica en tiempo continuo, de la que
se muestra una porcion en la Figura 5.24(a). Muestreamos la sefial en intervalos
iguales T para generar la sucesion

{/(0), .AH A 1

como se muestra en la figura 5.24(b). Ahora supongamos que cada una de estas
muestras se presentan por turno, en el instante apropiado, como la entrada a un
sistema lineal continuo invariante en el tiempo con respuesta al impulso /;(/).
Entonces la salida serd, debido a la secciéon 2.6.6,

h(t - t)f(nT)S{t - nT)dr + ...
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()

Figura 5.24 (a) Sefial en tiempo continuo/(/); (b) muestras obtenidas def(t).

Figuro 5.25 Visualizacion de/,(/) definida en (5.84).

Asi

y(ty =] n@ r)/(r)dr (5.83)

donde
W

®
w) - X =/()Z 5 - KT) (58
k=0 k=0
la cual identificamos como una representacion “en tiempo continuo” de la versidn

de mucstreo de /(/). Asi, estamos espaciando verlicalmente la imagen de f(t)
como en la figura 5.25.
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Para admitir la posibilidad de sefiales que no son cero para t < 0, podemos
generalizar ligeramente (5.84) permitiendo que

0 (5.85)

A— «

Ahora usamos convolucion para encontrar la transformada de Fouriei F¢ Y3 de
fjj). Al usar la representacion (5.85) para/(r) tenemos

F,m =nuo) =sFifu) X su-m
| k=m

que al usar (5.61) conduce a

¢<5(i-A7)] (5.86)

donde

&{A0>- "(jw)

De (5.54),
A Asu-kT)\VAs s L -2f)

de manera que. suponiendo que es posible intercambiar el orden de integracion y
la suma, (5.86) se convierte en

k=-00

-yj /a(JI® ~ «'l) £ -yjdw’
:j-XI _rﬂ)ﬂia' Ny ]altjl
4 M --22)

F.(ju)) =i £ F(j[u> ifflbj). <0=, (5.87)
kman

Al examinar (5.87) vemos que el espectro Fjj<ut) de la version de mucstrcof(t) de
f(t) consiste en repeticiones del espectro F(\(o) de /(/) multiplicado por un factor
\ITs estas repeticiones estdn separadas en intervalos cun= 2n/T. La figura 5.26(a)
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“wm 0 tyin
(@)
IEs(jwHi i
V4
\ A A:A z
HWwl  t H
2n/T  _wm ° W'_m, 21T
(b)

AAAAAAA

©

AAAI/IVIVAAAA]

—M-
m_Iwf O oniT
(d)

I/r

-2n/T o 2ndT <f
<€)
Figura m2i» (a) Espectro de amplitud rie una sefial de handa limitada/(/). (b)-<e) Espectro
de amplitud ~(jco)) de que muestra repeticiones periddicas de |F,(jft))| y efectos de
interaccion conforme 7*crece.
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muestra el espectro de amplitud |7(jiy)| de una sefial de banda limitada/(/), esto es,
una sefial cuyo espectro es cero para \co\ > am Las figuras 5.26(b €) muestran
el espectro de amplitud |Fs(jeu)| de la versidn de muestreo para valores crecientes
del intervalo de muestreo T. Es claro que conforme T crece, el espectro de F(jft)),
como se observa al usar [Fs(rjr)| en 0) <(om se vuelve cada vez méas engafioso
debido a la “interaccion” de las copias adyacentes.

Como vimos en la seccion 5.6.2, la periodicidad en el espectro de amplitud
I"ija))! deyi(0 es inevitable como una consecuencia del proceso de muestreo y
se necesitan encontrar caminos para minimizar los problemas que provoca. La
interaccion que se observa en la figura 5.26 entre las repeticiones periddicas se
conoce como error de alisamicnto, y es esencial para minimizar este efecto. Esto
puede alcanzarse de manera obvia si la sefial original sin muestreo /(/) es de banda
limitada como en la figura 5.26(a). Es evidente que debemos lograr que las repeti-
ciones periddicas de |F(jtu)| estén suficientemente alejadas para evitar la interaccion
entre las copias. Esto implica que tenemos

<A "N 2(Om
en un minimo absoluto (jc impractico!). Como cou- 2n/T, la restriccidn implica que
Tk n/fwm

donde T es el intervalo entre las muestras. EI minimo intervalo de tiempo per-
mitido es
Thin =
que se conoce como el intervalo de Nyquist y de hecho dedujimos una forma del
teorema de muestreo de Nyquist-Shannon Si T < 7Pnjnentonces las “copias” de
F(jm) estan aisladas unas de otras, y podemos lijarnos sélo en una copia tanto para
el propoésito de reconstruir la sefial corno para los propositos de estimacion de la
misma / (jm) Aqui s6lo estamos interesados con el Gltimo problema. Béasicamente,
establecimos una condicién bajo la cual el espectro de las muestras de la sefial de
banda limitada /(/), esto es, el espectro de /j(/). puede usarse para estimar L(jft)).
Supongamos que dibujamos N muestras de una sefial continua /{r) a intervalos 7
de acuerdo con el criterio de Nyquist, como en la figura 5.27. Entonces consideramos

W) =X f(kT)6(l - kT)
MO

o de manera equivalente, la sucesidén
{/*}£. donde fk=f{kT)
Observamos que
m =0 (t>(N 1)7%)
de manera que
/t=0 (k>N-1)

La transformada de Eourier def(t) es
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F5(jfi>) /5(0 e*3dr

, £ f{kT)S(t- kT)e~Intdl
- t=0
M
-y I(KT)S(t - kT)e ,Mdt
J

vl M
—jI’V\Af -je*r
- !r.o A (5.88)
La transformada en (5.88) es una funcion de la variable continua cuy, asi, como en (5.78),
ahora podernos muestrear el espectro continuo FJjai) para permitir la evaluacién con
computadora.
Elegimos N muestras para representar/(/) en eldominio deltiempo, vy por esta
razén también elegimos N muestras en eldominio de lafrecuencia pararepresentar

F{\(0). Asi muestreamos (5.88) en intervalos Aa> para generar la sucesion

{I"AjnA(0)}N (5.89a)
donde
F,(j«cA®) = X [e-"*"“ " (5.89b)
*=fl

Ahora debemos elegir el intervalo de muestreo en el dominio de la frecuencia Aw.
Para ver como hacer esto recordamos que el espectro de la muestra F,(ju>) consiste
en repeticiones de F(jft>), espaciadas en intervalos 2n/T. Asi, para muestrear una
sola copia integramente debemos elegir

NAco =2n/T
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&G = 2It/NT (5.90)

Observamos que la sucesion resultante, definida fuerade 0~ n N - 1, es periddica,
como era de esperarse. Sin embargo, observamos también que, siguiendo con nuestro
analisis de la seccién 5.6, el proceso de recuperar una sefial en el tiempo a partir
del mucstreo de su espectro producira una onda periodica sin importar la naturaleza de
la sefial en el tiempo original. No nos debe sorprender esto ya que estd de acuerdo
con nuestra discusiéon introductoria de la seccion 5.1.

En vista del factor de escala MT en (5.87), nuestra estimacion de la transfor-
mada de Fourier F{\(0) de/(/) sobre el intervalo

0 nT
serd a partir de (5.89) la sucesién de muestreo
{77-s(jnAm)}~"
donde
VA
TF,(jm\a>) = 7'~ f ke
0
que, de la definicion de la transformada de Fourier discreta en (5.78), da

k&gt

TFJjnAio)- Tx DFT {/*}

donde TFD [fk\ es la transformada de Fourier discreta de la sucesién \fk\ Ilustramos
el uso de esta estimacion en el ejemplo 5.20.

En la figura 5.28 se muestra un pulso triangular con retraso/(/). Estime su trans-
formada de Fourier usando 10 muestras y compare con los valores exactos.

0.5 -

15 20 25 30

Figura 5.2« El pulso triangular con retraso.

Al usar N - 10 muestras a intervalos T - 0.2s, generamos la sucesion

{*)1o = {/(0),/(0.2),/(0.4),/(0.6),/(0.8),./(1.0), 7/ (1.2),]\ 1.4),/(1.6),
J11-8)1
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F.s claro, a partir de la figura 5.28, que podemos expresar la funcion continua/(/)
como

t (0 < t< 0.5)
no 1-/ (05< /<1
0 (t>- 1)
y asi
{fAlo= {0, 02,04, 04,02 00,00, 0}

Usando (5.78) la transformada de Fourier discreta {/",}*=0 de la sucesion
es generada por

x4 A jeifAr . . . 2K 2
F,,:'&(O/‘e ' donde =V7=\0y~-2=1
Esto es,
9
i -1 e
A0

o, como Jjj =fj =/6=./; =/s=/, = 0.

F,- ¢ [,e-j,02p
X1
La estimacion de la transformada de Fourier también basada en N - 10 muestras
es la sucesion
{TFn}lo = {0.2F,}lo
Asi tenemos 10 valores representando la transformada de Fourier en
O- nAco (n=0,1,2,...,9)
0 como Acd = InfNT
co= 0, /i, 2/t, ... , 91t
En (0= n, que corresponde a n = |, nuestra estimacion es
02Fj =02 fke"?:™2”
*
- 0.2[0.2 e"j02»> + 0.4(e"JadP + €")06,>) + 0.2 e“)08)
= -0.1992j

En cu= 2ti, que corresponde a n = 2, nuestra estimacion es

0.2F; - 0.2£ fke“miog"
A=l

0.2[0.2 ejiadl) + O.4(e'j<0F) + e'jila®) + 0.2 c~i(M)\
-0.1047



LA TRANSFORMADA DF. FOURIER EN TIEMPO DISCRETO 417

© Exacto F(joS) TFD estimada /W 1 ITFD estimadal % error
i 0.2500 0.2400 0.2500 0.2400 4%
J -0.2026j -0 1992j 0.2026 0.1992 1.7%
én -0.1013 -0.1047 0.1013 0.1047 3.2%
3w 0.0225j 0.0180j 0.0225 0.0180 20%
4it 0 -0.0153 0 0.0153 -

5;c -0.008 1j 0 0.0081 0 -

6rc -0.0in -0.0153 0.0113 0.0153 -

n 0.0041 -0.01Rg 0.0041 0.0180 -

8t 0 -0,1047 0 0.1047

9tc -0.0025j 0.1992j 0.0025 0.1992 -

Figura 5.2» Comparacion de los resultados exactos y la TFD estimada para el espectro de
amplitud de la sefial del ejemplo 5.20.

IF(tu)l,

0.2

0.1 -

u k 2n 3n an  5x 771 8m 9k

Figura 5.;io Resultado exacto |/7ja>)| E® y la TFD estimada Th\ (O) de la transformada
de Fourier del ejemplo 5.20.

Continuando de esta manera calculamos la sucesién
{0.2F0, 02F{ ., 0.2F,\

como

{0.2400, —0.1992j, -0.1047, 0.0180j, -0.0153, 0, -0.0153, -0.0180j,
-0.1047, 0.1992j}

Entonces esto representa la estimacion de la transformada de Fourier de la funcién
continua /(/). El valor exacto de la transformada de Fourier de f{i) se calcula
facilmente a partir de la definicion (5.15) como

F(jfo)- ~ *ensene2>

que podemos usar para examinar la validez de nuestro resultado. F.n la figura 5.29
se muestra la comparacién y en la figura 5.30 se ilustra graficamente.

A partir del teorema de mueslreo de Nyquist-Shannon, con T=0.2 s, deduci-
mos que nuestros resultados seran exactos si la sefial original f(i) es de banda
limitada con espectro cero para |cu| > |0>J = 5fl. Nuestra sefial no es estrictamente
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de banda limitada de esta manera, y asi esperamos observar algln error en nuestros
resultados, en particular cerca de co- 5tc, debido a los efectos de alisamiento. La
estimacion obtenida es satisfactoria en co- U, &, 271, pero empieza a perder exactitud
en co- in. l.os resultados obtenidos mas alla de co= Sn se ven como las imagenes de
los obtenidos para valores abajo de co- 5rc y era de esperarse debido a la periodi-
cidad de TFD. En nuestros calculos la sucesién TFD serd periédica con periodo
iV= 10; asi por ejemplo

17F7] = |77v10] = IfF.jl = T\F.\

Como vimos muchas veces, para una sefial real el espectro de amplitud es simétrico
alrededor de co= 0. De ese modo \F 3| = |Fj|, IF.jl = |F,|, y asi sucesivamente, y los
efectos de la simetria son evidentes en la figura 5.29. Quiza vale la pena observar
que si calculamos (digamos) {7'F 4, 7173 ... , TFTF{ ... , TFS), obtendriamos
una grafica “convencional” con una porcién derecha, debajo de co= 5ir, trasladada a
la izquierda del origen. Sin embargo, usando la grafica del espectro de amplitud
en la forma elegida destacara la fuente de error debido al alisamiento.

En esta seccion hemos discutido un método por el cual las transformadas de
Fourier pueden estimarse numéricamente, por lo menos en teoria. Sin embargo, es
claro que la cantidad de trabajo invertido es significativo, y como observamos
en la seccion 5.6.3 un algoritmo basado en este método en general es prohibitivo en
vista de la cantidad de tiempo requerido para hacer los calculos. La siguiente seccién
da una breve introduccion a un método para superar este problema.

5.6.5 La transformada rapida de Fourier

Los calculos de una transformada de Fourier discreta basada en N valores mués-
trales requiere, como hemos visto, N2multiplicaciones complejas y N(N - 1) sumas.
Para sefiales reales se puede explotar la simetria, pero para N grandes \ N2 no repre-
senta, para los propositos de céalculo, un avance significativo sobre N2 De hecho, se
requiere de una formulacién del problema totalmente nueva antes de que la transfor
mada de Fourier discreta se convierta en una herramienta practica para la ingenieria.
En 1965, Cooley y Tukey introdujeron la transformada rapida de Fourier (TRF)
para reducir la complejidad computacional (J. W. Cooley y J. W. Tukey, An algorithm
for thc machine computation of complex Fourier series, Mathematics of Computarian
19 (1965) 297 301). En esta seccién introduciremos brevemente este método; para
una discusion completa ver E. E. Brigham, The Fast Fourier Transform (Prentice-
Hall, Englewood Cliffs, NJ. 1974), que la trata de manera similar a la adoptada
aqui.

Nos restringiremos al caso donde N —2Ypara algun entero y, y en lugar de
examinar el caso general nos enfocaremos a un valor particular de y. Procediendo
de esta manera la idea debe ser clara y la extension a otros valores de yes creible.
Podemos resumir el método a tres etapas:
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(a) formulacién matricial;
(b) factorizacién matricial, y, por Gltimo,
(c) reorganizacion.
Primero consideramos la formulaciéon matricial de la TFD. A partir de (5.78), la
sucesion transformada de Fourier {GijjLo' de la sucesion {£,}£.<! esta generada por
N-1
Gt = *=0.1..,V-1] (5.91)
n-0
Consideramos el caso particular cuando y - 2 (esto es, N = 22= 4), y definimos
W =¢e iKS- e“'*R

de manera que (5.91) se convierte en

G,~ (Ar=0. 1,2,3)
«-0 n-0
Desarrollando los términos de la sucesion transformada tenemos

0, -gulVu+ KitV'j lg2w" + g2tv°
G, - if,r> lg,fV' +g2W2 +gyW1

= gO0ITn+gyW2+giw* 4gyw"
G, - gO»° +g<w3tgjr +g,iv

que se puede expresar en la forma matriz-vector

—
1]

we I ir w 80
c, We  wx iYi X
we o w2 wx H g
whooW- o WE W g3

(5.92)

0, més generalmente, como
Gk- W«g.

donde los vectores iity x, y la matriz cuadrada W rk se definen como en (5.92)
El siguiente paso estd relacionado con las propiedades especiales de las entradas

de la matriz W rk Observamos que Wrk = donde p es un entero y asi
WA- W =1
Wb= 1V2
wg= IVl

De donde (5.92) se convierte en
1 1 1 1 X*
Gj Wx Iv2 ir gl
g7 W: W: g»

(5.93)

G* ir Iv2 ow' gij



42(1

I.LA TRANSFORMADA DF FOURIFR

ISP VWO

La ecuacion (5.93) es el final de la primera etapa del desarrollo. De hecho, hasta aqui

s6lo hemos usado las propiedades de las raices A-ésimas de la unidad. La etapa dos

involucra la factori/acion de una matriz cuyos detalles se explicardn mas adelante.
Observamos que

1 w0 O 0 1 0 w* O 1 1 1 1
1 we¢ O n 0 1 0 w ° 1 wil w° V2
(5.94)
0 O 1 w[ 1 0 w2 O 1 wi[ w2 ir
0 0 1 0o 1 O w 2 1 w w2 iv]

donde usamos W5= W1y W° = 1 (en el primer renglon). La matriz en el lado
derecho de (5.94) es la matriz de coeficientes de (5.93), pero con los renglones 2
y .2 intercambiados. Asi podemos escribir (5.93) como

1 W 0 © | ri o
g2 1wl o o o o wi g\ (5.95)
G\ 0 0 wool wi 0 g2 '
cr3 0 1] 1 w u U w2 s
Ahora definimos un vector #' como
0 w"
o\ (5.96)
g7 W‘ 0
g\ 0 w1

Entonces se sigue de (5.96) que
U =So+ Wegz
g'=  + Wi

de manera que g0y gj estan calculadas cada una mediante una multiplicaciéon compleja
y una adicion. Por supuesto, en este caso especial, como = 1, la multiplicacion no
es necesaria pero estamos intentando inferir la situacion general. Por esta razén
no se reemplazé IVopor 1.

También, se sigue de (5.96) que

gi- Hh+ h'S2

ds =o< +
y, como fV2= el calculo del par g2y g\ puede hacerse usando los calculos
de W°g2y We°g2; con una suma mas en cada caso. Asi el vector#' esta determinado
por un total de cuatro sumas complejas y dos multiplicaciones complejas.

Para completar el calculo de la transformada regresamos a (5.95) y la volvemos
a escribir en la forma
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v* 1 r 0 g>
g2 1 1v2 0
g (5.97)
c o o w'
6\ 0 o WS

Entonces se sigue de (5.97) que
G« = g0 +
G2« go + fVa;j

y vemos que G, esta determinado por una multiplicacién compleja y una suma
compleja. Mas aln, jV2- -1V( G; sigue después de una suma compleja mas.
De manera similar, se sigue de (5.97) que

G{- + Wg'y
0>=0g2+wy

y. como IV2- - W\ se requiere un total de una multiplicaciéon compleja y dos sumas
mas para obtener el vector transformado reordenado

[(70 a2 G, G3°

Asi el numero total de operaciones requerido para generar la transformada (reor-
denada) es de cuatro multiplicaciones complejas y ocho sumas complejas. El calculo
directo hubiera requerido de N 2= 16 multiplicaciones complejas y N{N - 1) - 12
sumas complejas. Aln con un valor pequefio de N estos ahorros son significativos,
y si interpretamos los requerimientos de tiempo de computo como proporcionales
al nimero de.multiplicaciones complejas involucradas es facil ver porqué el algo-
ritmo de la TRF se volvid una herramienta indispensable para los calculos en el
andlisis de Fourier. Cuando N - 2r. el algoritmo de la TRF es. en efecto, un
procedimiento para producir y N x N matrices de la forma (5.94) Al extender
nuestras ideas, es posible ver que en general el algoritmo de la TRF, cuando N = 2y,
requerira jiVy (cuatro cuando ;V = 22= 4) multiplicaciones complejas y ;Vy(ocho
cuando N = 4) sumas complejas. Como

y = log2N

las demandas del algoritmo de la TRF en términos del tiempo de cdmputo estimado
con base al nimero de multiplicaciones complejas se da muchas veces aproximada-
mente como N log; /V, en contraposicion a para la evaluacion directa de la trans-
formada. Esto completa la segunda etapa de nuestra tarea y solo nos queda el
problema de reorganizar nuestro vector transformado en un orden “natural”.

Los medios para alcanzar esto son méas elegantes. En lugar de enlistar GO,
G, G? Gs en la forma decimal se usa una notaciéon binaria alternativa y
[Gt G, G2 G3tse convierte en

iGoo GO, G,0 "nl
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EJEMPLO 5.21

Solucion

El proceso de “inversidn de bits” significa volver a escribir un nimero binario con sus
bits o digitos en orden inverso. Al aplicar este proceso a \G* Gnl Gm G,,]Tnos
lleva a

[GI Gm G,]'=[G, C2 G, GI

con etiquetado decimal. Esta ultima furnia es exactamente la obtenida al final del
célculo de la TRF y podemos ver que el orden natural se puede recuperar facilmente
reorganizando la salida en la base de inversion de bits de la version de indices

binarios.
Hemos completado asi nuestra introduccion a la transformada rapida de Fourier.

Ahora consideraremos un ejemplo para ilustrar las ideas aqui discutidas. Entonces
concluiremos considerando el gran detalle del proceso de factorizacién matricial
que utilizamos en la segunda etapa.

Utilice el algoritmo de la TRF para calcular la transformada de Fourier de la sucesion

-{1, 2, KO}

En este caso N =4 =22 y empezamos por calcular el vectorgn=1[g, g\ gl gj]T
que a partir de (5.96) esta dado por

| o w n 80
0 10 w* g

gn 1 ow: o 8?
ParaN =4
W* — = @imr2
y asi
10 1 o] T 2
0 0 1 2 2
g))
1 0 -1 0 1 0
0 1 0 1 0 _

Luego calculamos el orden de “inversion de bits” en el vector transformado G'.
el cual a partir de (5.97) estd dado por

w 8\
U 82

g*
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0 en este caso particular

r 1
Gan [04
J

NN

Gt0
OQai -2j
Crn 2 9

(5.98)

c:

Finalmente recuperamos el vector transformado G - |Gn G] G2 G J!como

r 4i
_2I
0
L2
y asi establecemos la transformada de Fourier de la sucesion {1,2, 1,0} como la
sucesion

G -

{4, 2j,0, 25>

Es interesante comparar el trabajo invertido en estos calculos con el del ejemplo 5.19

Para concluir esta seccion reconsideramos la operacion de factorizacién rnatricial
que estd en el centro del proceso de calcular la transformada réapida de Fourier.
En un libro de esta naturaleza no es apropiado reproducir una prueba de validez
del algoritmo para cualquier N de la forma N = 2Y M4&s bien, ilustraremos como
se obtiene la factorizacién que introdujimos en (5.94). La forma factorizada de la
matriz no seré generada en cualquier calculo; lo que realmente sucede es que las
distintas sumas se realizan usando sus propiedades estructurales.

A partir de (5.91). con W - c-"2¢* queremos calcular las sumas

A-Il
Gk=Y*g,,W'k *=0,1 N- 1 (5.99)
=0
En el caso N = 4, y= 2 vemos que k y n toman sé6lo los valores 0, 1, 2 y 3, de
manera que podemos representar a ambos k y n usando ndmeros binarios de dos
digitos; en general se requerirdn nimeros binarios con / digitos.

Escribimos k = k&0 y n = nxa®edonde k(, k®¥6n0y nj pueden sdlo tomar los
valores 0 o 1 Por ejemplo, k = 3 se convierte en k = 11 y n = 2 se convierte en
n = 1U. La forma decimal siempre puede recuperarse facilmente como k - 2ky+
y n =2/i, + n0

Al utilizar la notacion binaria, podemos escribir (5.99) como

V. Vo« u/ 2"i*no)<xa*k0> /c

CM .= r%):'nnj:O <5-100)
La Unica suma de (5.99) ahora se reemplaza por dos sumas cuando y= 2. De nuevo
vemos que para el caso mas general cuando N ~ 2run total de /sumas reemplazan a
la Gnica suma de (5.99).
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La operacién de factorizacién matricial con la cual estamos interesados la
alcanzamos al considerar el término
w

en (5.100). Al expandir se obtiene

= (5.101)
Como en este caso W =e2R'\ y N = 4, el término principal en (5.101) se convierte en
- (e-jfZyv. =
= r-*- =1

De nuevo observamos que en el caso mas general este factor siempre aparecera.
Asi podemos escribir (5.101) corno

AuiHVVFo>  w2m w(Zkr M o
de manera que (5.100) se convierte en

= o ETor (5.102)

que es la factorizacion matricial requerida. Esto se puede ver al escribir

#Vo v X gxx* (5.103)

de manera que la suma en los paréntesis cuadrados en (5.102) define las cuatro

relaciones
s u/2.0.0 , . rr/2.1.0 .. lir0o
#m - #oon + glow = #00 + #io**
L 200 . " 1210 . u/o
L0|—4f(?|r + .Rn —#0|+#n, (5'104)
gw=gi""'20] + g wlV2AA = #on + g\fiW2
gil =gotfV,n' +gnfV2' =go, +g,,ITI
que en la forma matricial se convierten en
#00 10 w" 0 #00
i 0 1 0 w*
Roi #01 (5.105)
gi0 1 0 w2 o0 #10
0 1 w\

_#ii_

y vemos que restablecimos el sistema de ecuaciones (5.96). esta vez con indices bina-
rios. Observamos que en (5.104) y (5.105) distinguimos entre los términos en J°
dependiendo de como estd generado el cero. Cuando el cero estd generado por el valor
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del indice de la suma (esto es, cuando /?, = 0 y asi un cero siempre sera generado
cualquiera que sea el valor de Y) reemplazamos W* por |. Cuando el indice es cero
debido al valor de kn, mantenemos WOcomo una ayuda para la generalizacion.

La etapa final de la factonzacion aparece cuando escribimos la suma exterior
de (5.102) como

<«

que al escribirla por completo da
= &,W,00+ gi,M,°I +
Gd =g56"20 + gmW2A = gj, + gOIw2
Gi0=g'uW'0+guW" =gi0+ guWw'
G,, =g\nW'> + cuW"' g\ + g\,Wj

o0 en la forma matncial

Goo 1 IVo O 0 goo
Coi w1l 0 U o (5.107)
ai 00 111 g

Q" 00 1 W3 g

La matriz en (5.107) es exactamente la de (5.97), y completamos asi el proceso de
factonzacion como lo queriamos. Finalmente, para obtener la transformada en un
orden natural, debemos llevar a cabo la operaciéon de inversién de bits. A partir
de (5.102) y (5.105) logramos esto al escribir

g: (5.108)

Por tanto, podemos resumir el algoritmo de Cooley-Tukey para la transformada

rapida de Fouricr para el caso N = 4 con las lies relaciones (5.103), (5.106) y
(5.108), esto es.

0Q
Gkig= Gl

La evaluacion de estas tres relaciones es equivalente al proceso de factonzacién de
la matriz junto con el procedimiento de la inversion de bits antes discutido.

La transformada rapida de Fourier es un algoritmo orientado a computadoras y
codificaciones muy eficientes estan disponibles en las bibliotecas de software, es usual
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que para su ejecucién tengan que llamar a una subratina. El lector interesado que
prefiera producir la codificacién “hecha en casa” puede encontrar listados en el libro
de texto de Brigham citado al principio de esta seccion, asi como en otras partes.

5.6.6 Ejercicios

28 Calcule directamente la transformada discreta de k =4k, + 2£, + A0, kt- 0o 1 paratodoi
Fourier de la sucesién n=AN2 i 2« + n= 001 para todo i
1.0. 1
{1.0.1,0} para prubar que
usando los métodos de la seccion 5.6.3 (ver ejem-
plo 5.19). ' =V Wav -
29 Utilice el método de la transformada répida de Founer e
para calcular la transformada de la sucesién del ejer- v
cicio 28 (seguir el ejeniplu 5.21). ) v izkie)
30 Utilice el algoritmo de la TRF implcmentado en una
computadoia para mejorar el experimento con la esti- . . .
P para meJ xperimen ciMj= I, swijy
macion del espectro de la sefial del ejemplo 5.20 "0

31 Obtenga un algoritmo TRF para N - 73= 8 puntos.
Trabaje a partir de (5.99), escribiendo

5.7 Aplicacion a la ingenieria: el disefio
de filtros analdgicos

En esta seccion exploramos las ideas de disefio o sintesis matematicas. Expresare-
mos en forma matematica el comportamiento deseado de un sistema y utilizando las
ideas desarrolladas produciremos un disefio del sistema.

F.n este capitulo nos interesé la representacion en el dominio de la frecuencia de
sefiales y de sistemas, y el sistema que disefiaremos operara con sefiales de entrada
para producir sefiales de salida con propiedades especificas en el dominio de la
frecuencia. En la figura 5.31 ilustramos la respuesta en amplitud de un filtro ideal
pasa bajas. Este filtro pasa perfectamente las sefiales 0 componentes de sefiales a
frecuencias menores que la frecuencia de corte €. Arriba de co” la atenuacion es
perfecta, lo que significa que esas sefiales cuya frecuencia esta arriba de esta frecuen-
cia de corte no pasan por este filtro.

4anc O we w La respuesta en amplitud de este aparato ideal estd dada por
Figura 5.31 Respuesta _ (|C0| o)
de amplitud de un filtro H\ jCO)|
(Icol o)

ideal pasa bajas.
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Tal respuesta ideal no puede lograrse mediante un aparato real andlogo y nuestro
problema de disefio es aproximar esta respuesta a un grado aceptable usando un
sistema que pueda construirse. IJna clase de funciones cuyas graficas se parecen
a las de la figura 5.31 es el conjunto

i = |
|//"(]0>)| vil + (<DiDg Vl

y vemos de la figura 5.32, que corresponde a o)c= I, que conforme n crece la grafica
se acerca a la respuesta ideal. Esta aproximacién particular se conoce como la
aproximacion de liutterworth, y sélo es una de muchas posibilidades.

I’ara explorar mas este acercamiento, nos tenemos que hacer la pregunta de si tal
respuesta puede obtenerse como la respuesta de frecuencia de un sistema lineal estable
realizable. Supondremos que se puede, aunque si nuestra investigacion llega a la
conclusion opuesta entonces tendremos que abandonar este método y buscar otro. Si

es la respuesta de frecuencia de tal sistema entonces se puede obtener al
reemplazar £ porj(0 en la funcion de transferencia de Laplace del sistema. Esto es
al menos posible ya que por hipotesis estamos tratando con un sistema estable. Ahora

I + O(O/j(Oc)2n

donde |//Bj<i®)|2 = H{ti(j(u) Si //00v) tiene coeficientes reales, y asi es
realizable, entonces debemos tener 11n(jm) - //(-jco). Asi
N

[1B(.jastfB(-ju» = Tn -

- -L
L+ (QO&) I + (HO;)U)e)
y vemos que la respuesta puede obtenerse haciendo s = j(u en

1
1+ (s/jcoc)n
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Im(A)

Re(f)

Figura 5.33 Localizacion de los polos para el filtro de Butterworth: (O) n - 1; (+) ti- 2; (X) n=3;
(*) n=5.

Nuestra tarea es ahora intentar separar HB(s) de Hh(—s) de tal manera que HE{)
represente la funcion de transferencia de un sistema estable. Para hacer esto,
resolvemos la ecuacién

1+ (i/jftu 2@ = 0
para dar los polos de fit{s)HB{ s) como
(5.109)

La figura 5.33 muestra la localizacion de los polos paia los casos n= I, 2, 3y 5.
Las observaciones importantes que podemos hacer en esta figura son que en cada
caso hay 2n polos alrededor del circulo de radio 0)0igualmente espaciados en el
diagrama de Argand, y que no hay polos en el eje imaginario. Si s ~ st es un polo de

entonces también lo es s = y asi podemos seleccionar como polos
de la funcién de transferencia Hti(s) aquellos que se encuentran en el semiplano
izquierdo. Los polos restantes son aquellos de Por este procedimiento

generamos una funcion de transferencia estable Hti(s) para nuestro disefio de filtro.

La funcién de transferencia que generamos a partir de las especificaciones en
el dominio de la frecuencia del comportamiento del sistema deben relacionarse con el
sistema real, y este es el siguiente paso en el proceso de disefio. La forma de la
funcién de transferencia para el filtro de orden n puede probarse que es

donde s,, s2, ... , son los polos estables generados por (5.109). Se invita al lector
a probar que el filtro de Butterworth de segundo orden tiene funcidn de transferencia

Al escribir K(s) = HB(s)U(s), con como antes, obtenemos

s + y2u)s + (Oc
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5.8

5.8.1

(s2+ v2tocs + al*)F(s)j = We i/(s) (5.110)

Si suponemos que todas las condiciones iniciales son cero entonces (5.110) repre-
senta la transformada de Laplace de la ecuacion diferencial

dr + <oly(t) = ®c«(0 (5.111)
Este paso completa el aspecto matemaético del ejercicio de disefio. Es posible probar
que un sistema cuyo comportamiento estd modelado por esta ecuacién diferencial
puede construirse usando componentes elementales de circuitos, y las especifica-
ciones de tales circuitos completaran el disefio. El lector interesado en un estudio
completo de este tema puede consultar M. J. Chapman, > P. Goodall y N. C. Steele,
Signal Processing in Electronic Communications, Horwood Publishing, Chichesler,
1997.

Para apreciar el funcionamiento de este filtro, se recomienda el uso de un paquete
de simulacién dinamica. Después de poner, por ejemplo, en 4 la frecuencia de corte
U):, la salida del sistema y(t) correspondiente a una sefial de entrada u(t) - sen/ +
sen 10/ probard la transmision casi perfecta del término de baja frecuencia (co= 1), con
una atenuacidn casi total de la sefial de alta frecuencia (co= 10). Como una exten-
sion de este ejercicio, se puede obtener la ecuacion diferencial que representa a los
filtros de tercer y cuarto orden, para luego comparar las respuestas. Es posible inves-
tigar, usando un paquete de simulaciéon y una codificacién de la TRF, el funciona-
miento de tales aparatos desde el punto de vista del dominio de la frecuencia al
examinar el espectro de ejemplos dibujados de las sefiales de entrada y salida.

Aplicacién a la ingenieria: modulacién,
demodulacion y filtrado en el dominio
de la frecuencia

Introduccion

En esta seccidn demostraremos la ejecucion practica de la modulacién, la demodula-
cion y el filtrado en el dominio de la frecuencia. Estos son los procesos por los cuales
una sefial portadora de informacion puede combinarse con otras sefiales para transmi-
sién a lo largo de un canal, y luego recuperarla de tal manera que la informacién
transmitida pueda extraerse. Cuando varias sefiales tienen que ser transmitidas al mismo
tiempo, a lo largo de un solo canal, una solucidn es el uso del método de la modu-
lacion de amplitud descrita en la seccion 5.3.4. Suponemos que el canal es “ruidosoll, de
manera que la sefial recibida tiene ruido, asi que esta sefial debe limpiarse y demodularse



430

LA TRANSFORMADA DE iOURIEK

utilizando las técnicas de nitrado en el dominio de la frecuencia. Esta idea se
describe y se implementa facilmente pero usualmente 110 se puede ejecutar en
linca debido a los fuertes requerimientos computaeionales. Nuestras operaciones
de filtrado se llevan a cabo en la version en el dominio de la frecuencia de la
sefial, y esto se lleva a cabo usando el algoritmo de la transformada rapida de
Fourier. Se utiliza el paquete MATLALII que se ha convertido en una herramienta
usual para los ingenieros y esta disponible en una versidn para estudiantes. (The
Student Edition of MATLAB, Prentice-Hall, Englewood ClitTs, NJ, 1992). En la
figura 5.34 se muestra un archivo MATLAB-M con un filtro en el dominio de
la frecuencia Se puede usar con las versiones vigentes del paquete. (Observemos
que en esta figura se usa i en lugar dej para representar v Il.Los lectores que no
tengan acceso a MATLAB podrian interpretar este archivo para producir su propio
codigo.

% Demostrarian del filtrado en el dominio de la frocueucia usando la TRF.
%

%

% Un poco do limpieza con MATLAB pura prevenir problemas de memoria.
ciear

clg

%

% Seleccionar un valor de N;para el ntmero de muéstreos que ae haran.

% Haga una seteccién afiadiendo o quitando los simbolo« %.

% N tiene que ser una potencia de 2

%N - 512:
N - 1024:
%N =2048;
%N =4090;
%N = 8192;
%

% T es el intervalo de muestreo y la eleccion de \* determina el
6 intervalo sobre el cual se procesa la scftal. También, si son

o procesados N valores en el dominio de la frecuencia la resolucién esta
% determinada.

T 0.001;

t- 0:T:(N - 1J*T;

delw ~ 2*pi/{T*N);

%

% Generacion de la “informacién”

f=t *cxp( t/2);

%

% Fijar lo frecuencia de las portadoras, vvc es la portadora que
% serd modulada,

X

wce - 2*pi*50;
wca - ?.*pi*120:
%

% Realizar la modulacién ...

Figura 5.34 Archivo “MATLAB” M que demuestra el filtrado en el dominio de la frecuen-
cia usando la transformada rdpida de Fuuriei.
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X **f. *cos(wr.*t) + rr»s(vvca*t);

%
% ...y afiada ruido eu el cufial
nfac a 0.2;

randi‘normal);

x .= x + nfac*rand(t);

%

% Dibuje la sefial de tiempo “recibida”

plol(t.x)

titlel'The time signal, uiudulated carrier and noisc if added’j
xlabeiptime, t’)

ylabeirxlIt)’)

pause

%

% Calcule la TFD usando ol algoritmo TRP ...

vV “otft(x);

z = T*ubs(y);

w * U:dol\:(N - I)*delw:

TW>;

% ... y dibuje ol espectro de amplitud.

plot(w,7.)

titlo(‘Tho amplitudo spectrum. Spikes a» frequeueies of carriers?)
xlabeUTrequenry, w-)

ylabel(‘amplitude’)

pause

%

% Construya un filtro para aislar la portadora de la informacién.
%

% 2*hwind+1 es la longitud de la “ventana” del filtro.

% Fije fiac a un valor monor que 1.0 ffac - 0.5 da un filtro de la
% mitad de la longitud wc/2 donde wc es la frecuencia do la

% portadora. jNo exceder un valor de 0.951i

ffac,* 0.5;

hwrnd = round(fiac*wc/delvv);
| - 2*hvvind i 1;

%

% Ponga el centro de la ventana en el pico correspondiente a wc,

% Verifique que esto esta bien, haciendo 1=1

Il = round(vvc/delw)  hwincl:

%

% jRecuerde que dobomoa tenor ambos extremos del filtro!

mask *=|zeros(l.11),nnes(l,1),zeru.v(I,N - (2*I + 2*1*1 - 1)),ones(l.l),zeros(1,]J1 - 1)1
%

% Realice el filtrarlo en ol dominio de la frecuencia...

11 = ruask.*v;

%

% y calcule la inversa do la TFD

yya » ifft(zz):

%

% Elimino los errores de redondeo ... ,es cierto!
yy ~ 0.5* (yya + cujij(yya));

%

Figura 5.34 continuacion
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% Dibuje ol ospoctro “limpio“ con so6lo Injs portadoras monoros.
plot(w.T*tibs(rr))

titleflJpper Carriar eliminuted and noise reduced’)
xlabelCfrequoncy, w’j

vlabclfumplihide”)

pauso

%

% Ahora la ¢afial estd limpia poro necesita demodulacién dft manera
% que hay que hacer ol producto 2*sefial portadora ...

dwui = yy.*r:ns(wc*t);

doro = 2*dom;

%

% ... yaplique la TFD.

dernit = fftidem};

%

% Utilice un filtro pasa bajas en el insultado, la longitud es llp.
% Se usa el mismo tactor que antes,

Ilp » round (ffac+wc/dolw);

niasklp n (ones(l.llpJ.zerosil.N  (2*llp - [)),ones#(l.llp - 1),
%

% Realice el filtrado ...

op » masklp.'dom ft;

%

% ...y dibuje la TFD de la sefial filtrada.

plot(w,T*abs(op))

titlof'Result of demodulation and low-pass filtcring’)
xlabel(*lIrequency. w?’)

ylabel(‘arapliiudw?)

pause

%

% Regresar al dominio de tiempo.

opta = iffl(op);

opt “ 0.5*(opta + conj(opta));

act = f;
vp * N;
% ... y finalmente dibuje Ift Sefial obtenida contra la original.

plot(t(l:vp),opt(i:vp).-\I(l:vp),act(l:vpl.*);
Ullo(‘The nxtracted signal. with original*)
xlubclftime, t*)

ylabel ((%!)*)

pause

%

% Limpiar ...

clg

clear

%

% ... pero responsablemente.

i 3sqrti 1);

homo

Figura 3.34 continuacion.
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1.0 15
Tiempo, t

Figura 5.35 Version en el dominio del tiempo de una sefial luidusa.

5.8.2 Modulacion y transmisidn

Supongamos que nuestra “informacion™ estd integrada por muestras del sistema
/() = te"™2 tomados en intervalos T = 0.001 s. Usaremos esta sefial, o mejor dicho,
esta sucesidn de datos para modular la sefial portadora eos (50*2 Una segunda
sefial portadora esta dada por cos(120*2*7*f), y esta se puede pensar como la porta-
dora de la sefial/(O = 1. Combinamos estas dos sefiales y afiadimos “ruido blanco”
para representar la accion del canal. Esta parte del ejercicio corresponde a la
generacion de la sefial y la parte de transmision de todo el proceso, y la figura 5.35
muestra la versidn en el dominio del tiempo de la sefial resultante.

5.8.3 Identificacion y aislamiento de la sefial portadora
de informacion

Aqui empezamos con las operaciones del procesamiento de sefiales. La clave de esto
es el analisis de Fourier y usaremos el algoritmo de la transformada rapida de Fourier
para realizar las transformadas necesarias y sus inversas. Primero examinamos el
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Figura 5.36 Espectro de la sefial recibida. Picos y frecuencias de las portadoras

espectro de la sefial recibida, que se muestra en la figura 5.36. Inmediatamente vemos
dos picos que corresponden a las sefiales portadoras y sabemos que la méas baja porta
la sefial que deseamos extraer. Debemos disefiar un filtro adecuado que funcione en
el dominio de la frecuencia para aislar la onda portadora seleccionada antes de usar la
operaciéon de demodulacion para extraer la informacion. Para hacer esto enmascara-
mos la sefial transformada multiplicando por | aquellas componentes que queremos
que pasen y por 0 aquellas que queremos rechazar. Obviamente queremos que pase la
componente de la onda portadora de frecuencia, pero debemos recordar que el espec-
tro de la sefial de informacién estd centrado en esta frecuencia, y asi debemos dejar
pasar una banda de frecuencias alrededor de esta frecuencia central. Nuevamente se
construye un filtro en el dominio de la frecuencia. Entonces debemos construir un
filtro de pasa banda para un ancho de banda conveniente para lograr esto, y mas adn,
jdebemos recordar que incluir la mitad derecha del filtro! Aqui no hay problemas con
la frecuencia Nyquist, a primera vista simplemente necesitamos evitar captar la se-
gunda onda portadora. Sin embargo, mientras mas grande sea el ancho de banda que
seleccionemos, mayor serd el ruido que dejaremos pasar, y asi necesitamos encontrar
un equilibrio entre el ancho necesario para recuperar una buena sefial y la eliminacion
del ruido. Obviamente, como en este caso conocemos el ancho de banda de nuestra
sefial de informacién, podemos hacer nuestra eleccién basados en este conocimiento.
Sin embargo, esto puede ser tramposo porque usualmente la naturaleza exacta de la
informacion transmitida no se conoce de antemano; si asi fuera, no tendria caso man-
darla. En el archivo M pusimos la mitad de la longitud del filtro como una fraccion
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Figura 5.37 Espectro después de la aplicaciéon de un filtro de banda.

5.8.4

de la frecuencia portadora. La frecuencia portadora U)c representa el ancho de banda
maximo posible del canal, y en la practica un canal tendra un ancho de banda maximo
especifico asociado con él. La figura 5.37 muestra el espectro resultante después de la
aplicacién del filtro pasa banda con un ancho de banda menor que wc.

Estado de demodulacion

El proposito de esta operacidn es extraer la informaciéon de una onda portadora y
se puede probar que la multiplicacién de la sefial en el tiempo por eos oo 71 donde
tices la frecuencia de la onda portadora, tiene el efecto de correr el espectro de la
seflal modulada de manera que nuevamente esté centrada en el origen. Para rea-
lizar la operacion de multiplicacién debemos regresar al dominio del tiempo y esto
es posible utilizando el algoritmo de la TRF inversa. F.n la representacién en el
dominio de la frecuencia de la sefial demodulada también hay copias del espectro
de la sefial modulada que estan centradas a frecuencias mas altas (2 oo, 4 (oc), y asi
debemos realizar una operacion de filtrado pasa bajas en la sefial demodulada.
Para hacer esto, regresamos al dominio de la frecuencia usando nuevamente el algo-
ritmo de la TRF. Ln la figura 5.38 se muestra el resultado de las operaciones de
demodulacion y de filtrado pasa bajas.
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Frecuencia, co

Figura 5.38 Resultado de las operaciones de demodulacion y filtrado pasa bajas.

5.8.5

5.8.6

Recuperacidon cie sefiales finales

La Gltima operacion que debemos realizar es volver al dominio del tiempo para
examinar lo que hemos conseguido. Después de llamar a la rutina TRF inversa, la
seflal extraida se dibuja junto con la original para compararlas. En la figura 5.39 se
muestran los resultados con valores bastante bajos del ruido agregado. Si el proceso
se lleva a cabo en ausencia de ruido, se logra una excelente recuperacion de la sefial,
excepto por los caracteristicos “zumbidos” debidos a los picos de los filtros.

Mas desarrollos

Se invita a los lectores a desarrollar este caso de estudio para incrementar su compren-
sion. Tratar de agregar una segunda sefial de informacion modulando la segunda onda
portadora y extraer ambas sefiales después de la “transmision”. También afiadir mas
ondas portadoras y modular las sefiales e investigar la sefial recuperada. Si los
anchos de banda de las sefiales de informacidn estan limitados a un valor fijo, ;cuantas
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Figura 5.39 Sefial obtenida que se muestra con la sefial original

sefiales pueden ser transmitidas y recuperadas satisfactoriamente? ;Que sucede si
T es alterada? ¢(Puede reducirse el efecto de "zumbido” suavizando la transmision
de las hileras de unos a la hileras de ceros en las mascaras del filtro? Buscar las
referencias a varias funciones ventana en los textos de procesamiento de sefiales
para ayudar a resolver esta pregunta.

5.9 Ejercicios de repaso (1-25)

1 Calcule la transformada de Fouricr en senos de la donde a es real y positivo.
funcion causal /(/) definida por Encuentre & {/(0) cuando
I (07N 0 < -2)
/(02’11 (!</((: 2) f(t) (-2 =w**2)
0 r>2
(r>2) (1>*)
2 Pruebe que si = [/ 1jo)) entonces fr{f(-t)\ =

F(-jo). También pruebe que 3 Utilice el resultado

~ a)} = eiaF(-j(0) &[H(t + *T) - H(t - 57%] = T sene JcoT
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y el resultado de la convolucién en la frecuencia
para verificar que la transformada de Fourier de la
funciéon coseno en una ventana

/(l) = cosay [HU + 2f) - H(t- T)]
es

J7°[senc¢(cti  a*)7* i sene \ (éd + a™)T]
Pruebe que

8(1- 10*8(1 - t2) = 8(t
y después pruebe que

/f{cos ay /I(1)} -

(, 112)
5it[¢>(ct + cg,) + 5(tu - a*)]

<>- Of
Establezca la propiedad de demodulacién

&\AOe0s0y eos oy}
= [Fijiu) + + 201y 1 F(jco + 2j(Go)]

Utilice el resultado 3>\H(t f T) - H(t - /")) = 2T
sene0)Ty la propiedad de simetria para probar que

¢?2{scnc /} = k[H (0) + 1) - H(fi)- 1)|

Verifique su resultado usando la integral de inversién.

Para una clase amplia donde la transformada de
Laplace aparece con frecuencia, es posible deducir
una integral inversa basada en la integral inversa
de Fourier. Si una transformada es X(s) = ¢E{jr(f)}
tenemos
+  mnj-
X(0 = jﬂ'rj ] X(s)c"ds

Jor-j»
donde Re ts) =y, con y real, define una recta en el
plano S a la derecha de todos los polos de A(j).
Usualmente la integral puede evaluarse usando el
teorema del residuo y entonces tenemos

*(/) = X residuos de Af(ar)ewen todos los polos
de X(s)

(a) Escriba los polos para la transformada

(s-a)(s-h)
donde a y b son reales. Calcule los residuos de
yV(s)elf en estos polos c invierta la transformada
(b) Calcule

(i) &~"i— A (i1) — 1
\(s-2r\ Is(a +1)f

10

11

(c) Pruebe que

2V i )
@ +1)
Un sistema lineal tiene respuesta al impulso h(t), de

manera que la salida correspondiente a tina entrada
u(t) es

.srl rsenr

yt) - J* h(r-r«(r)dr

(‘'uando u(0 - eosoy, >(/) = -sen £*y(<o0 ~ 0).
Encuentre la salida cuando u(t) estd dada por

(a) eos + Jir) (b) senay

(c) cuv (d) e j<v
liste sistema se conoce como un transformador de
Hilbcrt.

En la seccién 5.5.1 establecimos que
& | ﬂ;\lz I»gn(0
donde sgn(f) es la funcién signo. Deduzca que

s (0},

y utilice el resultado de simetria para demostrar que
=4 (w)

La transformada de Hilbcrt de una sefal J(t) esta
definida por

Fm(x) = % 1A9} = ¢J dt

Pruebe que la operacién de aplicar la transformada
de Hilbert es equivalente a la convolucion

|
nt *AD

y deduzca entonces que la sefial transformada de
Hilbert tiene un espectro de amplitud FH(j(0) idéntico
conf(0 . Pruebe ademés que la fase de la sefial trans-
formada cambia en + 1k, dependiendo del signo de @

Pruebe que

(r2+fl2) (i-.t)

+ £ELI
wialt2+a t-x t2+a2



12 Si Fm{x) -

15 Utilice el resultado

Después pruebe que la transformada de Hilbert de
/

At a>a0
) r +« ( )

X7. |

es la transformada de Hilbert
de /'(/) establezca las siguientes propiedades;

(@) %\f(a+0} =Fu(xta)

(b) W{f(ui)) =FH(ax) (a> 0)
(c) =-Fw(-ax) (a> 0)
(din | _ | «
(e) X{/I(N} = xFWx) + f(r)dt
if.
13 Pruebe que
A0 dx

14 Defina la sefial analitica asociada con la sefial real

/(/) como

Ut) «/W ~)FIlu(t)
donde Fm(t) es la transformada de Hilhcrt de /(/).
Utilice el método del ejercicio de repaso 3 para
probar que
v i2F(ja» (6)> 0)

0 (<»<()

= 1j 1 rcftrt)) y la

propiedad de la simetria para probar que

?2im)

2rt/
(Sugerencia H(-w- 1 - H((0).)

Después pruebe que si /'(/) estd definida por
HAD\ = 2«(ft))/-(jm) entonces/(O =/(i) - FH(M,
la sefial analitica asociada con/(/), donde F(jm) -
*{IW* y =arwo).

Si/(/) = eosay (tq, > 0). encuentre #{./(N} y
después/(/) Deduzca que

arfeos W) =-sen ny
Considerando la sefial g(t) = sena\t (cq > 0),
pruebe que

$T{sen r»y} = eos ay

16

17

18

EJERCICIOS DE REPASO (1-25)

Un sistema causal tiene respuesta al impulso h(t),
donde h(t) =0 (/ < 0). Defina la parte par ftt(i) de
h(t) como

() J[ii) + /2(-N]
y la parte impar /i0(/) como

ijto 'iw fl-ft-oi
Deduzca que si h(t) =0 (t < 0) entonces

hji) = sgn(/)£d))
y que

fi(t) - lig(i) + sgn
Verifique este resultado para h(t) = sentH(t). Aplique
la transformada de Fourier de este resultado para
establecer que

HOM) - //€jf>) +)W{Hr(iw)}

Sea () = (dH(t) tal respuesta al impulso

causal. Aplique la transformada de Fourier para
deducir el par de transformadas de Hilbert

para todo t

a X
a +/' a +v
Utilice el resultado

fCM i)} = x%i/[t)} + .r /(0 Jt

para probar que

(g
a2+,2 VW

La transformada de Hartley estd definida como

Fh{s) = H{/("} - f(I)cas2nst d/

donde casi = eos/ | sen/. Encuentre la transfor-
mada de Hartley de las funciones

(@ f(r) - e"H{) (a>0)

0 (M>n
®) AD -y gginr

Una forma alternativa del par de transformadas de
Fourier esta dada por

FOP) * 1 "

x0) = | G(Fp)eprstot
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21

22
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donde ahora la frecuencia p esta medida en hertz.
Defina la paite par de la transformada de Hartley
como

ECrl = ¢[Enj) + £n(-i3
y la parte impar como

(M- JIEL(D) - I (-29)]
Pruebe que la transformada de Fourier de/(/) esta
dada por

F(lp) = E(p) - 10(p)
y confirme su resultado para/(/) =

Verifique el resultado de corrimiento de tiempo
para la transformada de Hartley en la forma

Fu{f(t - T)} * sen 2jc7”’FH—s) + eos 2nT F,,(s)
Utilizando la forma alternativa de la transformada
de Fourier que se indico en el ejercicio de repaso

18, se puede probar que la transformada de Fourier
de la funcién escalon de Heaviside es

* | m ) :Cl; +/\ >
Pruebe que la transformada de Hartley de //(/) es
entonces
|

jvio
y deduzca que la transformada de Hartley de
H(t- [)es

eos Jts - sen ns

\S(s) +

Pruebe que Fu[6(t)} = 1y deduzca que /',.{I} -
También pruebe que FH{E(/ /0} = cas 2nst0
y que
FH{cas 2ks0/} = FH{cos 2iis™} + F,,{sen 2tu0t}
- ~ SO)
Pruebe el teorema de modulacion de la transfor-
mada de Hartley en la forma

FniAO cos2itvn} = jF, (s - s,) + JFh(i + s0)

23

24

25

Después pruebe que
FH{cos 2ivo} = j|O(s - sO) + v+ sO)J

Fh{sen 2ksO} = j [Bv- M) - S(x + 50)]
Pruebe que
L ey
Bibn 1) = —®
Sugerencia Considere I' (i +tdy "di.
Pruebe que

w () = 5(1 ®eosay)[H(t + \r) - HU - }r)J
tiene una transformada deFourier
+[ sene(m + oM)]

La transformada de Hartley discreta de la sucesién
{/(*) }«o estad definida por

T"[senc (0 + {sene {+

y 1vi

= jv

(2jevr\
J

(v=0,1, N - 1)

La transformada inversa es
Al
JAr) = £ H(w)cas(®) (r—0 N ]

Pruebe que en el caso N ~ 4

H= Tf
H-fH(O) H() H@) HE)
/= [O) f{i) /(2) m jt

1111

1 1 -1-1

I T

1 - 1 11

Después calcule la transformada de Hartley discreta
de la sucesion (I, 2, 3. 4}. Pruebe que T2- J/y
entonces que T 1=47.y verifique que aplicando el
opeiador T “se recupera la sucesion original.



Respuestas a ejercicios

CAPITULO 1
Ejercicios
1@ y=ix+ij
22=2,

3 «=6v

(b) y =\x-1J

6 Franja scmi-infinita t; > 0. \u\ < 1

7 (@) w=wv3 - 4

(b) 2= -iiv3
(©) («+ D2+ (i - \B)2= 4
(d)V\2+ =8

8 (a) «= i£2+)),/3 = |(1 i 2j)
(b) i/ +2f < 3

() Gu- 3Y +(5v- 6)2< 20
(d) f«(>+3))
9 Interior del circulo, centro (0, -1/2¢), radio 1/2c;

semiplano v < 0: regién fuera del circulo, centro

(0, -1/2¢), radio 1/2c
10 Circulo, centro (J, ), radio ¢

11 Ke(w) = 1/2«, semiplano Rc(w) > 1/2«

12 W= -7,

Re(z) - const(A) a circuios
2 ( k v 1 . .
--------- ; N=-1 A=1
u +Vv -k 0R mas A=1)

Im(z) - const(/) a circulos jj +@E+10)2- 0

mas m—0 (/ = 0)

13@ I fjj, &
(b) Wl > v2
€ v-0,(u- I2+vi-1
(d) £214ej*=

14 Segmento del eje imaginario [i;] > 1

15 (a) Segmento superior del circulo, centro (5, - 5).
radio JV5*cortado por la linea u- 2%=1

16 Circulo, centro (j, 0). radio 5

17 z,,- j, 00~ n

18 In>- 1] < I; |«- 0] > ]

19 w- e — donde 0,,es cualquier numero real
zjz -

211 Regidén encerrada por la pardbola invertida u =2 -
(m'8) y el eje real

21 U- 0, 2mu = (1 - m2v
23 u=x+ Wv , v-y— m- ;v = Qelipses
r+y" X +y
u2+ 4 =r2yx2+y2=r2 r grande
24 (a) e*(z+ 1) (b) 4 cos4z (d) -2sen2z
25«=—1,6=1
w=z2-mjz2 awiadz - 2(1 +j)z
26 v- 2y I x2 yz
27 e*(*seny +y eosy), z &
28 cos Xsenily, sent
29 (a) M- 0x2 +/ =p
(b) 2cxseny Ix2 v2=p

30 (a) (x1-y2eos2x- 2xy sen 2y
+ }H2xy eos 2x + (x2- y2) sen 2y]
(b) sen 2x cosh 2y + jeos 2x senil 2y

31 u = eos™
{7 {*2+ [ - 1+ M(v2+y - D2+ 4y~J}}
v = scnh~'
vi5(*?+ /
33 (@) 0
(b) 3,4
() J
4 z=1j

D+2v'[(M+ /- )2+ 4y}

35 (a) region fuera del circulo unitario
(b) I » v2+v2< e20” v ™ utan!
(c) fuera del circulo unitario, u 'y y de signos opuestos

441



442

36

37

38

39

40

41
42

43

44

45

46

RESPUESTAS A EJERCICIOS

todo el plano w v

x = A—»hipérbola
v =k -» elipse

4«, elipse centrada en el origen, dado que los ejes

o o
son o 4+ Y [\O.fal?

(@) j+z- jzl- 2"+ jz4+ ...
Y itl-fh-jrio+
z oz b 7 r
() I-
(@) 1- 2z2+ 3z4- 426+

-1 ) +(z- L-jye2e (*- 1Y+

(b) 1-32z2+ 6zd- 10zt + ...

(a) )+ |(r- DJ;2

() 1- ¢(z—=2))2+¢(r 2§)"-¢ (*

€ -ij+I(+])(*-1 j)+i(z-1-])2
t|j 0(z i-j)J w2

1- z+23+...

1.1, V5;/ es singular en z =j

z+\z +j$zs+ .;\n
() -+2+3z2+4z22+...(0< |z] < )

(b) +1  (i-1) +(z-1)2-

(_2 1)I 2-1
0<12]< 1)

51z ilz

(b) z-— +J--..
3lr  5lz

(c) a2sen -+ zf(a) +

.952

(a) 52+ \z2+ {23+ ||24+ ...

(b) - -1 11
22 z 2 8

47

5(1

51

52

53

54

2
(z-1)3
(e) -1 +Z-_2\2—."(z—2)—(z—2)2+(z—2),

(d)
z-1 (z 1)

+ (z- 2)4-
(@) z = 0, polo doble
(b) z =j. polo simple; z - -j, polo doble
(c) z = +£1, j, polos simples
(d) z = \nn (n uu entero), polos simples
(e) z = zjjt, polos simples
(f) z - 1, singularidad esencial

(g) Cero simple enz = 1y polos simples en z = %j
(h) Cero simple en z = -j, polo simpleenz- 3y
polo de orden 3 enz = -2

(i) Cero simple enz =2 +j, 2 - jy un polo de
orden 2enz=0

.3 5
+ 7 eee (singularidad removible)

(@ Ti~
] i i

(b) + — + — + — -
z z 21 11 41 51

() +

z 2z

(polo de orden 3)

£ —
41z]

.(singularidad esencial)

2 .
(d) tan"l12+"z- —zxi ... (punto analitico)

(a) Polos simples enz= -1, 2; residuos 5]
(b) Polosimple en z - 1, polo doble en z = 0;
residuos - 1,1

(c) Polos simples en z - 1, 3j, —3j; residuos
f2(3 “ J»>

(d) Polos simples en z = 0. 2j, -2j; residuos -j,
3t Rl

(e) Polode orden5 en z = 1, residuo 19

(f) Polode orden 2 en z = 1, residuo 4

(g) Polo simple en z - -3, polo doble en z = 1;
residuos — §

(h) Polos simplesenz =0, -2, - I; residuos 5, 1

(a) 1 (polo simple)

(b) -¢(3 +jv3)sen ([(1+jv3)l (polosimple)

(c) J(1+j)v2 (polo simple)
(d) -n  (polo simple) (e) -jj (polo doble)
(a) —5 (polo triple) (b) (polo doble)

(c) Qn (polo doble)
todos los casos

0, todoslos casos



56 O, 2nj
57 UuyTj

58 pj7u(@+ j2), 0

59 (a) -frj (b) O
(b) 2ty

(b) 2nj

60 (a) O
61 (a) -Jrcj
Aoz~ L loj »-* ~j' i0j *2 =Jv6. {5 V6; 2 =~Wb»
Ajw .
(a) O, (b) (c) 0
63 (a) 0 (b) O
64 (a) 27tj, licj
(b) &i(25-j39)
oW o
@ " 3
65 (a) 2ii/v3 (b) ?n (c)
(8) in (f) Ton (g) n
(i) 5* () N(\- b'v5)
66 ?.ax'FO/(x2+ y2)
67 (a) (0.0), © D, O 7), (7, 0
M v=0 (c)u-o0
68 H{x,y) =2y- f +az
iF_ 2z - jz2
70 (a) (0, 0). (I, 0), (-1, 0)
() u=0 (c)v-o0

1.9 Ejercicios de repaso
1(@ 3 (b)7+j4 (c) 1 (d) j2

2y-2xda3u+v»3.ul2v=3y'Sy- u-1
respectivamente
r o+ lday=1t©- w=3yw=1
respectivamente
3 (@) or=-s(3 4j4). =i +j
(b) 13" 3w+ 4>
© Ihn—=—l<1
d 1(7-1)
4 (@ m+v2+u-v-0
(o) u=3
(c) 2+ y2+u-2v-20
(d) 4wWi+y2d-u
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5 Mano izquierda Mano derecha

Y- i U D2r +E) =4

Puntos fijos: | £ V2

6 Puntos fijos z —I \2/2
r» 14 #s0

7 u=x3- 32 1;=3x¥ - y}

8 (zsenz) v=ysenxcoshy +xeosxsenhy

9 M= 12

XA Va -

SN SRR L -

10 Laelipse esdada por A
(R+aldky (R-aiAKkY

1 l-z"+zn-z"+2z212-... ;
1- 2, + 326- 429+ ...
12 (@) 1-2z+222- 223 1
(b) i-1(z-1)+1(z-1)2-i(z-1)4; V2
(©) 1t +j) +1j0f" ) — 1+i)(z—4)2-j(z-))3;
V2

13 1, 1, 1, IN5,2\2 respectivamente

4@ '-z+27-2'+...(0 < Jz| < )
() i-(z-D+[(z-D2+... (\z- 1] <)

15 (a) Series de Taylor
(b) vy (c) son singularidades esenciales, las partes
principales son infinitas

16 (a) 1(e2*eos2y - 1) +j! e2*sen2y
(b) eos2xcosh 2y - j sen 2xsenh 2y

()
*sen* cosh y + vcos*senhy +j(*cos*senhy -ysen* coshy)

X2+yz
A tan V(1 - tanh™J +jtanhy( 1 +tan2*)
1 + tan2* tanh2v
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17 (a) Conforme (b) j, -1 -]
(c) +0.465, +j0.465

J
]1y + Vs
cosh™/  senil®/
19 (a) Polo simpleenz =0
(b) Polos dobles en z = 2. 2q&*\ 2e4)
(c) Polos simples enz - +1, %j, singularidad remo-
vible en z = -1
(d) Polos simples en z = {(2n + I)jrj
(n=0, £1,£2,. )
(e) Sin singularidades en el plano (entero)
(f) Singularidad esencialenz - 0
(g) Singularidad esencial (no aislada)en z = 0

20 (@202 ()0 ()0 (d) O
21 Ceros: £1, -\ = jjvi
Polos: 0, e*y4, C3*"4, eSnj\ ew

ys /—£e|ipses. i

Residuos (respectivamente) -5, A I

6-3V2 | 6-3s2 | 6+3v2]]
4 4 4 G 4 4

22 -204 324
23 (@) -jiti () 0 (c) ()0, (i) 3G (d) 0,0
(e) -ir (f) 47]

11 19t
24 (a) 0) kvz (@ «3f @ 17
CAPTTIJLO 2
Ejercicios

1 (a) -T"—.Rc(t) > 2 (b) -5 Rc(a) > 0
s -4 S

(c) ?£x1. Re(.v) > (I

(d)— —=Re(s) > -1
(i+1)!

4 (@) ¢(e"r-e*m

2 ()5 (h) -3 (c) 0 (d)y 3 (e) 2
(f) 0 (9) 0 (h) 0 (i) 2 (i) 3

3 (a) Re(.i) > 0
S

ib) 43— 5 Rc(@) > o

M s +9

(c) +
5 5+4

re(s)> o

(d) -3J— ,Re(f) > 3
i-9

(¢) -r— ,Re(9) >2
5 -4

) 5 +l 2«
5+2 5 5+4

(9) 4 — Re(N) > -2
(' + 2)

. Re(5) > 0

(h) 52+ 05 + 13 Re(*) >
(i) — i,Re(5) > -4

@+4)s

... 36-65+4v2-2Vv' D A
n -----------S4r ---------- »RcN> > 0

(k) - Re(5) > 0

N "—v Re(t)>0
(s +4)
By O Re(y >
(jf+ 9y’

(n) i —Ji-.Re(i) >0
i 1 +16

~wn

(m

(0)

S+1 + Re(s)>0
(i+2)3 s2+25+5 5
(b)-e~"+2e3
() I-\t-Je'x (d) 2 eos 2t +3sen2/
() ¢(4r-send/) (f) e“2(cost + 6 sen/)
(@) ¢(1- e-Aeos2/+3c"J sen 2/)
(h) eJ- e+ 2/c-'
(i) e*(cos2/+ 3sen2/) (j) jef-3cZ+yc -
(k) -2e “+2e0s (W21)- vjsen (v2/)
1) ¢e' je“(cost- 3sen/)
(m) e“(cos2/- sen2/)
(o) -er+5e2i- 5e"A
(p) 4- ?eo0s/+ "eos 3/

(n)jc2 - 2e< +5e'4i



(q) 9e'2i-e 32[7cos (Jv'3/) v3sen (;v30]
() $c*- ; e~2f- ;e*l(cos3/+3sen30

5 (a)

X(/) - "2+ e3

(b) x(/) - jdedM ¢ (eos2/ i 3sen2i)

(c) x(t) = ¢(I e"rcos2/-;c~'sen2/)

@ vy = ¢(12er130/c'-12cos2/ +16sen2/)

(&) x(1)= -Ja »]c2+"c A

() x()=* e~(cos/ +sen /+3)

(90 x(i)= He "Jc"2+ ;e '(eos 2/-3 sen2/)
y(t) = 31/+2calcos (.;?¢/) + vjsen (v2/)]

(h)
(i) x(t) = Q@ 1N)c-2+jl2e 4+J-il +]/2
ij) x(t) = I,-ic"23(cos” + 2scn¥/)

(k) x{t) = /c4L- \eos4/

(11 y(0 =c* + 2/e'23

(m) *(/) = 4+j/-e,+;e2-"e"f

(n) x(t) = ¢e ¢ eos/+j8sen/-;eo0s 3/
—¢ sen 3/

(@ JCO = I(ice3-ue-e-2), .y() = 5(33eJ-c")
(b) x(1) - 5sen/ + 5e0s/ —e'- €2 - 3

y(t) - 2d - 5sent+c¢2- 3
(c) x(t) =3sen/ 2eos/+ c“2

y(z) - -5sen/+3eo0s/c-3
(d) x(!) = jel3- 3e', y(t) =-1 +le' tje™
(c) .r(/)y=2e" +sent- 2eos/

>(/)- eos/- 2sent- 2¢'
(f) je(0=-3 +e“+ 3e"f3

Y2 =1/-1—{cr+le /M
Q) x@@ =2/-¢ fc*2, .y(/) = i-5+3e'+}e'2
(h) x(/) - 3 eos/+ eos (V30

y(t) = 3eos/ - eos (\B2)
(1) x(t) - cos(v¢l) +3eos(vel)

y(t) = 4eos(V¢/)- Jeos(ve/)
() x(/) = Je' Fleos2/+5sen2/
y(i) = je'-2eo0s2/-{sen2/
/,(,) = , E>(W +35)s
(5 + 10 )(jr + 100)

-------- 3

MO - & Tionw+ 1003
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1Al) = £(-¢e loo+3/e‘lai+ieos 100/)

9 /,(1) = 20vie™'sen (¢N7/)
10 (/) = -;e0s (V3) —;, COS(V13))

x2if) - -¢jcos (V) + 6 @s (y13/), i3 M3
BI(/) = i) - 111(/- 1)

14 (a) (i) -3 2- [3(/ - 4)21 22(/ - 4) + 43/I(/ - 4)
- \2(t - 6) + 41/ - ©)

Fe =& (6 4w f2 &
5 5 9/ Ve 9/
) I(/) =1- 2@z- DI - 1)+ (/- 2H(- 2)

FU) = -2- 4 e 5+4je">
.95 S

15 (a) J(/-5)V (I'5)/7(/-5)
(b) fle'(" e'X")1//(/-2)
(c) \t- cosi/- 1) - sen(/ 1>)I(/ =)
(d) y}e)7{v3eosi ¢(V3(t n))
+senfjv3(/ TM])H (t-k)
(e) //(/-5k) cos5/
(f) [/- cos(/- 1) - sen(/ - DIH( - 1)
HQ 1]
17 X(t) N 2c'"2cos(3v3/) + /- 1- 2H(t- 1)
{/-2+e ( M2{cos[iv3(/- 11
“ viscn(Jv3(f- 1)J}}
+/1(/1-2){/- 3+e<43pa
{eos[3v3(/ 2)]-v}scn[Iv3(f-2)])}

K x(t) - e-'+¢(sen/- 3eos/+ 4e*e~2

16 x(/)y=e'+ (/- DL -

19 f{i) -3+2(/ - &)1 4)

IEta) =3.2%
s ¥

x(t) = 3-2 eos/ + 2]i -
20 0o(z) - ¢(I
- ¢fl-el'evcos(z a)
- 3e3ue’3'sen(/-ti)]//I(z ti)
21 do(t) = ¢(3-2/-3e"4-10/e"4i)
+¢12/-3 +(2/- 1)e'3(H)JW(r- 1)

4-sen(/- DI - 4)

e_,,c0sz-3c"Jscn/)

3-3e2-6ie"4
If-/(]1 _C—'I«(
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aT
24KI K

Ts2 s 1-e™r
25 (a) 2S(t) +9¢"2 —IOe"1
(b) ¢ (0~ fscn2i
(€) <)) - e-(2cos2/ +isen2/)

26 (@) *(/) = E- fc-"+"e4)
+t(e 3 2-e 4 2H(t-2)
(b) *(/y = l1c6c_,//(/—=2/c)sen2/
(c) x(t) - 5eh 4c~4+ (c
271 @ /()) =1(1) - - 4) - 4>(/- 6)
6/ (0" t<a4)
g'<0 - 2 (4 t<#6)
0 (/> 8)
1 (0™Mt< 1)
(b) £() = -1 @@ *1<2)

0 (/> 2)
(©) /1(/) =g (/) + 5<5()) - GS(t - 2) + 15<5(/ - 4)
2 o /<2
g'u) = =3 @2n~1<4)
2/-1 (*>4)
v .-5/ wvoo-21 Ate ~'!
19 q{t) _ — e™*fsen/7, n* = u=
Ln LC AL2 ' 2Z

£
I() - 77 e"(weos «/ /] sen «0

- 4(1 + Wix- + (2AV i 3fV)/X]

W(x2- X 2x2 w(x2- x t)x'

12.7(V) AEI 6EI
W
+ 24£7F(V" r,) [I(r” 1))
iX - xdaH(x  x2)]
- W/4B8EV

El

Wh1
oLl (3x-b) {b<x<)

?
34 (a) —'+2
a+2s+5

(b) i2+ 2a + 5 =0, orden 2
(c) Polos -1 +j2; cero —§

35 x S TBE L em g0y 1320

?+5s +17s+ 13
orden 3, ceros -3, -2, polos -1, -2 + ;3

36 (a) Ligeramente estable (h) Inestable
(c) Estable (d) Estable (c) Inestable

37 (a) Inestable
(h) Estable
(c) Ligeramente estable
(d) Estable
(e) Estable

4» K >\
41 (a) 3c"7- 3e“8
(c) jienr-c"2)
s+8

42 (s+D)(s+2)(i+4)

47 53

49 (@) ¢[2- e, (9/2+6/+2)
(b) ¢fe ,,(5/+2)+e*'(5/-2)]
(€) 1(4/-1 fe-4)
51 e"3-e" 4
*() = ¢411 —4e 3+3e"4-(1 -4e"3~n
I 3c-M)H{t - T\

52 e 2scn/, {[l -e 2(cos/ +2sen/)]

(b) \e 4sen3/
(d) {e*'sen3/

2.8 Ejercicios de repaso
1 (a) *(/) = eos/ + sent - e“2(cosi + 3sen/)
(b) x(t) = -3 +ye'+yeds
2 (@ c"-ic 2A- je '(eos/+sen/)
(b) /(/)y =2e" 2c"2
+ Fle~f Je“-le'(cos/ +sen/)

3*(/)=-/+5sen/ 2sen2/t
>f) = 1- 2eo0s/ + eos 2/

4 ¢(eos/ + 2sen/)
e f{(r0- ;)cos/ + (a, +.r0-|)sen/]
s 63.4" lag



o seos0- ()sen
6 @) (i) (sen
s +1)
di) 5sen ¢ +io (€0s Q+ sen Q)
s | 2aM+ 2ftf
ib)
35(eos 2/ 12sen 2t) + iie *'(39 eos 2/ + 47sen 20
7 (@) c 2(cos 3/ - 2sen3)
(b) v(/)y =2 +2sent- 5e~2
8 x(t) =c"8+sen/,y(t) =e'd- eost
9 ci(t) - ¢B5e-,w,-2c-20)
- ¢ (3 eos 100 sen 1000,
corriente adelanta aproximadamente por 18.5°
10 x(t) = He '+ iA2e'5+5e &
- ¢(76 eos 2f-48sen 71J)

1 (@ o- ¢(4e"4+ 10/e*4 4cos2/ +3sen 20
(b) i, = j(edf+6e~3), i7- I(e " e4)

12 i= -Ell-épicosnt+sen/tf)]

E(A 3e'w/l-e 3 .
3= - — m —_ "5 EJ3R
14 xj(t) = }[sen/-2sen2r+v3sen(v301

*2(0 = J[scn/ +sen2r-¥3sen(v3/)]
15 (@) (1) e"(cos3/ + sen30

(ii) " - ed + 2/e’

(b) y(t) = Jc_(X+ 12/ +/3)

16 (a) 56"sen 2t

(b) fl2/ OU) = -d-e *")-//e™
K

Ks{x + 2Ks +n )
17 (@) (ii) e "aicos2(i-a)-7sen2(/-a)d//(/-Of)
(b) y(t) = ¢[e“(cos2/- [sen2/)+2sen/-e0s/]
+ F[e"If-1,(cos2/—j sen20 + cosr
- 2senf]/l(/ - n)
18 /(0 = 50(e"H' - 2//(1-\T ) "~ u~-m)
+2HU T)c4'n
- 2/(i-r)e"40( 3w+ ]

Si, dado que el tiempo constante es grande com-
parado con T

19 c¢"'sen/, ¢[1 - e~f(cos/ + senOl
dJv

jra- 4.253;3+ 9a2+ 3(a:

RESPUESTAS A EJERCIOOS
OMWM

)<0) - ,/(0) =_v(@) =y**(5) - /»(0) =0
v) =

\XA- 4.25.r3+ 92 (0 * x ¢ 4)

25.5 kN, 18kN 11

21 (a) f{i) = H(t

24 £ly = -=H7,2+ PWx3-

4Y4- 7.75(jc- 4)3
4 £a

) - Ut- 2)

x(t) - H(t- DA -c“ivy

-H (t- 2)(1 -e ™ D)
(0 O Fir

23 @ t-2+(i 2c
(b)y =/+2- 2e"+2fc, y(t) - 5R2+j;

o H(x-1)

EI1?-% = -WS(x-1) - w\H(x) H(x-1)|
dw-

25 (a) a(/)
$\] +e3(“BAv3sen(5v30 eos (JV30 J//(" - «)}

26 (a)
27 (a)
28 (a)
©
(d)
29 (a)
30 (b)
(d)

(€
(f)

No (b) =
s2+2s + (A -3)

4

(b) 1

_J ____________________
S

2+ (i +££,)*-+*

N (d)K> 3

A= 125 A =0.178
0.65s, 2.485s. 1.865s

K2 = M2io2

Inestable

-8 dB, 24¢
K=106r = 10% r7= 10% f, = 4x 1()"8
s3+ 36 x I0V + 285 x 1013

+25x 10,81 + 107}) =0

CAPITULO 3

Ejercicios

,(A)%orT.ui> ¢

te

O

AN

LFI>2

3—5—. |z| > |
2-1)i

() 0 =25 X 10% 92 dB

fh) jfrj. |z|>3

(d>rv Ul>2

447
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4

5

6

[0]
«

12

13

14
15

16

RESPUESTAS A EJERCICIOS

fT.~ nit | it mi (ii i dimTarrmtrawinnuiwmrinin— inn[nnan~nTifiifiinrninriiw ini>iram » inifn iri>.iiwsiiHfiwiiiiiiili i»i <n»

-

z2z-1

70D

a) 5TH D) iTT

-i2-. 27,
2z-1 (2z-1)

ta) (e

(b) {senA;T}«-» —
z“—2zeos T+ 1

() {bos ¥ <> _ZF-c0s2V)

Z - 27€0s 27*+ 1

(@ 1 O~ () () (d)
© i+ (0

@ 0A=0), 1 (k>0

() 1(k=0),(-1/ 1(k> 0)

@ Al -(=2) (h) L3 -(-i)°]
(6 34 b % o
(e) sen5*71 (f) 2*sen¢*rc

(@) S*+J(1-3%)

(hy k+2vj eos{\k - jit)

(a) {o.1,0,0.0,0,0,2)

(b) (1,0,3,0,0,0,0,0, 0, -2}
(c) {0,5,0, 1,3}

(d) {0,0,M }+{(-H*}
© 1(*«0), f(*= 1) f(* =2) -\{-\)k=\k > 3)

k=0
R - k=)
2%+ 2 k > 1)
0 k 0)
9) 2-2*"1 (k m 1)
V2+ 14 = l"*yi(:+2+4>’4-i_\y* = Xi
(@ yh-k (b)yk= ¢(9a)+ g (-1)*

(c) 2d'tsenUrc (d2( VYy*I3*

(@) yk=>(-)*-"F*+J

(b) yk=i(3D-6(2K) +i

() w, = 1@")—1(2") (5>
(d) yn- 2(3" ")scn¢«+I

(c) ym= L« >},-» (_2)i,- 2m- 1
(F) yn= -fL2*+(-2n + l-w

17
18
19

21

22

23

24

25

26
27
29

30

(b) 7, £4841
= 20-4(3%) +)
Cuando k —
amortiguada

1

z —3z+2
z-1
(b)y —
3z4 1
[\ %+1.

©) 7 —2'+2z7+ ?

2(7 como una oscilacion

(2)

(a) -(-*}

(b) 2(3*)sen ¢((A\ 1)n
(c) j(0.4)* +}(-0.2)*
(d) 4% + 2*

0 *-0)
2%1- 1 (k s> 1)

0 0
21 (k51

(@), (b) y (c) son estables; (d) es inestable; (c) es li-
geramente estable

2-{\)k
ya- -4(i)%2(i)" +2 ("

forma q\

(Ag2+ fig + C)yk- AZq2+ 2q + DIIA
forma 8:

[4AS?+ (2A4 + AE)S+ (A+5 + OI P

= A4 + A5+ AXBK

Am2A2+ 6A+4

5- 4A2- 8

C=2A2- 6A+4

Si+2j2+ 2S r |
[(A3+ 4A2+ 8A + 8),P + (6A2+ 16A + 16)5?
+ (12A + \6)8 + = (2 + T8)3uk



(12 + 5A)z \(8A- 12)z-A
12y( 1+ Ay.)

A( 12+ 5A)y2+ (8A- 12)y+ 12

3.10 Ejercicios de repaso

4 3+ 2k

5 5+ 5<-2)*-J(-)*

(z-e)3T 2- e'oT

sM L,

(b) (i) 3k-k (i) 2\5sen U~
9 | oy —2*
10 (-1)*

BB A[2-2(0)*-*()4 1

sen ni

CAPITULO 4
Ejercicios
1 (a) SOL~NT7 )J
4 nff (2/i-1)2
V |3 sen (2« - 1)/ sen 2/
[ 2« 1 21
A -
(b) /i0 = Jti ? £ eos (2/- 1)/
«i (@n 1)
* sen mi
© ) r 1 n
d An = g 4re (-irleos2/y
n v 4n 1
2 47-i (H)nr eosni
(e) m .
K Kpy 4 -1
1 4 - 1/
en /i0:-*--\y eoa(@s - 1)
2 Wy (2n- D)
@ n- 1 sen 2/7
‘ 2n- 1):

N>

11

12

13
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(h) Ao = Qrc+ "senhrrj

(-Dn-1 (-1)'senil 4 605 ni
«? nll1
2y Zi(-1)

senh Tsen «/
n «?+ 1

. . m
Ry - fit?+4X €8
ne
Tomando t = ti da el resultado requerido.

4 eos (2/1- 1)/

</() = £ i
2~ o*-ir
10 5_1_55(_:‘nt iBv-i eos 2ni
2

Ty Bo2 |
lornando t_ 0 y / = tt da las respuestas requeridas.

eos (4/7 2)/
(2n - 1)2
Tomando 7- 0 da la serie requerida.

I(,)=*-ix

1(,) _ 2+£ ™ eos (2/7- 1)7

2 W (2/i-1)¢
Reemplazando 7 por i-\n se obtiene la siguiente
serie seno de armonicas impares:

T (-1)flsen (2« - 1)/
Vo292 -kt

2/i- 1)-
wit

r 2K 1 «jt/

vil) - l+-Agena>7 2> €982/
2 4/T- 1
> _ ir+ 1l-y L_y.cosV

3 Krt n T

) = 1 /J! sen 2

HH)=-AY. -—-;e0s (21 )7y
i (2/t- 1)*
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16 (a) f{t) - -~ —=2Y -"cos2«ic/
3 nfln

-f- \ - sen 2nre/
n n

((-i

B A ="X"so2,w

1 4

2«?1 IE(Z« 1)
x sen(2fi - Iyre/

2.4 £ (-1)™
() Aty = -+ —y L cossites
el «
" = sen (2n- 1)/
() = - (2”_ J ( )
18 Jix) o<y (-ir1 :en (2/i- 1A
T ¢ (207 ir
20y (-1) 2(2fi- 1)tgjc
== sen
W n727 (2« 1)

28 /() —Fsenr+4y MY gonont
Kti 4« 1

21 (%) 1. A.4"Y 1 cos (2« - 1)rev
2 mfi(2*-1);

| (27;- 1)nx
. sen
k t1 (2« 1)
23 /(/) = *f eosre/l+ V - sen2«re/
2 2 K 4:q - |
? *
- fey In - lsen(2n- 1)nt
i
26 (c) 1+4 A— sennt
eos m
sen nt
« n n

(b) a.=0
j_ = -del@bs fIK- eos,
& H
+2(3 rsen - <1<re re7 €0s -1nn
Urr 2 8n 2

.3 | 6 1\
i —eos -«fe ..Sen...nn..
« 2 re« 2 J

Qita_ 16jsen /+ i (32 +re3- 6re)scn 21

B(¥ +M Sen3,+ -
4 v« eos (2« - Dnt 2~ sen (2« 1)/

© (2« -1)2 re (211-1)
. - 2(2«- 1)nt
LGP I RSNy eos 2( n

30 e(t) - 5+2%y —'— sen (2n - 1)IOCre/
Vg OO
/,,(/) —0.008 eos (100re/- 1.96)

+ 0.005 eos (300re/ - 0.33)

3 ()~ Yy 0- 1 -rsen(2w-1»

re p‘aIZn-

*,() —0.14sen(re/ 0.1) + 0.379 sen (3re/ - 2.415)

+ 0.017sen(5re/ - 2.83)

32 ﬂit) = = V tunli Icn 2nnt

AN

m
én(/) - 0.044sen(2nt-3.13)- 0.0052 sen (drei -3.14)
33 'C(t)s'loo o— 4 5050n5800/50S o7l .
a 4n -1

ijt) - 0.78 eos(50re/+(-0.l7»
- 0.01 sen (100 + (-0 48))

Bm = J-[(-i)»-iien
36 (a) ‘%n +y -2|_remzjn2 -ni U +(-1)"] Be
neo
(b) 'zsen((//-Y é‘;éz//-?:"l-i[(—l)n 1]"*
©

«D 2 £ L 2ini
re 1 4«



38 (b) (i) 17.74, (ii) 17.95
(c) 18.14: (i) 2.20%. (ij) 1.05%

39 (a) ¢,- 15.¢c. = J-I\}\I'I'(I-e ["*2)
¢ 30 . . 30. 10 . 6.. .
>5, _71(' -1, _RJ’ - K(I +j), O, J%(l -J)
1b) 15W, 24.30 W, 12.16 W. 2.70 W, 097 W
(c) 60 W
(d) 91.9%

40 0.19, 0.10. 0.0675

41 (¢) c0—o, f, = J.c,- 0. c, «

42 (¢) Q= 4.1 —1>%2 = f5i =0
46 <b) ¢, = 0. ¢cj = w2tc), r3* 0, MSE=0

4.9 Ejercicios de repaso

1 /() - £ 1)" COS ni
6 ti"
S B R 4— | sen (2« - 1)/
ri 2n-i *(2» -d.
- X ir,sen 2m

Tomando T = k da la suma requerida
2 /(/) = -71+-V -U eos-//t [2 1(-1)"J IcOS/If,
9 3 3 '
2rn (-i)'

3 (@ A» = X . se
n 77 (2w- ir

N 2(2n- )rr/

(c) Tomando t - \T da S = Jn2

(b) -j7.

(2n-ir

n~1

8 /U) =4>7 ¢ -sen (2/7- 1)x
-(21 1)

AX) = 4 atf (2n 1)

10 (a) /U) =7 ;sen ni

(b) i) = + — L—-5eos (2/i- 1)/
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MATEMATICAS AVANZADAS PARA INGENIERIA
James

Todas las ramas de la ingenieria dependen de las matematicas para su descripciéon y ha
habido un continuo flujo de jdeas y problemas de ingenieria que. a su vez. han esti-
mulado y a veces iniciado ciertas ramas de las matematicas. Asi que es vital que los
estudiantes de ingenieria reciban bases soélidas en mateméticas, con tratamientos
relacionados con sus intereses y problemas Esta ha sido la motivacion para la produc-
cion de este libro.

Reconociendo la creciente importancia de la modelacion matematica en la practica de la
ingenieria, cada capitulo contiene secciones especificas de aplicaciones a la ingenieria y
estudios de casos.

Los estudios de casos ayudan a reforzar las habilidades en la modelacion matematica,
esenciales para atacar sistemas cada vez mas complejos y cuyo andlisis y disefio cons-
tituyen la mision del ingeniero.

El capitulo 1 estd disefiado para desarrollar una comprension de las técnicas usuales
asociadas con funciones de una variable compleja, componente importante de la "caja de
herramientas" mateméticas del ingeniero.

Los capitulos 2 y 3 so dedican a las transformadas de Laplace y que proveen los fun-
damentos matematicos necesarios para el andlisis del dominio de la frecuencia y el dise-
fio de sistemas continuos y de tiempo discreto, respectivamente

Los capitulos 4 y 5 tienen que ver con el andlisis de Fourier. que es central para muchas
aplicaciones de la ingenieria, en particular el analisis de sefiales y sistemas. Las transfor-
madas discretas de Fourier proveen uno de los métodos clave para el analisis de sefiales
discretas y son utilizadas ampliamente en campos tales como la teoria de la comuni-
cacion y el procesamiento del lenguaje e imagenes.

El libro contiene una gran cantidad de ejemplos totalmente resueltos y ejercicios pro-
puestos, ademas de respuestas a todas las preguntas propuestas.

La mayor parte de los ejercicios pueden venficarse con la ayuda del paquete de software
adecuado. Se recomienda fuertemente que se haga esto siempre que sea posible, no
s6lo para aumentar la confianza del alumno, sino para quo entienda mejor el uso y la ca-
pacidad de dichos paquetes. Para mostrar cdmo modelar problemas utilizando las
computadoras se incluyeron algoritmos escritos en seudocodigo y; por tanto, son facil-
mente traducibles por el usuario a cualquier lenguaje especifico.
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