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1. Dindmica de la red cristalina
1.1 Fundamentos, aproximacién armoénica y adiabética
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Fundamentos, aproximacion arménica y adiabatica

Fallas del modelo de la red estatica

Considerar a los iones fijos en el espacio, conocido como modelo de
la red estatica ha servido para explicar muchos fenémenos, como por
ejemplo algunas de las propiedades de equilibrio en metales y aislantes
idnicos y moleculares, asi como también propiedades de transporte.

Sin embargo, existen varias propiedades que no pueden ser explicadas
con el modelo de la red estatica, por ejemplo:

e Propiedades en el equilibrio: calor especifico, energias de cohesion
y densidad de equilibrio, expansién térmica.

e Propiedades de transporte: tiempo de relajacién electrénica, ley
de Wiedemann-Franz, superconductividad.

e Interaccion de radiacién con el sélido: reflectividad en cristales
iénicos, dispersion inelastica de la luz, dispersién de rayos z, disper-
sion de neutrones.
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Fundamentos, aproximacion arménica y adiabatica
Fallas del modelo de la red estatica: propiedades en el equilibrio

Calor especifico
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El calor especifico tiene el sig. comportamiento en funcién de 7',

e T~ 10K: C «x T, considerando efectos puramente de origen elec-
trénicos.

e T > 10K: C =T+ AT?3, siendo la parte dominante las vibraciones
de la red/iones, desde un enfoque cuantico: 1.

e T~ 10> - 10°K: C =~ cte.: idem — ley de Dulong & Petit.
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Fundamentos, aproximacion arménica y adiabatica
Fallas del modelo de la red estatica: propiedades en el equilibrio

Propiedades del estado base: sélidos de gases inertes
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Potencial de Lennard-Jones,
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en donde € y o miden la fuerza de
atraccién y el radio del core repulsivo,
respectivamente.

Table: Pardmetros de Lennard-Jones
para los gases nobles

Ne Ar Kr Xe

e (eV) 0.0031 0.0104 0.0140 0.0200
o(A) 274 3.40 3.65 3.98
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Fundamentos, aproximacion arménica y adiabatica
Fallas del modelo de la red estatica: propiedades en el equilibrio
Con el potencial de L-J se obtiene la energia por particula, u,

Z¢ = 2e [Am <Z>12_A6 (i)j VA, = Za(;)n

Rﬂ) R#0

Calculando las prop. de equilibio para los sélidos de gases nobles,

Ne Ar Kr Xe
(Exp ) 3.13 3.75 3.99 4.33
ro = 1.090 (Th.) 2.99 3.71 3.98 4.34
ug (eV/atom) (Exp) -0.02 -0.08 -0.11 -0.17
ug = —8.6¢ (Th.) -0.027 -0.089 -0.120 -0.172
(
(Th

T0o (A)

B, (GPa) Exp) 11 27 35 36
Bo = T5¢/0® ) 181 318 346 381

Se observan discrepancias en Ne y Ar, debido a que en los elementos
mas ligeros las vibraciones de punto cero se hacen mas evidentes

cuando la masa atémica decrece.
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Fundamentos, aproximacion arménica y adiabatica
Fallas del modelo de la red estatica: propiedades en el equilibrio
Expansion térmica

En el modelo de red estatica el  sin embargo, se sabe que a 7" > 0

efecto de T' > 0 es sélo en la ex-  los efectos en las propiedades de
citacién electrénica, equilibrio son importantes,
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los cuales provienen de considerar
las vibraciones de la red en el
sélido.
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Fundamentos, aproximacion arménica y adiabatica
Fallas del modelo de la red estatica: propiedades de transporte
Dependencia del tiempo de relajacion en la temperatura
La conductividad eléctrica en un metal viene dada como,
1 ne2r

j=ocE, V o=-=
p m

en donde T es el tiempo de relajacion, y es obtenido en términos de
las otras cantidades conocidas: p, jy E.

Table: Resistividad eléctrica de algunos elementos

Elemento 77K 273K 373K {Dsmx

(p/T)273 K
Li 1.04 8.55 12.4 1.06
Cu 0.20 1.56 2.24 1.05
Au 0.50 2.04 2.84 1.02
Al 0.30 2.45 3.55 1.06
Pb 470 19.00 27.00 1.04

A T bajas, p x T®, mientras que a T altas, p =~ T', comportamientos
que son introducidos a mano en el modelo de la red estatica.
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Fundamentos, aproximacion arménica y adiabatica
Fallas del modelo de la red estatica: propiedades de transporte

Falla de la ley de Wiedemann-Franz

La ley empirica de Wiedemann-Franz establece que,

o LT V L = nimero de Lorentz
o

En el modelo del electrén libre se obtiene que,
2
3

En tal modelo se considera que el tiempo de relajacién es el mismo
para el proceso térmico y eléctrico, situacién que sélo es valida cuando:

k 2
L= (B> = 2.45 x 1078 watt-ohm /K2.

e

e T > 0p: la dispersidn electron-fondn es dominante,
o T < Ap: la dispersiéon por impurezas domina,

Sin embargo, a T" intermedias el modelo falla, ya que no se toma en
cuenta los efectos de la vibracién de la red, los cuales son dominantes
en este rango de temperaturas.
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Fundamentos, aproximacion arménica y adiabatica
Fallas del modelo de la red estatica: propiedades de transporte

Superconductividad
El mecanismo que explica la su-

0,15,
perconductividad convencional es
o el acoplamiento electron-fonén,
4i25| /
o910 :
&
gors =3
0,08
0025 ;
wsnf Por tanto, si no consideramos las
o \ vibraciones de la red, tal mecans
4% 7 0 3% o :
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Fundamentos, aproximacion arménica y adiabatica
Fallas del modelo de la red estatica: interaccidon de radiacién con el sélido
Reflectividad en cristales i6nicos

e Maximo en la reflectividad a frecuencias en el infrarojo, muy por
debajo del gap electrénico.

Dispersion inelastica de la luz

e Algunos componentes de la luz laser dispersada en experimentos
Raman presentan un pequefio corrimiento en frecuencias.

Dispersion de rayos x

e La intensidad de los picos de Bragg son disminuidos, relativo a lo
que predice el modelo estatico.

e Se observa un background de rayos x dispersados que no cumple
con las condiciones de Bragg.

Dispersion de neutrones

e Al ser dispersados, los neutrones pierden energia en cantidades muy
pequenas y cuantizadas, que dependen del cambio de momento de-
bido al propio proceso de dispersion.
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Fundamentos, aproximacion arménica y adiabatica

Aproximacién armoénica

Para tomar en cuenta las vibraciones de la red en un modelo de
estudio de estado sélido, asumimos lo siguiente,

e las posiciones de equilibrio promedio R siguen siendo puntos en la
red de Bravais,

IS . . . . f S s v ¢
. . . . . @ @ g B 0
«® .
S \ y‘ N
o . . . . 0 *9 % o %o
e |as variaciones en la posicidn respecto al punto de Bravais son muy
pequefias en comparacién con la distancia interatémica,

r(R)=R+uR) ¥V |u| < |R|
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Fundamentos, aproximacion arménica y adiabatica
Aproximacién armoénica
Analizamos ahora los efectos de considerar variaciones en la posicion de
equilibrio de los dtomos en el potencial por pares: r(R) = R + u(R),

U=)> ¢xR)-rR))=> ¢R-R +uR)-uR)),
RR’ RR’
expandemos ahora en Taylor el potencial alrededor de la configuracion
de equilibrio r, en donde r = R — R/, a = u(R) — u(R’) y con-
siderando que los u(R) son pequefios,
1 1
b(r+a) =o(r) +a-Vo(r) + 5(a- V)*é(r) + g(a- V)’(r) +

por tanto, la energia potencial queda como:

> {s(R—R') + (u(R) —u(R)) - V(R - R') +

RR/

N =

o+ = [(u(®) —u®)) - V]*6(R — R)) + O(u3>}
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Fundamentos, aproximacion arménica y adiabatica
Aproximacién armoénica
Analizando la energia potencial obtenida,
U = Y {¢(R-R)+ (u(R)-u®)) VpR-R') +...
RR/

i % [(u(R) —u(R)) - V]*$(R - R') + 0<u3>}

observamos lo siguiente:

e El término independiente corresponde a la energia del sistema en
equilibrio (u(R) = 0):

U=> ¢(R-R).

RR’
o E| coeficiente del término lineal es,

Z v¢(R - Rl)?
R/

el cual se elimina automaticamente, debido a que representa al gra-
diente en la posicién de equilibrio.
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Fundamentos, aproximacion arménica y adiabatica

Aproximacién armoénica
Por tanto, el siguiente término en la expansién a considerar corresponde

al cuadratico,

g = % > [(uR) —u®) V]’ $(R - R
RR/
— LY [(R) - u(R)] 4y (R~ R) [ (R) o, (R)]
RR/
HV=x,y,z

donde ¢,,,,(r) = 8?¢(r)/dr,Or, representan las ctes de acoplamiento,
siendo que U™ se puede expresar también como:

1
Ugerm — _ Z u,(R)Dyw (R — Ry (R,
2
RR’
nZ
¥ Dy (R = R) = 0rp DGR — R”) — ¢ (R — R),
RII

y donde a U%"™ se le conoce como armonico debido a la naturaleza

de su forma funcional.
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Fundamentos, aproximacion arménica y adiabatica

Aproximacioén adiabatica

Approximacién adiabatica
Consideramos que los iones
se mueven mucho mas lento
(105cm/s) que los electrones
(108cm/s), por lo que la nube
electrénica se adapta instan-
taneamente a los cambios de
posicion de los iones (con un
costo energético), desacoplando la
interaccién dindmica entre iones y
electrones.

Por tanto, la energia total como
funcién de la posicién de todos los
iones juega el papel de un poten-
cial para el movimiento atémico.

Correlacion dinamica de la posi-
cién de los iones con la nube elec-
trénica.
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Contenido: Tema 01

1. Dindmica de la red cristalina

1.2 Cristal arménico: caso clasico
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Cristal arménico: caso clasico

Cadena lineal monoatémica

Consideremos un set de iones de masa M distribuidos a lo largo de una

cadena lineal con una separacién a entre ellos, tal que el vector de
Bravais de la n-ésima particula es R = nai,

n-4a m-3)a W-2)a (n-1)a na  (m+l)a n+a +3)a m+da

) X -® « 8 ‘.

u(na)

y donde u(na) sera el desplazamiento en la direccién longitudinal del
i6n n-ésimo alrededor de la posicién de equilibrio na.

En este caso, tomamos en cuenta interacciones a primeros vecinos
solamente,

S TS TS D S N SR TR S )

uf(n-1)a] u(na) u[(n+l)a]
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Cristal arménico: caso clasico

Cadena lineal monoatémica
Por tanto, en la configuracién propuesta anteriormente,

S RS U SO T U0 w RS WO 0

u[(n-1)a] u(na) u[(n+1)a]

la energia potencial del sistema quedard como,

gem = % Z [uu(R) — “u(Rl)} b (R — R/) [uy(R) — uy(R')]
RR' p,v
= LY ) - )
RR' u,v

en donde hemos sustituido a las ctes. de acoplamiento: K = ¢”(a) y
considerado el caso unidimensional,

S gem = gz {u[na] — ul(n + 1)a]}>.
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Cristal arménico: caso clasico

Cadena lineal monoatémica

Expandiendo la ecuacién anterior para el potencial,

yoerm %Z{u[na]—u[(n+1)a]}2

_ % [ -+ {u[(n — 1)a] — ulnal}® + {u[na] — u[(n + 1)a]}* +.

A {ulr 4 a] — [+ 2)a]} +

Ahora que ya tenemos U* "™ resolvamos la ecuaciéon de movimiento
para la n-ésima particula,
aUarm
Mii[na] = = —K {2u[na] — u[(n — 1)a] — u[(n + 1)a]}.

~ Qulna]

La ecuacién anterior es analoga a la obtenida en el problema clasico
de una cadena de osciladores armdnicos acoplados por resortes de con-
stante K.
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Estado Sélido Avanzado — Doctorado (Ciencia de Materiales)



Cristal arménico: caso clasico

Cadena lineal monoatémica

Una vez que hemos obtenido la ecuacién de movimiento, el siguiente
paso es resolverla, y para ello debemos definir las condiciones de fron-
tera periodicas del sistema:!

ul0] = u[Na] & wula] =u[(N +1)a] V N = total de particulas,

!condiciones periodicas de Born-von Karman
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Cristal arménico: caso clasico y cuantico

Cadena lineal monoatdémica
Debido a la forma de la ecuacién de movimiento,

Mii[na] = — K {2u[na] — u[(n — 1)a] — u[(n + 1)a]}.
proponemos una solucién del tipo,
ulna,t] = Ae'Fne=<t  con: u[Na] = ul0]
y en donde debemos determinar A, ky w.

Sustituyendo la solucién propuesta en la ecuacién de movimiento obten-
emos la siguiente relacién para w

2K 4K k
w? = 573 [1 — Coska] = Sen2 ?a,
por tanto, se tiene la relacion de dispersién:
K ka
k) =2 Sen—|.
w(k) \[ 27 158 ’
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Cristal arménico: caso clasico

Cadena lineal monoatémica
Para determinar los valores permitidos de k, analizamos las condiciones
de frontera:

ul0] = u[Na] V ulna,t] = Ae'*kna=t
, 2
¢*Noe—1 = CoskNa=1 = k=—""0'V meZ,
a N

En donde el periodo de la primera zona de Brillouin es 27/a y la
relacién de dispersion tendra la siguiente forma en ese rango,

(k)

. 4 ik
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Cristal arménico: caso clasico

Cadena lineal monoatémica

Finalmente, con la informacién de w(k) podemos calcular lo siguiente,

w dw
vel. de fase: v, = — —
Pk dk
Sustituyendo la relacién de dispersion en las expresiones anteriores y
analizando el limite de longitudes de onda larga (k < 7/a) obten-

vel. de grupo: vy =

emos,
K k
wk) = 2 i Sen?a
w | K ka ka
Up E ~ a M’ V Sen? ~ 5
dw K ka | K ka
’Ug = dk =a M‘COSQ ~ a M’ V COS? ].

Por tanto, v, y vy en el limite de k < m/a coinciden, ademas de que
este limite nos indica que estamos en la regién del audible.
Omar De la Pefia-Seaman | IFUAP
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Cristal armoénico: caso clasico

Cadena lineal diatémica
Ahora consideremos un sistema lineal con una base diatémica de iones
idénticos, con posiciones na y na + d para la n-ésima molécula, y

d<a/2
—l a—d |~ - d — a -
L] X [ ] X L ] X L ] X [ ] X L ] )¢ ® X L] X L]
na (n+1)a (n+2) (n+3) (n+4) (nt5k (n + 6)a n+7a

JM%DWDWWMWW@WWDD@WD@W@DW

en donde tomamos las ctes. de acoplamiento como G para la interac-
cion intermolecular y K para la intramolecular, siendo K > G.

Para este sistema volvemos a tomar interaccién a primeros vecinos, por
lo que el potencial se queda como,

arm — %Z {u1[na] — ug [na]}Z + %Z {uz[na] — ui[(n + 1)@]}2

en donde uj[nal es el desplazamiento del ion alrededor de la posicién
na, y uglna) el correspondiente alrededor de na + d.
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Cristal arménico: caso clasico

Cadena lineal diatémica

Las ecuaciones de movimiento para cada particula de la molécula son,

Miin[na] = — SZ(E;Z]
= —K {ui[na] — uz[na]} — G {ui[na] — ua[(n — 1)al},
Miiglna) = — ;Z fnal

= —K{ug[na] —ui[nal} — G {uz[nal — ui[(n + 1)al},
Proponiendo soluciones tipo arménicas,

uy [na] _ Alei(kna—wt)’

ug [na] _ Azei(kna—wt) ’

en donde A; y As son las amplitudes de cada uno de los iones en la
molécula, y el sistema presenta condiciones de frontera periddicas.

Omar De la Pefia-Seaman | IFUAP Estado Sélido Avanzado — Doctorado (Ciencia de Materiales)



Cristal arménico: caso clasico

Cadena lineal diatémica

Sustituyendo las sol. propuestas en las ecs. de movimiento, obtenemos
el siguiente sistema de ecuaciones acopladas,

[Moﬂ — (K + G)] Ay + [K + Ge‘“““] Ay = 0
[K + Gei’ﬂ A+ [MwQ — (K + G)} Ay = 0,

el cual se puede expresar como un sistema matricial,

=

Para que el sistema tenga solucién, el determinante debe ser cero,

Mw? —(K+G) K+ Ge e
K 4 Getke Mw? — (K +G)

Mw? — (K +G) K + Ge™thka

K +Geka  Muw? — (K+G)‘ L
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Cristal arménico: caso clasico

Cadena lineal diatémica

Del determinante anterior obtenemos la siguiente relacion,
2 2 2 2
[Mw? — (K +G)|” = K+ G* + 2K GCos ka,

la cual resolviendo para w nos arroja la relacion de dispersion del
sistema,

K+G 1
(k) = ]\Z + KT+ G2 + 2K GCos k.
Con la relacién de dispersion, hallamos las amplitudes relativas de los

modos normales de vibracién,

Az
Aq

K + Ge'ke 12
K + Ge—“‘w] ’

para cualquier punto k en el espacio reciproco.
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Cristal arménico: caso clasico

Cadena lineal diatémica

La relacion de dispersion tiene

w(k)
los siguientes valores: !
¢ k=0 /\,)g
w = Oa ! 36
T = 2K +G)/M ida
4.5
o k=m/a }
i
[
w- = 4/2G/M, ~3 4 ir x
+ — ./
W= 2K/M. en donde se obtienen dos ramas, la

acustica (w™) y la 6ptica (w™).
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Cristal arménico: caso clasico

Cadena lineal diatémica

Algunos casos de interés son los siguientes,
e Caso 1: k< m/a = Coska ~ 1— (ka)?/2

L 2AB+G)

w 7 — O(ka)?,
_ KG
o = \amrr o)t

en este limite el patrén de movimiento se reduce a Ay = FA;: — para
la rama éptica, y + para la acdstica:

e - = - = -—  —

WWWWWWWWWWW

K G " : optica

—_ = = —_ = —_ — — —_

WWWWWWWWWWWWW

- aclstica
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Cristal arménico: caso clasico

Cadena lineal diatémica

e Caso 2: k=nm/a

Fo R A=A

w M’ 1 2,
2G

w M7 1 2

El patrén de movimiento por tanto serd para cada rama como sigue:

RV W T RN S TS A S T ST e
K G w* : Optica
mﬁ&mmmmmmmwmmw
~:acustica en

donde los dimeros vecinos estidn fuera de fase por un factor de 180°
debido a la fase relativa en el desplazamiento ;.
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Cristal arménico: caso clasico

Cadena lineal diatémica

e Caso 3: K> (@
Expandiendo la relacién de dispersién en términos de G/ K tenemos,

2K
wh =157 L+ OG/E)],  Ar~—As,
/2G ’ ka
o rama 6ptica (w™): practicamente independiente de k, mostrando muy
poca dispersion,

o rama acustica (w™): la dispersién es parecida a la de una cadena de
iones monoatémica con masa 2M.

e Caso 4: K =G
Para este caso se tiende al limite de la cadena monoatémica lineal,
pero con constante de red a/2.
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Cristal arménico: caso clasico

Sistema monoatémico tridimensional

Generalizando los resultados obtenidos para el caso de un potencial
armoénico tridimensional,

erm — % Z u(R)D(R — R’)u(R’)7
RR/

en donde tenemos productos vectoriales, y D(R — R/) representa un
operador matricial, el cual obedece las siguientes propiedades de
simetria,

e Simetria 1
DR — R) = Dl,u(R' —R),

82U
0u, (R)0u, (R)

¥ Dy(R—R/) =

u=0
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Cristal arménico: caso clasico

Sistema monoatémico tridimensional

e Simetria 2
D,,(R— R) = DW(R' —R), 6 D(R)=D(-R),

es decir, cada punto de la red posee simetria de inversion.
Por tanto, para el caso de la prop. de simetria 1, tenemos,

DR -R/)=D,,(R-R)).

e Simetria 3
> Dw®)=0 6 > DR)=0.
R R

Conocida como sum rule, es una consecuencia de que las fuerzas
son cero no solo cuando se encuentran en equilibrio, sino también
cuando todos los desplazamiento son iguales: u(R) =d,

U"" = > d,D(R-R')d, => Ndd, (Z DW(R)> i
R

RR/,uv g
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Cristal armoénico: caso clasico

Sistema monoatémico tridimensional
Ahora analizamos el sistema tridimensional, empezando con las 3N
ecuaciones de movimiento,

8U(17'm

Mi,(R) = ————=-Y D, (R-R)u, (R,
W(R) = gy =~ 2 DR~ R (R)
Mu(R) = —) DR -R)uR).
R/
Tal como en el caso unidimensional, proponemos una solucién tipo

oscilatoria,
u(R,t) = etk R—wt)
en donde € es el vector de polarizacion de los modos normales de
vibracion.
Sustituyendo la sol. propuesta en la ec. de movimiento, obtenemos la

siguiente ec. de eigenvalores,
Muw?e = D(k)e
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Cristal arménico: caso clasico

Sistema monoatdémico tridimensional
De la ecuacién obtenida anteriormente,

Muw?e = D(k)e,

€ es el eigenvector de los modos normales, los cuales seran 3N: 3
provenientes del nimero de grados de libertad, y /N del nimero total
de particulas que forman el sistema.

En la misma ecuacién D(k) representa a la matriz dinamica:
D(k)=> DR)e *R,

Reescrbiendo D (k) usando las propiedades de simetria de D(R), ten-
emos:

Dk) = > D(R)e *®R

— ZD( R ik-R ZD ’Lk-R.
R
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Cristal arménico: caso clasico

Sistema monoatémico tridimensional

Por tanto podemos escribir la matriz dindmica como,

D) = *ZD [sz z‘k~R}

= 7ZD {’kR ik'R—2], ya que: ZD(R)zO
R

Dk) = ZD )[Cos(k-R) —1]

= —2) D(R)Sen® (;k : R) :
R

De la relacién anterior se observa que D(k):
e es una funcién par en k,

e representa a una matriz real y simétrica, debido a la simetria de
inversiéon: D(R) = D(—R).
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Cristal armoénico: caso clasico

Sistema monoatémico tridimensional
Al ser D(k) real y simétrica, se asegura que tiene solucién real y que
los eigenvectores son ortonormales, es decir,

D(kles(k) = As(k)es(k) = Mwi(k)es(k)
= esk)-egs(k) = oo V 5, 8 =1,2,3.
en donde s representa el indice de la rama fondnica.

Analizando ahora el comportamiento a longitudes de onda larga =
k - R es pequeiio V R, por tanto, tenemos que la matriz dindmica es

:—QZD R)Sen? <;k-R> ’“22 Y (k-R)’D(R) V 12:%

R
Como consecuencia, la relacién de dispersion es,

ws(k) = CS(IA{)ka
en donde ¢,(k) son las raices cuadradas de los eigenvalores de D(k),

1

~5i7 (k-R)’D(R).
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Cristal arménico: caso clasico
Sistema tridimensional con una base
Los efectos principales de tener ahora una base en el cristal tridimen-
sional son:
e obtener ramas opticas en el espectro de dispersién,
e para cada valor de k habrd 3p modos normales, en donde p es el
nimero de atomos diferentes en la base.
e De los 3p modos normales, 3 son ramas actisticas con w(k) — 0
cuando k — 0,
* mientras que 3(p — 1) corresponden a vibraciones opticas.
¢ El modo ws(k) es longitudinal (transversal) si €;(k) es paralelo
(perpendicular) a k.
e Finalmente, el desplazamiento del modo s en el &tomo 7 ahora es

ui(R, t) = Re [Gi(k)ei(k~R—ws(k)t):| :
en donde los vectores de polarizacién cumplen con,
P
Z €5 (k) - € (k) M; = b5y
i=1
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Contenido: Tema 01

1. Dindmica de la red cristalina

1.3 Cristal arménico cuantico; espectros de dispersién fondnico
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Cristal arménico cuantico; espectros de dispersion fondnico
Caso cuantico: teoria del cristal arménico monoatémico
Haciendo una revisién de la teoria cudntica para el oscilador arménico
unidimensional, tenemos el Hamiltoniano

2

p 1 2 2
H=—+—

2m+2qu,

en donde p y ¢ cumplen con las siguientes relaciones de conmutacién,

lg,p] = ih, [q,q] = [p,p] = 0.

Se definen ahora los operadores de aniquilacién a y creacién al en
términos de los operadores de momento y posicién,

mw 4 1 + \/m ) 1
a= 79+ 77— ol =/ —q—iyf—=—>
on 1 2hmw’’ on 1 2hmw’’
los cuales cumplen con lo siguiente:
[a,a'] =1, [a,a] = [al,al] = 0.

Expresando H en términos de estos nuevos operadores, tenemos,
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Cristal arménico cuantico; espectros de dispersion fondnico
Caso cuantico: teoria del cristal arménico monoatémico
Haciendo uso de la notacién de los op. de creacién y aniquilacién,
podemos expresar el n-ésimo estado excitado, |n), en términos del
estado base |0),

(a")"10),

n) =

Sk

en donde se satisface lo siguiente,
aln)y =+vnin—1), a'lny =vn+1n+1),
ala|n) =n|n), H|n)=(n+1/2)hw|n).

Los elementos de matriz de a y a' en el set completo de estados de H
vienen dados como,

(n'laln) = 0, V n'#n—-1,
(n-1lal) = va
(W'afn) = (n|aln’).
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Cristal arménico cuantico; espectros de dispersion fondnico

Caso cuantico: teoria del cristal arménico monoatémico
Consideremos ahora el Hamiltoniano de un cristal arménico 3D,

Horm — Z 2]1\4 + Z uu ,lw R R/)UV(R/)
RR’
= Z R)[* + 5 Z D(R - R')u(R’),
RR’

_ 2 2 2
=Y S PR)P YW Iow(R)
R R
en donde se propuso una solucién para el potencial arménico,

u(R,t) = ee!®R=) v Mi(R) = - DR - R)u(®R),
Rl
obteniendo lo siguiente,

Mw}(k)es(k) = D(k)es(k), ¥ D(k) =) D(R)e ¥,

siendo €4(k) los vectores de polarizacién y D(k) la matriz dindmica.
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Cristal arménico cuantico; espectros de dispersion fondnico
Caso cuantico: teoria del cristal arménico monoatémico
Haciendo el anélisis analogo que en el caso unidimensional, definimos
los operadores de aniquilacién y creacion,

ays = \/»Z ek Re [ WU(R)+i %les(k)P(R)] ;
aks \/» Ze’kR [ ]\%h(k)u(R) - WP(R)] .

En donde se cumplen las relaciones canénicas de conmutacién para
u(R) y P(R),

[UM(R), PV(R/)] = ih(SMV(SRJ{/,
[uM(R),u,,(R/)] = [PM(R),PV(R')] =0.
Las relaciones anteriores, junto con:

Z okR _ 0, k = vector reciproco,
, k = vector reciproco.
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Cristal arménico cuantico; espectros de dispersion fondnico
Caso cuantico: teoria del cristal arménico monoatémico
y la condicién de ortogonalidad de los vectores de polarizacion,

es(k) : GSI(k) = 5551 A4 S, S, = 1,2,3,

nos arroja las relaciones de conmutacién para ays y aTks:

[axs; 0l )] = OaerOssts  [anesr axrsr] = [al, al, ] = 0.

Para poder obtener la expresion de H*™ en términos de los operadores
de creacién y aniquilacién, invertimos ay, y aLs,

1 h .
w(R) = 75 30 Sty (40 + o) et R,

Z ths (

en donde se se han usado tanto las propiedades de simetria: ws(k) =
ws(—k) y €s(k) = €5(—k), como la sum rule: 3, e X R =0V R #
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Cristal arménico cuantico; espectros de dispersion fondnico

Caso cuantico: teoria del cristal arménico monoatémico
Por tanto, sustituyendo lo anterior en el operador de momento,

1 2 _ 1 i
W SIPRIF = o S PRPR
1 1
= m%:lP(R)!Q - z%’”’s(k) (ans = atye,) (0 — acns)

mientras que para el potencial,

U = 72 DR - R)u(R/),
RR’
= fZ )>_D(R - R)u(R)
Rl
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Cristal arménico cuantico; espectros de dispersion fondnico

Caso cuantico: teoria del cristal arménico monoatémico
Sustituyendo las expresiones anteriores en el Hamiltoniano,

arm __ 1 2
HO™ = %: P(R) + Zhw ) (ol s +1/2).
Ahora, aplicando H*™ a un estado |ns),
orm |nks Z hw (aksaks 1/2) |nk3>

= Z hws nks + 1/2) |nks> .

Para analizar una red con una base de p atomos (en donde ahora
s:1 — 3p), basta con tomar las siguientes consideraciones,

M — M, es(k) = VM€ (k),
u(R) — u’(R), P(R) — P{(R),

en donde se aplican ahora sumas sobre ¢ : 1 — p.
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Cristal arménico cuantico; espectros de dispersion fondnico
Espectros de dispersién fondnico
El procedimiento para el calculo del espectro de dispersion fonénica
consiste en lo siguiente:
(1) Determinacién de la matriz de constantes de fuerza D(R/):

o Shell model,
o Tight-binding method,
o DFT (density functional theory).
(2) Diagonalizacién de la matriz dindmica D(k) en el espacio reciproco
para cada punto k en un grid discreto: wy(k), €5(k).

o DFT (density functional theory): método directo,
o DFPT (density functional perturbation theory): LRT (linear response
theory),

(3) Interpolacién en el espacio de cuatro dimensiones: ws(k) vs k.

(4) Mapeo de ws(k) en caminos de alta simetria en la primera zona
de Brillouin.

Con lo cual se obtiene como resultado el espectro de dispersion

fondnica.
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Cristal arménico cuantico; espectros de dispersion fondnico

Espectros de dispersién fonénico: Pb (fcc)
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Para Pb en la geometria fcc (face-centered-cubic) tenemos un sistema
tridimensional con una base de un atomo, por tanto:

e se obtienen sélo 3 ramas, las cuales son acusticas,
e al ser una base monoatémica, no existen ramas oOpticas,

e las ramas transversales son degeneradas en la direccién [100], debido
a la simetria del cristal.
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Cristal arménico cuantico; espectros de dispersion fondnico
Espectros de dispersién fonénico: Si (fcc) & Ge (fec)
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Si y Ge tienen una base de dos atomos = presentan 6 ramas, con
degeneracién en T' para las direcciones I' — X [100] y I" — L [111].
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Contenido: Tema 01

1. Dindmica de la red cristalina

1.4 Propiedades elasticas y termodinamicas
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Propiedades elasticas y termodindmicas
Teoria de elasticidad

Los puntos importantes en los cuales reside la teoria clasica de elasti-
cidad son los siguientes:

e Ignorar la estructura atémica microscépica del sélido y tratarlo como
un continuo.

e La contribucién a la energia del sélido en el punto r depende sola-
mente en el valor de u(r) en la vecindad de inmediata de r, es decir,
en las derivadas de primer orden de u(r) en r.

Se puede derivar la teoria de elasticidad de la teoria de vibraciones de

la red siempre y cuando:

e Consideramos sélo a las deformaciones que varian muy lentamente

en una escala determinada por el rango de las fuerzas de interaccion
interatémicas.

e Asumimos que podemos especificar las deformaciones de los atomos
de la base dentro la celda primitiva enteramente en términos de

u(r).
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Propiedades elasticas y termodindmicas
Teoria de elasticidad
Comenzamos con la definicién del potencial arménico atractivo,
1

rerm — _5 Z {u“(R) — u”(R’)} D‘LW(R — R’) {’LLV(R) - UV(R/)} >
RR/, pv

— b Y R — 0 (R} D (R~ R) {u, (R) — u, (R)}
RR/, pv

en donde se ha aplicado la propiedad de simetria de inversion:
R—-R = D,[R -R)=D,(R-R).

Consideremos ahora desplazamientos u(R.) que tienen muy poca variacién
entre celdas primitivas en el rango de D(R — R’), tal que

u(r) — funcién suave y continua,
donde: u(r)l,_.g = u(R),
entonces podemos aproximar el desplazamiento en R’ como,

uR) =u(R) + (R' - R) - Vu(r)|,_g
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Propiedades elasticas y termodindmicas

Teoria de elasticidad
Expresando la aproximacién anterior en términos de componentes,

WR) = (R)+ (R = R)u,(R)
u,(R) = uw(R)+ R - R)TaiTul,(R).

Sustituyendo en la expresién del potencial,

1 o)
U™ =—= > (R'-R)o5—uy
2 R 0z,

uvoT

0

(R)Duu(R*R')(R’*R)raZ

uy(R),

lo cual podemos expresar como,

— _% 3 (fﬁguu(R)) <£Tuy(R)>><

> R'-R),D,(R-R)(R' = R).
7
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Propiedades elasticas y termodindmicas

Teoria de elasticidad
En la expresién anterior para > g, si hacemos ¢ = R’ — R entonces,

Z(Rl - R)UD/W(R - Rl)(Rl - R)T = Z(q)UD,LW(q) (q)77

R/ a

= Z QJD,uV(q)QTa
q

=Y R,D,,(R)R-,
R

haciendo g — R en el Gltimo paso, ya que es un indice mudo.

Sustituyendo lo anterior en la expresion del potencial arménico,

— % > (;(IW(R)) ((fmuy(m) By,

V Eourv ==Y RsDu(R)R,.
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Propiedades elasticas y termodindmicas

Teoria de elasticidad

Debido a que u(r) varia lentamente, podemos sustituir la sumatoria
por una expresion integral,

T 1 8 8 B
gy (5,4 (a”) Fore
_ 1
N Ea’/_m’l/ = v CT/.LTV = _7ZR DW’

donde v es el volumen de la celda primitiva.

De la ecuacion anterior observamos que el tensor £, no es alterado
por el intercambio de indices p <> v 6 o < T, por lo que sélo se
necesitan seis términos por par de indices:

rr, yy, zz, Yz, 2T, IY.

lo cual nos da 6 x 6 = 36 constantes elasticas independentes para

obtener la energia de una deformacién determinada.
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Propiedades elasticas y termodindmicas
Teoria de elasticidad

El nimero de ctes. elasticas independientes puede ser reducido me-
diante el andlisis de las simetrias del sistema.

Por ejemplo, la energia del cristal es independiente de una rotacion
rigida, en donde:

uR) 2 u(R)+0u®R) V ouR)=0wxR & dw = dwi.

Sustituyendo lo anterior en U%", debemos obtener que el potencial es
invariante:

Uam(a) — U™ (u) + U™ (fu) = U™(6u) =0,

siendo:

=3 5 (o) (L)
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Propiedades elasticas y termodindmicas

Teoria de elasticidad
Para que lo anterior se anule término a término, de debe cumplir:

0 0

Por tanto, calculando las derivadas,
0 0 0
T%éuﬂ(R) = 87320. (% E#Jk(sw]Rk) = %:€u]k(swijk
= Zﬁuja&ﬂj # 0.
J

Para que los términos de derivada se anulen, usamos la propiedad de
combinacién simétrica p <> o en el potencial:

0 1
axg uM(R) S

0 0
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Propiedades elasticas y termodindmicas

Teoria de elasticidad
Calculando ahora la parte simétrica p <> o tenemos,

0
—ou,(R ZGWU&U] #0 = dz, —dus(R Zeawéwj #0.

Relacionado ambos resultados,

0 0
T%du#(R) + a—xuéug(R) = ZJ: (€ujo + €oju) Ow; = 0.
ya que €,jo = —€, por propiedades del tensor de Levi-Civita.

Por tanto, renombrando a la combinacién simétrica como tensor de
strain, tenemos:

1 0 0
Con =5 (axauu(R) + uo(R)> ;

obteniendo de manera andloga ¢,,.
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Propiedades elasticas y termodindmicas

Teoria de elasticidad

Con esta nueva definicién regresamos al la expresion de U™,

arm 1
U = §/dr [ Z 5apcapTV€TV] )

o, TV
1
Coprv = — Z ™ [RoDyvRr + RyDoy Ry + Ry D s Ry + Ry Dor Ry
R
De la expresién de c, 7, se observan las siguientes simetrias:
e invariancia de D respecto al intercambio ou <> v,
e invariancia de c, 7, respecto a los intercambios o <> py 7 < v.

Como resultado de tales simetrias, el nimero de constantes elasticas
(componentes de cq,r) independientes se reduce de 36.a 21.
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Propiedades elasticas y termodindmicas

Teoria de elasticidad
Tal nidmero de ctes. independientes puede reducirse adin mas, depen-
diendo de las operaciones de simetria de un sistema cristalino dado.

Sistema cristalino  Grupos puntuales Num. ctes. elasticas
Triclinico todos 21
Monoclinico todos 13
Ortorémbico todos 9
Tetragonal C4, Can, Sa 7

Cav, D4, Dyp, D2q 6
Rombohedral Cs, Se 7

C3v, D3, D3q 6
Hexagonal todos 5
Clbico todos 3

Para el caso de un cristal cibico las 3 ctes. elasticas ind. son,
C11 = Cxxzx = Cyyyy = Czzzz,
C12 = Caayy = Cyyzz = Czzxx,

C44 = Cyyzry = Cyzyz = Czzzz-
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Propiedades elasticas y termodindmicas

Teoria de elasticidad
En la teoria de elasticidad en vez de utilizar la notacién de ¢,,, se
utilizan las siguientes convenciones,

Cuv = Epv, w=v
=2, W F# v,
las cuales a su vez son simplificadas a e, V a=1,...,6 de acuerdo a

la siguiente regla:
e =1, yy—>2, zz—3, yz—4, zx —5, xy— 6.

Para la energia potencial se tiene la siguiente expresion,
1
U= b %{;/dreaCaﬂeﬁ,

en donde los elementos de la matriz Cy3 (6 x 6) , conocidos como
madulos elasticos, vienen dados por:

Cop = Coprv, ¥V asrop, & B 1L
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Propiedades elasticas y termodindmicas

Teoria de elasticidad
Finalmente, con la expresién de la energia potencial elastica, basta
con definir la energia cinética del sistema en términos de u(R),

1
T= p/dr§1‘1(r,t)2,

construir el lagrangiano del sistema, y de ahi obtener la ecuaciones de
movimiento,
82
pily, = Cpovr ———U
m Z 1o T@xgaml, T

ovT

en donde p = M N/V es la densidad de la red.

Proponiendo de nuevo una solucién arménica u(r,t) = ee’Kr—«t).

pwzeu = Z (Z C}LO’V’TkO'kV> €r,
T ov

lo cual es idéntico a la solucién en el limite de longitud de onda larga,
por tanto, midiendo las velocidades del sonido en el sélido, se pueden

extraer las ctes. elasticas del sistema.
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Propiedades elasticas y termodindmicas
Propiedades termodindmicas: calor especifico de un cristal clasico
El calor especifico 2 se define como,

ou U
¢y = =, V wu= — = densidad de energia térmica.
v = o v g
De la teoria clasica de fisica estadistica, se tiene que la densidad de
energia viene dada como,

—BH
UZLM v 5:L’
V [dlePH kT
10
= ———In [ dle PH
V86W/ S

en donde H es la energia (Hamiltoniano) del sistema y dI' representa
al elemento de volumen en el espacio fase del cristal:

dr' = [ du(R)dP(R HmucmR)
R

23 volumen constante
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Propiedades elasticas y termodindmicas
Propiedades termodindmicas: calor especifico de un cristal clasico

En la aprox. arménica clasica, tenemos que la energia del sistema es,

P(R)2

en donde el potencial arménico U*™ viene dado como,
1

5 > uu(R)Dyw(R — R )u, (R),
RR/

UCLT'm —

y la dependencia de u y P en la temperatura T se puede expresar
mediante el sig. cambio de variables,
uR)=5""%uR), duR)=p"*da(R),
P(R)=p""?P(R), dP(R)=p3""*dP(R).
Por tanto, la expresién de la energia queda como:
2

D 1
H=p3"1 %j Pz(f\;) + U + i B RXR: i, (R)D, (R — R, (R)).
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Propiedades elasticas y termodindmicas
Propiedades termodindmicas: calor especifico de un cristal clasico
Calculando con la informacién anterior la integral de wu,

/dl—‘e_ﬁH = /dPexp [—ﬂ ( PQ(E) + Ueq + Uarm>‘| ,
R

/Hduu )dpu(R)x

oo [_ 5 (Z P2(]1\14) LU +Um>],

R

_ 3N U {/ I1 du.(R)dp(R)x

RR/,uv

P 2

en donde el término entre paréntesis es independente de T.
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Propiedades elasticas y termodindmicas

Propiedades termodindmicas: calor especifico de un cristal clasico
Con la expresion anterior para la integral calculamos w,

1 €eq .
— _7£|n {5_3Ne_ﬁU x factor ind. de T}

= ———|— — €q i
V@B[ 3NIng — U + In (factor ind. de T)]

N “q
=4 &

= 3nkpT €q
v nkpl +u

Con esta expresién calculamos el calor especifico:

ou

T = 3nkp,

Cy =

resultado que se conoce como la ley de Dulong & Petit, y donde se
observa que ¢, es constante para toda 7.
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Propiedades elasticas y termodindmicas

Propiedades termodindmicas: calor especifico de un cristal clasico
Experimentalmente se observa lo siguiente:

e i (1) Bajas temperaturas

¢y, T3, por debajo del valor
de Dulong & Petit, ademas de
que ¢, — 0 cuando T' — 0,

30—

(2) Altas temperaturas

Cuando T crece, ¢, dificil-
g mente alcanza el valor esti-
mado por Dulong & Petit, sélo
para T ~ 10° — 10% K ¢, ~
10 cte.

20—

0 20 40 60 7(X)

Omar De la Pefia-Seaman | IFUAP Estado Sélido Avanzado — Doctorado (Ciencia de Materiales)



Propiedades elasticas y termodindmicas

Propiedades termodindmicas: calor especifico de un cristal clasico

La posible explicacion al desacuerdo con Dulong & Petit a T altas, es
referente al modelo armaénico propiamente:

c ,,(joules/mole—](.)

e AT altas, los efectos anarmonicos se
vuelven mas importantes, por lo que
se espera que Dulong & Petit no re-
produzca esta zona.

il e Por tanto, el acuerdo entre el mod-

A elo y los experimentos se debe mejorar
Y a medida que T decrece (zona ade-
b cuada para la aprox. arménica), no
ocurre!!!
I 1 |
0 20 40 6  T(K)

Por tanto, para explicar el comportamiento de ¢, a T’ bajas, es necesario
utilizar la teoria cuantica.
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Propiedades elasticas y termodindmicas
Propiedades termodindmicas: calor especifico de un cristal cuantico
En la teoria cuantica, la energia interna de un cristal arménico viene
dada como,
1>, Eie™ B
v > e_fBE ’ kp T
en donde F; es la energia del i-ésimo estado del cristal, las cuales se
obtienen de resolver el sistema con el Hamiltoniano,

arm 1
HO™ — Z T 24 Rsz u,(R) D, (R — R )u, (R)).

/8_

Lo anterior dard como resultado la energia de un estado n dado del
cristal:

Eks = (nks + 1/2)7:"(")8(1{)7 v Etot = ZEksa

en donde ny, representa el nimero de fonones correspondientes a la

rama s en el vector k.
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Propiedades elasticas y termodindmicas

Propiedades termodindmicas: calor especifico de un cristal cuantico
Con el espectro de energia cuantico para la parte vibracional, se procede
a calcular la contribucién a la energia interna,

1Y, E,ePEn of 1 _
YTV TS e P Bk vV f=qyn Zn ¢

Para evaluar f, desarrollamos el término de la sumatoria,
S e = T [—ﬁz P () (s 1/2>]
n n ks
ans"’_l
_ Z H o~ Bhws (k) (nics+1/2) _ H Z ( —Bhiws(k /2)

n ks
_ T e Phws(k)/2 o~ Bhws (k ) o
Il )

H e—Bhws(k)/2
. 1 — e—Bhws(k)
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Propiedades elasticas y termodindmicas
Propiedades termodindmicas: calor especifico de un cristal cuantico
Con la expresion anterior, calculamos la energia interna,

—Bhws(k)/2

08~ VB L1 — et

19 sk (k)

) [in (e7A109/2) (1 — ¢=BMw:09)]
1 1

- V%hws(k) [1/2+ emw(k)_l]

—Zhw )[1/2 + ns(k)],

en donde hemos definido ns(k),

1
efhws(k) — 1’

como el niimero promedio de fonones (de tipo ks) presentes en
equilibrio térmico a una temperatura T' dada.
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Propiedades elasticas y termodindmicas

Propiedades termodindmicas: calor especifico de un cristal cuantico
A la expresion de la energia interna vibracional le incluimos el término
de equilibrio, u®?, para obtener la expresion de energia total,

11 1 huws(K)
— €q arm — eq _ —
u=u+u u +—V§2ms(k)+vgeﬁms(k)_l.
Observamos que en el limite T — 0,

Cuantico = ur_g = u®? + — v %S: s(k),

Clasico = up_g = u®d.
Comparando, se observa que la diferencia viene del término que corre-

sponde a las vibraciones de punto cero, las cuales son inexistentes
en el caso clasico.

Con esta expresion para el caso cuantico calculamos ¢,
ou Z fuws (k)
or Vv OT eBhws(k) — 1°

Cy =

Omar De la Pefia-Seaman | IFUAP Estado Sélido Avanzado — Doctorado (Ciencia de Materiales)



Propiedades elasticas y termodindmicas

Propiedades termodindmicas: calor especifico, limites

Analicemos el limite a altas temperaturas, es decir, cuando:

/Bhws(k) = MS(k)

kg T < 1,
en este caso podemos expander lo siguiente, haciendo x = fws(k)/kpT,
I 1
e —1 x+a2/24+23/6+...
—l ! :1(1—1$+1x2+...)
zl+z/24+22/6+... =z 2 12 ’

en donde se ha utilizado,
1

mzl—alx—(ag—a%)ﬁ—... V f(z)=1+az+az®+...

por tanto,

1 kT 11 hwg(k)

Bhws) — 1 7 hwg(k) 2 T2 TheT O
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Propiedades elasticas y termodindmicas
Propiedades termodindmicas: calor especifico, limites
Analizando los dif. grados de aprox. para el limite de altas 7" en ¢,,

1l 9 hw(k)
C”‘Vzk:a?eﬁms<k>_1

¢ Primer término:

1 kT
ePhws() — 1 7 hwg(k)’
Cy = 3]\‘[/kB = 3nkp, caso clasico de D&P.

¢ Segundo término:

1 _ kgT 1
eBwsd) — 17 hw,(k) 2

lo cual no tiene efecto alguno en el limite clasico de ¢,, mantenién-
dose el resultado de D&P. “
98
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Propiedades elasticas y termodindmicas

Propiedades termodindmicas: calor especifico, limites

e Tercer término:

1 _ kgT 1 1 hwy(k)
eBhws®) —1 7 (k) 2 12 kgT
_ 3Nkp h?

2
— E k
“ % 12VEkpT? 4= s (k),
Cy = cg + Acy,

Ac, K2 1

v — — 2(k
0 12(kpT)2 3N %“s( )

es decir, este término se puede considerar como correccion al mod-
elo clasico, mientras que a T altas los efectos anarménicos seran
mas importantes, enmascarando la correccidon cuantica.
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Propiedades elasticas y termodindmicas

Propiedades termodindmicas: calor especifico, limites
Antes de discutir el limite a bajas temperaturas, observamos que
cuando tenemos una funcién suave F'(k) en un diferencial de volumen
Ak, del espacio total 8773/V, entonces:

ZF F;»,Z

En el limite cuando V' — oo = Ak — 0, podemos expresar la suma
como una integral:

i *ZF ‘&%@ZF k= [ e

Voo V

Utilizando esta condicién, podemos redefinir el calor especifico,

_ hws (k) fws (k)
S V%ﬁeﬁmdk) 1 = 8TZ/ )3 eBhws(k) — 1"
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Propiedades elasticas y termodindmicas
Propiedades termodindmicas: calor especifico, limites

Para el caso en el que hws(k) > kpT, es decir, temperaturas bajas,

se tiene
1

o 1 1—>0 = ¢, — Ol
6 S J—

lo anterior no aplica para los modos actisticos en donde ws(k) — 0
cuando k — 0, no importando que tan baja sea T

Para deteminar la contribucién de los modos atisticos a c¢,, hacemos
las siguientes consideraciones,

(1) Seignoran las ramas épticas en la suma de s, alin en bases poli-
atémicas.

(2) Sustituimos ws(k) por su forma en el limite de longitud de onda
larga: ws(k) = cs(k)k.

(3) Reemplazamos la integral en la primera zona de Brioullin por una
integral en todo el espacio k, ya que los efectos extras seran muy
pequefios debido a la condicién de T bajas: hcs(k)k > kgT.
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Propiedades elasticas y termodindmicas

Propiedades termodindmicas: calor especifico, limites
Observemos las razones de las consideraciones anteriores en ws(k):

%

T i
130 0
e S o 158 0 B 1:“%]%#

El rango de frecuencias comparables con el limite de bajas temper-
aturas es ws(k) < kpT'/h, por tanto:

1. Podemos no tomar en cuenta ramas éticas. v’

2. Para las aciisticas podemos considerar ws (k) = ¢, (k)k. v

3. La integral se puede realizar en todo el espacio & sin incluir errores

grandes. v’
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Propiedades elasticas y termodindmicas

Propiedades termodindmicas: calor especifico, limites

Validando las consideraciones hechas, analizamos los efectos en c¢,,

B hws (k)
“ = 87 Z]V/[BZ 27r)3 eBhws(k) — 1’

o dk hcs(A)k
~ @ Z/ )3 phes Rk _

en donde proponiendo los siguientes cambios de variables,

dk = k2dkdS, x = Bhey(k)k,

obtenemos,
o 1 Q[ 2P
y R — = dx.
“=or 52::1 B4(2hm)3 / (k) /0 e b §
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Propiedades elasticas y termodindmicas

Propiedades termodindmicas: calor especifico, limites
De la integral anterior definimos el promedio de las velocidades de fase

de las 3 ramas aclsticas como,
Z/ 471' 03 12 ’

y resolvemos la integral,

00 $3 7.‘_4 7.‘_4
/0 ol =T =6-55 =15,

en donde se ha usado la férmula de Mellin,

0 xsfl
/O —dz = T(5)((5)

e(l‘_

Sustituyendo en ¢,,

hes(k )k: _2n® (kgT
Cy & 8TZ/ )3 oBhes(k)k _ 5 — kB ( hc) j

en donde la T tipica para esta aproximacion es del orden de 10! K.
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Propiedades elasticas y termodindmicas

Propiedades termodinamicas: calor especifico — modelo de Debye

El modelo de Debye introduce las siguientes aproximaciones para el

calculo de ¢, a T intermedias,

e Reemplaza todas las ramas del espectro con sélo tres ramas, todas
con la misma relacién de dispersién: w = ck,

e La integral en toda la zona de Brioullin es remplazada por una in-
tegral en una esfera de radio kp tal que:
2 SN 4 3 3
(2m) _ Tk =~ = kp
14 3 672

en donde n es la densidad de iones en el cristal.

Bajo estas simplificaciones, la expresion para ¢, queda como,
hws (k) 0 3hc ko k3dk
«= 8TZ/ 5P — 1 c”‘a?ﬁ/o ePhck _ 1’
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Propiedades elasticas y termodindmicas
Propiedades termodinamicas: calor especifico — modelo de Debye
Evaluando la integral anterior definimos dos cantidades,
e Frecuencia de Debye: wp = kpc, y es una medida de la maxima
frecuencia fonénica del sistema,
e Temperatura de Debye: kpOp = hwp = hckp, y es una medida
de la temp. por encima de la cual todos los modos estan excitados.
Utilizando lo anterior y realizando el cambio de variable hck/kpT = x
en ¢,, tenemos:

0 3hc [*p  K3dk T \? [©p/T zte*dx
C”:fTTﬁ/ ek —q G = 9nks <@D) /0 (er — 1)2’
en donde ahora ¢, se puede obtener para cualquier rango de T, y
viene dado en términos del pardametro O p.

Finalmente, de la relacién anterior se puede obtener el limite bajas
temperaturas,

12 T \3 T\3
Cy = TﬂnkB ( ) ~ 234 (9D> nkp.
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Propiedades elasticas y termodindmicas
Propiedades termodinamicas: calor especifico — modelo de Debye
Temperaturas de Debye de algunos elementos

Elemento Op (K) Elemento ©Op (K)

Li 400 Ar 85
Na 150 Ne 63
K 100

Cu 315
Be 1000 Ag 215
Mg 318 Au 170
Ca 230

Zn 234
B 1250 Cd 120
Al 394 Hg 100
Ga 240
In 129 Cr 460
Tl 96 Mo 380

W 310
C(diamond) 1860 Mn 400
Si 625 Fe 420
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Propiedades elasticas y termodindmicas

Propiedades termodindmicas: calor especifico — modelo de Einstein

Para tratar a las ramas Opticas de una manera mas representativa, se
desarrollé el modelo de Einstein:

e acusticas: utiliza el
modelo de Debye sélo Einstein Model
para estas 3 ramas, : 7 N
e Opticas: reemplaza la 3 s
frecuencia de cada una ,
por wg que es indepen- ; e e | Lt__%
dente de k. =
Debye Model ?“ // u,,i\
i / :
5
i Lok
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Propiedades elasticas y termodindmicas
Propiedades termodindmicas: calor especifico — modelo de Einstein
Por tanto, ahora ¢, tendrd dos contribuciones,
e Acustica: dada por la relacién en el modelo de Debye, en donde
n es ahora la densidad de redes primitivas en el volumen del cristal.
e Optica: cada una contribuird a u°P* con un factor del tipo:
nhwg

. . s . o t 7 . .
por lo que si se tienen p ramas épticas, cP* tendrd la sig. forma:

2 hwg/kpT

Los elementos caracteristicos del modelo de Einstein son,

a) ParaT > ©p = hwg/kp cada modo dptico contribuye sélo en una
constante kp/V a ¢,.

b) En T < Op, la contribucién de los modos épticos a ¢, cae exponen-
cialmente, indicando la dificultad de excitarlos a bajas temperatura
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Propiedades elasticas y termodindmicas
Propiedades termodinamicas: calor especifico — contribucién electrénica y fonénica
En general, un metal tiene dos contribuciones al calor especifico:
e Electrénica: ¢ « T,
e Fonénica: cB" oc T3,
Si comparamos ambas contribuciones para determinar en que rango de
T cada una de las partes domina:
2 3
c,‘}l = % (kfFT> nekpg, c{}’h = mTﬂnsz (@TD> , Ne = Zny
& 5 03,
& = w2 Yy
observamos que la contribucién fonénica comenzara a superar la parte
electronica a una Ty dada por:

ZOp
F

1/2
T0:0.145( > Op, V Op~10°K & Tr~10*K

por tanto, Ty ~ 10K, lo que explica porque el término lineal sélo se
observa a bajas temperaturas.
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Propiedades elasticas y termodindmicas

Propiedades termodindmicas: densidad de estados fondnicos
De manera frecuente se pueden encontrar expresiones de propiedades
que dependen de la dinamica de la red 3 que tienen la sig. forma,

1 dk
7 2 Qnl0) = X [ Qs

por lo que es conveniente reducirlas a integrales de frecuencia tnica-
mente,

[ dwogl)Qe),

en donde se ha definido la densidad de estados fondnicos como el
nimero total de fonones con frecuencias en el rango w y w + dw entre
el volumen total del cristal,

o) = 3 [ g5t = i),

3como el calor especifico
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Propiedades elasticas y termodindmicas

Propiedades termodindmicas: densidad de estados fondnicos

Una expresion mas tratable para
. . Alumi
g(w) es la siguiente, osp. - A
-% [ oy
3 %
o) |w O
o 03
en donde la integral es sobre la 5
superficie en la IBZ, en la cual £ o
=
ws(k) = w. %
0.1~
|
0 1 2 3 4 5 6

(10" rad/sec)
Debido a la forma de g(w), se observa que para valores en los cuales

|Vws (k)| = 0 se presentaran singularidades, conocidas como singular-
idades de van Hove.
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Propiedades elasticas y termodindmicas

Propiedades termodindmicas: densidad de estados fondnicos
Para observar el origen de las singularidades de van Hove, analicemos
conjuntamente la PDOS vy el espectro de dispersién w,(k) de Nb(bcc),

,00 10 10 [ 05 [l 00 [K0) 05

- Nb

N N [N
o o o
T 1 7 1

N
a
!

Frequency (meV)
S

O Exp.[18]
LDA
— GGA

r H =) r N (arb. units)
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Propiedades elasticas y termodindmicas

Propiedades termodindmicas: densidad de estados fondnicos

Analizando el comportamiento de g(w) en el modelo de Debye,

gw) = Z/ (26171:)35(0) — wy(K)), Silicon
dk

gD(w) =3 k<kp (271')3

0(w — ck),

Debye
approximation e
\ -

Density of states Z(v)

3 !
4 8 12 16
0, w > wp Frequency v (10'2s™)

en donde wp = kpc.

Por tanto, con el modelo de Debye, sélo se puede asegurar cierto
acuerdo en g(w) a frecuencias en la vecindad de w = 0.
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Propiedades elasticas y termodindmicas

Propiedades termodindmicas: densidad de estados fondnicos
En una forma similar, en el modelo de Einstein tenemos una divisién
entre ramas aclsticas y épticas,

dk .
oS B, | -
S ( 71') % Einstein
2 approx.
Aclsticas E
o
3 w? g
_ - c Deb
gD(w) T o2 3 w < Wp, 8 aSprfximation - -
Opticas ! '
dk 4 8 12121 16
Frequency v (10'“s™)
w) = O(w —w
9ew) = | ool —wp),

=nd(w — wg).

Lo anterior da resultados razonables, considerando que el width de una

rama ptica no es muy grande para el célculo de gp(w).
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Propiedades elasticas y termodindmicas

Propiedades termodindmicas: aproximacién cuasi-arménica (QHA)
Para el calculo de las propiedades termodinamicas de un cristal, se usa
la expresion de la energia libre de Gibbs G(T', P),

G(T,P) = F(T,V) + PV

en donde F(T,V) es la energia libre de Helmholtz a una Ty V

dados, la cual puede ser expresada como,

F(T,V) = E(V) + F(T, V),

siendo:
e E(V): energia total del estado base,

® F,u(T,V): contribucién proveniente de la vibracion de los atomos

= fonones.
Por tanto, los efectos de temperatura provienen de la parte vibracional

enteramente: Fp,(T,V).

Estado Sélido Avanzado — Doctorado (Ciencia de Materiales)

Omar De la Pefia-Seaman | IFUAP




Propiedades elasticas y termodindmicas

Propiedades termodindmicas: aproximacién cuasi-arménica (QHA)

El término de E(V') puede ser extraido de un célculo DFT estandar,
mientras que F;, (T, V') se obtiene mediante la siguiente relacién:

o0 hw
Ep(T, V) = kBT/O g(w)ln {2Senh (27€BT>} dw,

en donde w = w(V) representa el espectro de frecuencias fonénicas
y g(w) = glw(V)] la densidad de estados fonénicos, ambos dependi-
entes del volumen.

Para el caso cuando T' — O,
Tl 0 ph aL gl\w W,

lo cual representa la energia del punto cero: ZPFE.
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Propiedades elasticas y termodindmicas

Propiedades termodindmicas: aproximacién cuasi-arménica (QHA)

Por tanto, para el célculo de F(T, V'), necesitamos lo siguiente:

(1) Determinacién de E para varios
volimenes (ctes. de red),

(2) Célculo de w para varios vol-
umenes (ctes. de red).

e

WO
A AT
SRR
\\\“\‘

*““

De esta manera, se obtiene un grid
s#’s{“
SR

- |
de puntos {F'|(T,V)} el cual se mini- ‘;\gs\:{%‘\\g‘mt
miza, obteniendo asi la expresién para e
la energia libre de Helmholtz.

50

El procedimiento descrito anteriormente se conoce como aproximacion
cuasi-arménica (QHA), y toma en cuenta efectos de temperatura
via la dependencia de F(T, V') en el volumen.
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Propiedades elasticas y termodindmicas

Propiedades termodindmicas: aproximacién cuasi-arménica (QHA)
Una aplicaciéon de QHA, es la obtencién del coeficiente de expansion
térmica, «(T'), para ello se calcula lo siguiente:

F(V,T)=E(V)+ F,,(V,T) V dif. valores de T

para luego minimizar F'(V,T') de cada valor de temp. en el set de {7},
de tal manera que se obtiene V5(T'), y finalmente:
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Propiedades elasticas y termodindmicas
Propiedades termodindmicas: aproximacién cuasi-arménica (QHA)
Otra aplicacién de QHA es el célculo del calor especifico mediante el
uso de F(T,V),
O*F
- oor?
Fiew ohw/kpT

= /-cB/g(oJ) (kBT)2 (T — 1)2dw.

ds
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