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2. Teoria de bandas electrénicas
2.1 Redes de Bravais y estructuras cristalinas
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Redes de Bravais y estructuras cristalinas

Redes de Bravais, clasificacién

Las simetrias de traslacion son las mas importantes en la teoria del
estado sélido:

a;=T+a; V T = vec. de traslacion.

Sin embargo, las redes de Bravais muestran ciertas estructuras que no
pueden ser generadas tinicamente mediante traslaciones, sino tomando
en cuenta operaciones de simetria adicionales, conocidas como grupos
de simetria o grupos espaciales.

Tales operaciones sélo pueden ser de las siguientes formas:

(1) Traslaciones a través de vectores de la red de Bravais.

(2) Operaciones que dejan un punto particular de la red fijo: grupos
puntuales.

(3) Operaciones que son resultado de aplicaciones sucesivas de las
dos anteriores.
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Redes de Bravais y estructuras cristalinas

Redes de Bravais, clasificacién
Existen sélo siete diferentes grupos puntuales que una red de Bravais
puede presentar. Por tanto, cualquier estructura cristalina pertenece a
uno de los siete sistemas cristalinos.

Eliminando la restricciéon de simetrias no-traslacionales = se tienen
catorce diferentes tipos de redes de Bravais.

Los diferentes sistemas cristalinos o (grupos puntuales) y las redes de
Bravais o (grupos espaciales) pertenecientes a cada uno son:

1) Cibico (3)

2) Tetragonal (2)
3) Ortorrémbico (4)
4) Monoclinico (2)
5) Triclinico (1)

6) Trigonal (1)

7) Hexagonal (1)

® /82
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Redes de Bravais y estructuras cristalinas

Grupos puntuales y grupos espaciales: clasificacién

Cubico (3)

a a a
a a a
a BCC a FCC

a SC

Caracteristicas:
e |ados: a =b =,

e angulos: o= =~ =90°.

Omar De la Pefia-Seaman | IFUAP Estado Sélido Avanzado — Doctorado (Ciencia de Materiales)



Redes de Bravais y estructuras cristalinas
Grupos puntuales y grupos espaciales: clasificacién

Tetragonal (2)

Simple
tetragonal

Centered
tetragonal a
a a

<

Caracteristicas:
e lados: a =b # c,
e angulos: a =g =~ =90°.
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Redes de Bravais y estructuras cristalinas

Grupos puntuales y grupos espaciales: clasificacién

Ortorémbico (4)

Simple Base-centered Body-centered Face-centered

]

C C C C
a a a a

’ b b b

b

Caracteristicas:
e lados: a #b # ¢,
e angulos: a = =~ =90°.
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Redes de Bravais y estructuras cristalinas

Grupos puntuales y grupos espaciales: clasificacién

Monoclinico (2)
Simple VQ
monoclinic A.ﬁ

Centered

monoclinic
[ ™\ B

Caracteristicas:
e lados: a # b # c.
e angulos: a = = 90°, v # 90°.
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Redes de Bravais y estructuras cristalinas

Grupos puntuales y grupos espaciales: clasificacién

Triclinico (1)
N 1A

Caracteristicas:
e lados: a #b # ¢,
e angulos: a # B # v # 90°.

Omar De la Pefia-Seaman | IFUAP Estado Sélido Avanzado — Doctorado (Ciencia de Materiales)



Redes de Bravais y estructuras cristalinas

Grupos puntuales y grupos espaciales: clasificacién

Trigonal (1) Hexagonal (1)

4

a\ |«
a a
Caracteristicas: Caracteristicas:
e |ados: a =b =, e lados: a =b #¢,

e angulos: a = =90°, v = 120%
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Redes de Bravais y estructuras cristalinas
Grupos puntuales y grupos espaciales: estructuras cristalinas

Los 14 grupos espaciales anteriores fueron obtenidos considerando que
la base posee simetria esférica.

Si consideramos ahora una base de simetria arbitraria (ejem.: NaCl),
entonces obtenemos:

Red de Bravais Estructura Cristalina
(base con simetria esférica)  (base con simetria arbitraria)
Grupos puntuales . 7. . 32 .
(7 sist. cristalinos) (32 grupos puntuales crist.)
Grupos espaciales 14 . 230 .
(14 redes de Bravais) (230 grupos espaciales)

Existen dos notaciones para clasificar a los 230 grupos espaciales:

¢ Notacion Schoenflies. Ejem: C,,, S, Dyp.

¢ Notacion internacional. Ejem: n, n, n/mmm.

De los 32 grupos puntuales cristalograficos, se dividen en:

e No-cubicos: son 27 grupos.

e Cibicos: son sélo cinco grupos espaciales: Op, (m3m), O (432)
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Redes de Bravais y estructuras cristalinas

Redes de Bravais y zonas de Brillouin
Algunas de las redes de Bravais (convencionales y unitarias) méas co-
munes, asi como las zonas de Brillouin asociadas, son las siguientes:

(1) Body centered cubic (bcc), red reciproca: fcc.

(2) Face centered cubic (fcc), red reciproca: bcc.

(3) Hexagonal close packed (hcp), red reciproca: hcp.

(4) Body centered tetragonal (bct), red reciproca: fct.

(5) Face centered tetragonal (fct), red reciproca: nearly bcc.

(6) Rhombohedral, red reciproca: rhombohedral (nearly bcc).

(7) Rhombohedral (triatomic hexagonal), red reciproca: rhombohedral

(nearly bcc).
(8) Base centered orthorhombic, red reciproca: base centered orthorhom-
bic.
(9) Simple cubic (c), red reciproca: c.
(10) Simple tetragonal (t), red reciproca: t.
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Redes de Bravais y estructuras cristalinas
Redes de Bravais y zonas de Brillouin: body centered cubic (bcc)
Celda convencional

(222)

Celda primitiva

Los vectores base de la celda primitiva, t;, en términos de los vectores
cartesianos son,

t1 = (—a/2,a/2,a/2) = (a/2)(-1,1,1),
to = (a/2,—a/2,a/2) = (a/2)(1,-1,1),
ts = (a/2,a/2,—a/2) = (a/2)(1,1, —-1).
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Redes de Bravais y estructuras cristalinas

Redes de Bravais y zonas de Brillouin: body centred cubic (bcc)

Red reciproca

K hn/a

Los vectores base de la celda reciproca, g;, en términos de los vectores
cartesianos en el espacio reciproco (k:xk:ykz) son:

g1 = (0,27 /a,27/a) = (27 /a)(0,1, 1),
g2 = (27/a,0,27/a) = (2w /a)(1,0,1),
g3 = (2n/a,27/a,0) = (2w /a)(1,1,0).
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Redes de Bravais y estructuras cristalinas

Redes de Bravais y zonas de Brillouin: body centred cubic (bcc)

Primera zona de Brillouin Coordenadas (cartesianas) de los pun-
tos de alta simetria:

I': (000); H:(010);

N: (1/2,1/2,0); P:(1/2,1/2,1/2).

Caminos de alta simetria:

A = [0¢0] V 0<(<;
A = [¢¢(] Voo 0 <<l
G=[ccl] Y 0<C<yp
=[] ¥ 0<C¢<ip
F = [¢¢¢] V 12<C <L
D=[12,12,(] V 0<(<1o
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Contenido: Tema 02

2. Teoria de bandas electrénicas

2.2 Generalidades de un potencial periédico: teorema de Bloch, densidad
de estados, y superficie de Fermi
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Generalidades de un potencial peridédico

El potencial periédico

Debido al arreglo periédico de un sélido cristalino, el potencial que
siente un electrén reproduce tal periodicidad,

U(r+R) = U(r).

El problema de electrones en un sélido (prob. de muchos cuerpos) se
transforma en un prob. de un electrén en un potencial efectivo U(r),
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Generalidades de un potencial peridédico

Teorema de Bloch

Electrones de Bloch: cada uno de los electrones que obedecen ecs.
de Schrédinger independientes que tienen un potencial periédico U (r).

Teorema de Bloch

Los eigenestados v de:

H:—;QV2+U(1~), V U(r) =U(r +R),

pueden ser expresados como,
wnk(r) — eik.runk(r> v unk(r) — unk(r + R)a
=> djnk(r + R) — eik.Rl/}nk I'),
Y(r+R) = Ry ),

para todo R en la red de Bravais.
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Generalidades de un potencial peridédico

Teorema de Bloch: demostracion

Consideremos al cristal formado por N celdas primitivas con la siguiente
condicién de periodicidad:

Y(r+ Naj) =¢(r) ¥V i=1,23

donde a; son los vectores primitivos y N; oc N'/3 con N = [[?_; N;.

Debido a tales condiciones de periodicidad, podemos expander cualquier
funcién (que obedezca estas condiciones) en ondas planas:

_ iqr
r)= Z Cqt
q
en donde q es un vector de la red reciproca dado por,

3
q= Z me1€Z

=1 'L
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Generalidades de un potencial peridédico

Teorema de Bloch: demostracion

Debido a que U(r) = U(r+R), entonces su expansion sélo contendra
ondas planas con la periodicidad de la red .". los vectores de onda serén
vectores de la red reciproca:

UV Jeell

) 1 )
Urr) =Y Uge'S™ V Ug =~ [ drU(r)e "™
G

Ahora, como U(r) es real, entonces de los coeficientes de Fourier se

deduce,
U g =UL,

si ademas se asume que el potencial posee simetria de inversion:
Ur)=U(-r) = U.g=U,="Ug,

por tanto, Ug sera real.
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Generalidades de un potencial peridédico

Teorema de Bloch: demostracién
Una vez asegurada la naturaleza de los eigenvalores e podemos expre-
sar la ec. de Schrédinger,

h? R?

Hip = (—V2 - U(r)) Y =cp = (—v2 +U(r) — a) Y =0,
2m 2m

en el espacio reciproco:

R, 2o,
T: - =Y L egeiar
2m ¥ ” 2mq Sa€

U - U(I‘)’(l) — lz UGeiG~r‘| [Z quiq.r
G q

U(r)’([) = Z UGqufGeiq,'r v G_ + q= q/’
Gq’

Uy = Ugrcq-are@™, ¥V G— G & q =aq.
G'q

_ Z UGqui(G+q)~r’
Gq

1Si Ug es real = ¢ € R.
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Generalidades de un potencial peridédico

Teorema de Bloch: demostracion

Sustituyendo lo anterior en la ec. de Schrodinger,

( fqu() >¢=0,

2
Zh—q cqe' " + Y Ugrcq-qre' " — e cqe’t" =0,
q 2m G'q q
= Zl(q —6>cq—|—Zngcq G,]e“—o.
G/

Debido a que las ondas planas forman una base ortonormal completa,
entonces cada elemento de la expresiéon anterior debe anularse uno a
uno,

hZ
<2q S E) Cq + Z UG/Cq,G/ = 0.

G/
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Generalidades de un potencial peridédico

Teorema de Bloch: demostracion

Si trasladamos q a la primera zona de Brillouin mediante: q =k — G,

h2
(2(] — E) Cq + Z Ugcq-a =0,
G/

hQ
<2 (k — G)? —€> k-G + Y Usrck-g-a' =0,
m G

haciendo G’ — G’ — G entonces se tiene:

h2

(k G) — & | Ck— G"‘ZUG’ GCk— G’—O

2m Py

De la ecuacién anterior observamos lo siguiente:

e Para un k € IBZ dado, el set de ecuaciones en todos los G's esta
acoplado mediante los coeficientes ¢y, k@, Ck—G/s Cke G5 - - -

e El probleman original se ha separado en N problemas independi-
entes, uno para cada k en la IBZ.
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Generalidades de un potencial peridédico

Teorema de Bloch: demostracién
Si tomamos en cuenta el resultado anterior? para la expansién de la
funcién de onda 1,

¢(r) = Z quiqr’
q

= Yk(r) = cx_geDT,
G

_ [Z ck_Ge—iGT] eik~r’
G

= uy(r)e’™T

)

lo cual corresponde al teorema de Bloch con,

u(r) =Y acae STV ouk(r) = u(r + R),
G

en donde uy(r) es la funcién de Bloch.

2|os vectores permitidos en la expansién son k. k — G,k — G’k — G, . ..
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Generalidades de un potencial peridédico

Teorema de Bloch: generalidades
(1) —ihV = p # Ik,
—ihV i = —ihV {unk(r)eik'r} ,
= ikt — ihe™ TV (r),

por tanto, v, no es una eigenestado de p, siendo que hk se le
conoce como el momento cristalino, el cual determina la simetria
traslacional del potencial periédico.

(2) El vector de onda k siempre se puede confinar a la IBZ, ya que
VK¢&IBZ = K=k+G

donde k € IBZ y G representa al vector de la red reciproca, y en
ambos casos el teorema de Bloch se cumple.
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Generalidades de un potencial peridédico

Teorema de Bloch: generalidades

(3) De la ec. de Schrodinger en el espacio reciproco,

2

(;im(k -G)’ - 5) k-G + %; Ug'—gck—-g' =0,
observandose que para cada k habra varias soluciones, las cuales
son agrupadas en una familia de funciones &,(k), conocidas como
bandas, y donde n es el indice de banda.

(4) Debido a la periodicidad del potencial (y el teorema de Bloch), se
tiene que:

wnkJrG =tk & Enk+G = Enk-

(5) En general, un electrén con &,(k) posee una velocidad promedio

diferente de cero dada por:

1
es decir, los electrones se mantienen en un estado estacionario, a

pesar de las interacciones con los iones.
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Generalidades de un potencial peridédico
Densidad de estados electrénicos (DOS)
Normalmente se calculan cantidades que son sumas ponderadas sobre

los estados electrdnicos,
Q=2> Qunk),
nk

en donde el factor 2 se debe a la posiblidad de acomodar dos electrones
de diferente espin en cada nivel.

En el limite de cristales, debido a su volumen macroscépico, los val-
ores de k se pueden considerar muy cercanos entre ellos, y por tanto
reemplazar la sumatoria por una integral,

Considerando que, en general Qn (k) x e, (k), entoces podemos definir
una densidad de estados g(¢) tal que,

q—/deg
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Generalidades de un potencial peridédico
Densidad de estados electrénicos (DOS)
Comparando las dos expresiones anteriores vemos que:

96) = 3 00(6), ¥ g0(e) = [ 50— (1),

en donde la integral es en la celda primitiva y g, (g) es la DOS de la
n-ésima banda en un rango de energias € y € + de.
Otra expresién alternativa para la DOS, viene del siguiente anilisis,

2
gn(e)de = Vx{num. de k de la n-ésima banda en el rango ¢ y ¢ + de}

tal nim. de k en el rango ¢ < ¢, (k) < £ + de corresponde a:

1 _ (2m)?
A(k)x/dk, VoAl =L
por tanto,
dk

y cero para valores de ¢, (k) fuera del rango mencionado.
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Generalidades de un potencial peridédico

Densidad de estados electrénicos (DOS)
Debido a que de es infinitesimal, por tanto también lo es dk y podemos
considerar la integral como una de superficie,

. Jac [ . 450k(9)

en donde,
e S,(e) es la superficie e, (k) = ¢,

e Jk(k) es la distancia L entre las superfi-

|' cies de energia cte. S,(¢) y Sp(e + de).

Recordando la definicién de gradiente,

de de

Vken(K)| = — = dk; =0k(k) = ——.

Sustituyendo en la expresién de gy, (¢),

dk ds 1

gde = | — = c) = > -
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Generalidades de un potencial peridédico

Superficie de Fermi
El estado base de IV electrones de Bloch se construye ocupando cada
uno de los niveles por sélo un electrén (o dos contando el espin) con:

er
enlk) <ep V Nz/ g(e)de.
0

en donde 5 se le conoce como nivel de Fermi.

Dependiendo del sistema se pueden tener los siguientes casos:

E A
Conduction band
Bandgap
EF - -
Valence band

Y

Conductor Semiconductor Insulator
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Generalidades de un potencial peridédico

Superficie de Fermi
Para el caso de un sistema metalico, habrd en el espacio k£ una su-
perficie con e(k) = e (cte.) que separa los estados ocupados de los
desocupados, lo que se conoce como superficie de Fermi.

Cobre Plata Oro
Cu Ag 7 = Au

En el caso de electrones libres se tiene:

erp(k) = h’k%/2m <« ec. de una esfera,

Se observa de las superficies de Fermi que los metales nobles tienen

gran semejanza con el
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Generalidades de un potencial peridédico

Superficie de Fermi

También existen casos bastante complejos, que involucran varias ban-
das de diferente simetria,

Plomo

Informacién adicional de superficies de Fermi de elementos metalicos:
http://www.phys.ufl.edu/fermisurface/
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Contenido: Tema 02

2. Teoria de bandas electrénicas

2.3 Método tight-binding y funciones de Wannier
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Método tight-binding y funciones de Wannier

Combinacién lineal de orbitales atémicos (LCAQO)

P Na[ls?, 257, 2p%, 35')

25

El método de tight-binding consiste en expander los estados de un
cristal en combinaciones lineales de orbitales atémicos (LCAO) de los

adtomos que lo conforman.
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Método tight-binding y funciones de Wannier

Combinacién lineal de orbitales atémicos (LCAQO)
Consideremos un cristal con un atomo por celda unitaria, en donde
©i(r) es un orbital local, con nim. cuéntico i y energia E; .. el
mismo orbital se puede expresar en la celda n-ésima como ¢;(r —ry),

A Entonces, podemos construir me-
o o diante expansién en ondas de
°c e e Bloch,

° e o o o SOL(I') ¢(kr fzelkrn r— rn).

L] L] L] L] L]
ry o e e Realizando una expansién uti-
e ° lizando ésta base se obtiene,

lo cual se conoce como combinacion lineal de orbitales atémicos, o
método LCAO.
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Método tight-binding y funciones de Wannier

Método tight-binding
Ya teniendo una base de expansién para las funciones de onda, se
procede a resolver la ecuacién del Schrodinger para el cristal,

H [py) = Ex [Yx) ,
en donde,

Ur(r) =Y ci(k)di(k,r) = [gi) =D ci(k)[pi(k)),

1 . 1 .
i(k,r) = — elkrn i\r—ry) = i(k)) = — ekTn | n
i(k,r) \/Nzn: @i ) = (k) \/Nzn: [
Calculando la estructura de bandas Ej,

(Y] H [vx) = Ex (x| Yxe)

donde,
(Vi H |¢) Zc ¢; (k)| H|¢i(k Zc M (k)
vV Mj(k) = ( ¢j(k)|H|¢i(k)) integral de interaccion
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Método tight-binding y funciones de Wannier
Método tight-binding
y también,

(Wilvn) =D ch(k)ei(k) (¢;(k)|¢i(k)) integral de traslape,
ji

donde,
<¢J \/»Ze—zkrm i ‘

Por tanto, la estructura de bandas® vendré dada como,

_ <¢{(|H|wk> _ 1 ik (rn—rm) m| i on
S 7 T R T T Ze (e fEler).

Usando el hecho de la invariancia traslacional de H = r,, — 0y
considerando a la base ortonormal ((¢{ |¢)x) = d;;), tenemos:

Ey = Zeik'r” <¢?‘H ¢?> .
n

3obviando los productos cici's
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Método tight-binding y funciones de Wannier
Método tight-binding
De la expresion obtenida anteriormente,

B = Zeik-rn <¢?‘H
n

o),

observamos que la distancia r,, representa el orden de la interaccion?,

lo cual define el tamafio del elemento de matriz.

La dimensién de la integral de interaccién <¢9‘H‘g@?> dependera de:
e Base de expansion: s, p, o d,

e base cristalina: nidmero de dtomos en la base.

Ejemplo: compuesto AB base A: sy p > difi{A— ANS 4x4
. A—A‘A—B baseB:d:%dim{B—B}=5><5,
- B—A‘B—B por tanto, dim {H} =9 x 9.

“vecinos de primer, segundo, tercer orden, y asi sucesivamente.
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Método tight-binding y funciones de Wannier
Método tight-binding: celda cuadrada

‘s Consideremos:
() e e T -
i e cristal monoatdmico,

4 e base de expansién tipo s,

a,
@ 3 @ e interaccién:
! (a) primeros vecinos,

(b) segundos vecinos.

Las coordenadas de los vecinos son:
primeros:  (1,0)a, (0,1)a, (—1,0)a, (0, =1)a.
segundos:  (1,1)a, (-1,1)a, (1,-1)a, (=1,—1)a.

Y donde las integrales de interaccién son:

(ps(0)|H|ps(0)) = €5,
<‘P8(0)|H|§08(1)> - Vjsa <0, <SDS(O)‘H‘908(2)> - Vsta =0

Estado Sélido Avanzado — Doctorado (Ciencia de Materiales)
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Método tight-binding y funciones de Wannier
Método tight-binding: celda cuadrada
Con las consideraciones anteriores se obtiene la sig. est. de bandas:

By = &5+ 2V [Coskya+ Coskyal + ...
..+ 2V2, [Cos(kya + kya) + Cos(kza — kya)],
Graficando:
! 10
(L 1)nla M €0) 1g (49)
8 |- -
X/ |z
T X 2
(0,0) A (1,0)n/a @
B 4r ]
&
2r —— 1st vecinos )
—— 2nd vecinos
Usando: e5 = 5, V.. = o

sso — _1/4v i X M

Omar De la Pefia-Seaman | IFUAP
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Método tight-binding y funciones de Wannier
Método tight-binding: celda cuadrada v2.0

Consideremos:
[ 2 ([ @ , -
[ e cristal monoatdmico,
: e base de expansién tipo s, p
1 . .7 . . .
" a ‘ e interaccidén: primeros vecinos.

En este caso tenemos una matriz
con dimensiones: dim{H } = 4x4.

® 0 @ @
La matriz de interaccién viene dada por,
S/S 3/pz 3/py s/pz
M px/px p:r/py px/pz v ng _ H*

" \pefS putPr py/y Dy/P:|

S peADe DeAPy D2/P-

en donde cada elemento representa una energia E(k), y de los cuales
s6lo hay que calcular 10 debido a la simetria de la interaccion.
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Método tight-binding y funciones de Wannier
Método tight-binding: celda cuadrada v2.0

o ® e

a: s/s  8/px 5/py s/pz
| H— Etﬁ pac/pz pm/py pm/pz

@ @ @ ( M B@f% py/py py/pz ’

S peAfPe poADy P2/p-

o @ o

Calculando la interaccién Eq1(s/s):
Ex = &5+ 2Vys5 [Cos kga + Coskya] V Vise <0,

lo cual corresponde al caso anterior en donde sélo se considerd inter-
accion tipo s.

Estado Sélido Avanzado — Doctorado (Ciencia de Materiales)
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Método tight-binding y funciones de Wannier
Método tight-binding: celda cuadrada v2.0

s/s  s/px S/py s/p=
H = Pt P[P Px/Py Dz/P-
Pyt By% py/Py  Py/p=

s S petPe peAPy P2/p-

P - en este caso las interacciones ya no
@ ‘@MP O (i iouooicas deb ,
son isotrépicas, debido a la naturaleza
del orbital p,.

Calculando la interaccién Eqa(s/ps):

(
(0s(0)[Hlpp, (1,0)) = Vips ¥V Vips >0,
(0s(0)[Hpp, (=1,0)) = =Vipo,
{p5(0 )!lepz(O 1)) = < s(0)|H|pp, (0, =1)) = 0,

donde las dltimas dos interacciones son cero debido a que la contribu-

cion del [6bulo + cancela la del —
Omar De la Pefia-Seaman | IFUAP
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Método tight-binding y funciones de Wannier
Método tight-binding: celda cuadrada v2.0
Calculando la contribucién a la estructura de bandas de E12(s/p.),

B =) ek <¢?’H ),
n

= E1a(s/p2) = (s(0)|Hlpp, (0)) + €™ (105 (0) | H|pp, (1,0)) + . ..
e (o (0)| H | pp, (—1,0)) + ...
e (o (0)[H p, (0,1)) 4. ...
oot e (0 (0)| H] p, (0, —1))

T. ®px ) ( Por tanto tenemos,
| ElQ(S/px) _ ‘/sp(f (eikxa _ e—’ikzﬂ.) ,

a
S@ @ ( Er2(s/ps) = 2iVspeSen kya.
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Método tight-binding y funciones de Wannier
Método tight-binding: celda cuadrada v2.0

. (
?. @py ® s/s  s/pe s/py  8/p2

Pz/S Pa/Dx Px/Dy Pz/D-

(7 |pfS putpe pu/py py/pe|’

s P x P y pz/pz
el o

Calculando la interaccién Eq3(s/py):
(s (0)|H |ipp, (1,0)) = (¢s(0)[H|pp, (—1,0)) =0,
(s }H|s0py0 1)) = Vaps ¥ Vipo >0,
(0s(0)|H|gp, (0, -1)) = =Vipo,

en donde las primeras dos interacciones son cero debido a que la con-
tribucién del 16bulo + cancela la del —

Estado Sélido Avanzado — Doctorado (Ciencia de Materiales)
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Método tight-binding y funciones de Wannier
Método tight-binding: celda cuadrada v2.0
Calculando la contribucién a la estructura de bandas de E13(s/py),

= Ei3(s/py) = (05(0)|H]p, (0)) + €™ (05 (0)[H oy, (1,0)) + ...
e (0 (0)|H gy, (—1,0)) + ...
o+ €M (0 (0)|H [0y, (0,1)) + ...
e (o (0)| H pp, (0,—1))

Por tanto tenemos,

@ g o ( | |
ai Py Elg(s/py) = ‘/spa (elkya B e*zkya) ,
e @ ( Fusls/py) = 2iVipeSen kya.
S

Se observa que este caso es simétrico

R al caso FEi2(s/py) con sélo hacer
o8 o

Pz — Dy- 47/
82

Omar De la Pefia-Seaman | IFUAP Estado Sélido Avanzado — Doctorado (Ciencia de Materiales)



Método tight-binding y funciones de Wannier
Método tight-binding: celda cuadrada v2.0

o ® e
P s/s  s/ps  s/py  8/p-
Pz/S Px/Dx Px/Dy Pz/D-

@ s@ @ ( " Py/s pyfDs Py/Py Py/pz|’

S pefPe pefDy D2/p-

6 ® o

Observando la simetria de las interacciones participes en E14(s/p;) se
puede concluir que:

por tanto,
E14(S/pz) = 0
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Método tight-binding y funciones de Wannier
Método tight-binding: celda cuadrada v2.0

o @a®, o sfs s/ iy s/ps

! _ Pz/S Du/Ds DPx/Py Dx/D:

@@@ ( B py/s M py/py py/pz ’

Px P-/5 pADr DoADy D2/P-

Calculando la interaccién Eao(py/ps):

(ep. (0)[H]epp, (1,0)) = Vppo,
(ep. (0)[H |pp, (—1,0)) = Vppo,

(% Z(O)IHI%I(O 1)) = Vopr,
(ep. (0)|H |pp, (0, =1)) = Vppr,

donde se tiene: Vppe > 0 & Vipr < 0.
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Método tight-binding y funciones de Wannier
Método tight-binding: celda cuadrada v2.0
Calculando la contribucién a la estructura de bandas de Fao(p./ps),

B2 (pe/pa) = (2p, (0)|Hlpp, (0)) + ™ (0, (0)| H] o, (1,0)) + . ..
et (‘sz(o)’H|<Ppm(_1a 0)) +...
e (o, (0)[H|pp, (0,1)) + ...
ot e M (o, (0)[H gy, (0,-1)),

Por tanto tenemos,

@ -@v, @ C Eulp./ps) =
! Eps + Vopo (eik””“ + e_ikz“) + ...
oot Vopr (eikya 3+ e_ikya) )

________ E22(pz/pz) =
® ‘@@ O ( Epy + 2Vppo Cos kgt 2VpprCos kyan

a

gﬁ@ (
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Método tight-binding y funciones de Wannier
Método tight-binding: celda cuadrada v2.0

@ g ® s/s  s/pe s/py  S/ps
Py

ai H = px/s px/pac pr/py pw/pz
| Py/s DyfPr Dy/Py Py/Dz|’
b, p:/s DpetPe DoADy D2/P:

_______ @ debido a la simetria de las interac-

;

-

ciones, todas las integrales se elimi-
nan .. Ea3(pz/py) = 0.

-

k=l

N
PN

s/s  s/px _8[py. /D=
al i — |Pe/s Pe/Pe Pe/Py Pu/D
Py/s Py/Px Py/Py Dy/D=

: p:/s ATz PADy D:/D

de igual manera se obtiene que:
E24(pz/pz) = 0.

.
L
.

@
i
o
1
1
-
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Método tight-binding y funciones de Wannier
Método tight-binding: celda cuadrada v2.0

E‘ gpy ¢ ‘ s/s  s/px  s/py  S/p:

E H— px/s px/paz px/py pa:/pz

:8 @ 8 ( Py/s Dy/Px DPy/Dy Py/pz|’
Py pz/s pz/px Bz/’{y pz/pz

el o

Calculando la interaccién Es3(py/py):

(p, (0)[H|pp, (1,0)) = Vipr
(@p, ( )|H|90py 1,0)) = Vppr

(¢p, (0) |H|‘Ppy 0 1)) = Vipos
<S0py )|H|90py —1)) = Vo

donde se tiene (como en el caso p;/pz): Vppe > 0 & Vippr < 0.

Omar De la Pefia-Seaman | IFUAP Estado Sélido Avanzado — Doctorado (Ciencia de Materiales)



Método tight-binding y funciones de Wannier
Método tight-binding: celda cuadrada v2.0

Calculando la contribucién a la estructura de bandas de E33(py/py),
Es3(py/py) = <‘Ppy (O)IH’Sopy (0)> + ethea <90Py (0)’H|90Py(1’ O)> RS
ke (g (0)|H]op, (—1,0)) + ...
e (o (0)[H gy, (0,1)) + ...
o (g (0)|H]p, (0, -1)),

Por tanto tenemos,

‘@
1

® Bk -
ep, + Vopr (e““za + e_“““”a) ...
8 ( AV (eikya u e—ikya) ,
Es3(py/py) =
® €p, T 2VpprCos kza + 2VppsCos kya.
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Método tight-binding y funciones de Wannier

Método tight-binding: celda cuadrada v2.0
El caso anterior para Es33(py/py) se puede considerar como el E2(ps/pz),
aplicando una rotacién de 90°:

px/px R(goo){px/px} — py/py

o a@ap, e (@ @ ®
2 | P
SRR DR DR @ p@ @ (

Lo cual equivale a hacer la sustitucién x <= y en E2(ps/ps):
E2(pz/pz) = ep, + 2VppoCos kya + 2VpprCos kya,
= E33(py/py) = €p, + 2VppoCoskya + 2VpprCos kza.

Omar De la Pefia-Seaman | IFUAP
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Método tight-binding y funciones de Wannier
Método tight-binding: celda cuadrada v2.0

@ .pz @ ( s/s  s/pe  s/py S/

a H— pz/S px/p:r pz/py px/pz
py/S py/px py/py py/pz

@ p @ ( pz/s pz/pl" % pz/pz

Debido a la simetria de las interac-

o - ‘ () ( ciones, todas las integrales se elimi-
nan .. Ez4(py/p.) =0.

Lo anterior se pudia deducir con- Y. @pz ® (

siderando  E34(py/p.) como el
FEs4(pz/p.) aplicando una rotacién

de 90°: @ gID @ (

R(90°) {pz/p=} = py/pz =

1
a,
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Método tight-binding y funciones de Wannier
Método tight-binding: celda cuadrada v2.0

s/s  s/px  S/py  S8/p-
I Pz/S DPa/Dx DPa/Dy Pz/D-

@ p@ @ ( |pu/s pulpe pylpy Py/p:

P2/S P[Pz DP2/Dy D:/D-

® @pz ® (
a

o @ o

Finalmente, calculando la interaccion Ey4(p./p.):

(- (0)[H|pp. (1,0)) = (¢p. (0)|H|pp.(=1,0)) = Vipr,
(- (0)[H|p. (0,1)) = (¢p. (0)|H|pp. (0, =1)) = Vippr,

debido a la simetria propia de los orbitales p,.
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Método tight-binding y funciones de Wannier
Método tight-binding: celda cuadrada v2.0

Calculando la contribucién a la estructura de bandas de Ey4(p./p.),
Eu(py/py) = (pp.(0)|Hlep.(0)) + ek (pp. (0)[Hlipp.(1,0)) + ..
e gy (0)|H pp, (=1,0)) + ...
co € (0, (0)[ Hlpp, (0,1)) + ..

e R (o, (0)| Hipp. (0, —1))
Por tanto tenemos,

® ® O -
ai Ep, + V})pw (eikza + 6—ikza) -
@ F@ @ ( ot Vipr <eikya + e—ikya> :
________ - E44(pz/pz)
®°* @ ® €p, + 2Vppr [Coskza + Cos kyal .
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Método tight-binding y funciones de Wannier
Método tight-binding: celda cuadrada v2.0

Ya teniendo todos los elementos de la matriz,

s/s  s/px  S/py  S/p-
Pz/S Po/Px Px/Dy Dz/P .

H =
Py/S DPy/Pe DPy/Py Dy/P2|’

p2/S Pp:/Px P:/Dy P2/P2

ésta se diagonaliza,

(s/s)o 0 0 0
Hy = 0 (pm/P,z:)o 0 0
0 0 (py/Py)o 0 ’
0 0 0 (pz/pz)o

obtenendo asi cuatro diferentes bandas, una para cada orbital consi-
derado en la expansiéon de la base.

Estado Sélido Avanzado — Doctorado (Ciencia de Materiales)

Omar De la Pefia-Seaman | IFUAP




Método tight-binding y funciones de Wannier
Método tight-binding: resumen de interacciones
De la interaccién s — p sélo habra cuatro términos que sobreviven,

®©6e o6@e=.

VSSO'< 0 Vspcr > 0
Vppcr >0 8 8
Vopz <0

Aunque las integrales de interacciéon dependen de la distancia relativa
entre orbitales, se puede inferir una relacién de proporcionalidad:

Viso © Vspo © Vppo @ Vppr = —1.40 1 1.84 : 3.24 : —0.81
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Método tight-binding y funciones de Wannier

Método tight-binding: celda cuadrada con interaccién a segundos vecinos

Si quisieramos considerar ademéas de interaccién a primeros, también
de segundos vecinos, las integrales se complicarian debido al angulo
de interaccién 6.
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Método tight-binding y funciones de Wannier

Método tight-binding: pardmetros Slater—Koster

En este caso en donde no es simple obtener las integrales de inter-
accion, consultamos las tablas de Slater & Koster,®

E(s/s) Vsso

E(s/z) Wepo

E(z/x) *Vipa + (1= 1) Vipr
E(z/y) ImVpps — ImVppx
E(z/z) INVppe — InVppr

en donde I, m, y n representan los cosenos directores del vector
relativo re:
'y a N A x z
rgz—gzxi+yj+zk = [=—, mzi, n—=—.
U3 a3 3 LA

®Phys. Rev. B 94, 1498 (1954), en donde se analizé hasta una base con

estados d.
Omar De la Pefia-Seaman | IFUAP

Estado Sélido Avanzado — Doctorado (Ciencia de Materiales)




Método tight-binding y funciones de Wannier

Funciones de Wannier
En general, una funcién de onda® se puede expander en una base dada,

Pr(r) = cik)pi(k, ),

7

Tight-binding Wannier
tkern,
oi (k r \/> Zelk rn I' - I'n) bi ( ; mw; I‘ I‘,,,),
¢i(r —r,): orbitales atémicos donde,
que, en general, no son siempre or- 1 Z .
togonales. w;i(r—ry,) = —Z= 3 en sy (r).
VN ¢

forma un set completo ortonormal
de funciones base, las cuales son

localizadas en el espacio.

®que cumple con el teorema de Bloch: #(r + R) = ™R (r)
Omar De la Pefia-Seaman | IFUAP
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Contenido: Tema 02

2. Teoria de bandas electrénicas

2.4 Teoria de pseudopotenciales
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Teoria de pseudopotenciales

Fundamentos de pseudopotenciales

All-electron:

valencia

¢(r) — funcién de onda,
V(r) — potencial de core,

Pseudopotencial:

P?(r) — funcién de onda,

14
Vps(r) — pseudopotencial,

en donde V es sustituido
por Vs, cuya ¢P° reproduce
@w V¥V r > rey de esta man-
era reduciendo la expansion en
funciones base de ¢.

e core: no participan de manera ac-
tiva en el enlace,

¢ valencia: determinan las

propiedades del sélido.
Omar De la Pefia-Seaman | IFUAP
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Teoria de pseudopotenciales

Construccién de un pseudopotencial
Consideremos que H es el Hamiltoniano original con funciones de core
y de valencia ¢, y ¢, respectivamente, entonces:

Ph? =y + Z@fuc@c V' aye = (pelP?) -
(&
Aplicando H se obtiene,

H "P}Zs> =&y ’(Pv> + Zavcec “Pc) )
:511’()0 +Zavc - ‘(Pc>,

= &y |05°) Z e — €v) lc) (el DB%),s

=& |0°) + Z (ec = €v) [pe) (el | 105,

C

en donde €. y €, son los eigenvalores de core y de valencia, respectiva-

mente.
Omar De la Pefia-Seaman | IFUAP
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Teoria de pseudopotenciales
Construccién de un pseudopotencial
De la expresién anterior,

|©3°) 5

Z (ec — &) [pe) (el

C

H %) = &, [00°) +

podemos relacionar,

H+ Z —ec) |we) <SOC|] |ob%) = €u |ED°)

= Hps|py®) = €57 [0}°)
en donde vemos que los pseudo—orbitales ¢P® satisfacen una ecuacién
tipo Schrédinger, con:
Hys=H+Vrp=T+ (V+Vg) =T + Vps,

donde V), representa un pseudopotencial el cual es dependiente de
€, mediante,

Vi = Z (ev —€c) |pe) (el -

[
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Teoria de pseudopotenciales

Construccién de un pseudopotencial
El pseudopotencial,

Vos =V 4+Ve=V+Y (0 — ) pe) (el

posee las siguientes propiedades:

e Vs =V ¥V r>r debido a que las funciones de core son cero en
esa region.

e La construccion del pseudopotencial es lineal, en el sentido de que
la contribucién de cada dtomo es aditiva y separada.

* Debido a que la contribucién al potencial de core es repulsiva, Vj,
es generalmente mas suave que V.

e Lo anterior da como resultado una expansion reducida en funciones
base para los pseudo—orbitales.
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Teoria de pseudopotenciales

Clasificaciéon y propiedades de los pseudopotenciales

Existen basicamente dos tendencias para la generacién de pseudopo-
tenciales, las cuales difieren del método de construccién y propiedades
de los mismos:

¢ Pseudopotenciales que conservan la norma,
¢ Pseudopotenciales ultrasuaves.
Ambos esquemas tratan de cumplir con las siguientes condiciones:

(1) Deben ser tan suaves como sea posible, tal que la expansién de
los pseudo—orbitales de valencia use un niimero de funciones base
lo mas pequeiio posible.

(2) Deben ser lo mas transferible posible, tal que si un pseudo es
generado para una configuracién atémica, éste sea atn valido para
otras configuraciones, por ejemplo en sélidos.

(3) La pseudo—densidad de carga (3, (¢P?|¢b%)) debe reproducir
la densidad de carga de valencia tan preciso como sea posible.
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Teoria de pseudopotenciales

Pseudopotenciales que conservan la norma

El concepto de conservacion de norma realiza importantes esfuer-
zos en conciliar las metas anteriormente propuestas, proponiendo lo
siguiente:

=0 & Vpe=V V r>rg
PP FE e & Ve #V YV r<re,

en donde para r < 1., a pesar de que ©P° difiera de ¢, se requiere que
la norma se conserve:

/ drr2oPS* (1) P (r / drrio* (r)e(r),

y se tendrd una expresion differente para cada momento angular [,
implicando que el pseudopotencial debe ser dependiente de [, lo que se
conoce como pseudopotencial semi-local.
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Teoria de pseudopotenciales

Pseudopotenciales que conservan la norma

Una medida de la transferibilidad se obtiene de exigir:

1 dpP*(r, E) B 1 de(r,FE)
©Ps(r, E) dr - e(r,E) dr

r=rc

YV r>r.

r=Tc

en donde E es la energia de referencia, y se usa para definir la
transferibilidad,

Transferibilidad

El rango de energia E en el cual la relacion

1 dp™(r, E) _ 1 de(rE)

m dr —r ~ p(r,E) dr

se cumple de manera adecuada y precisa.

y donde cabe senalar que tal relacién es exacta cuando E es la energia
atémica de referencia.
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Teoria de pseudopotenciales
Pseudopotenciales que conservan la norma
En general también se tiene que,

o 0 1
o8 or )| S e Bl B

por lo que debido a la conservacién de norma:

/Cdrrchps*(r,E)wps(r,E) :/Cdrrzw*(ﬁE)@(TaE)a
0 0

y al asegurar que la pseudofuncién tiende a la funcién all—electron en
T2 Te,

/ drr?o* (r, E)p(r, E),

@ (re) = p(re),

se llega a que:
o 0 o 0

—Inp?*(r, E)

OE or ~ OE or
Lo cual indica que las diferencias son de segundo orden en la desviacién
respecto a la energia de referencia, ayudando a asegurar la transferi-
bilidad del pseudopotencial.
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—Inp(r, E)

T=Tc r=r48

Estado Sélido Avanzado — Doctorado (Ciencia de Materiales)



Teoria de pseudopotenciales
Pseudopotenciales que conservan la norma
Finalmente, respecto al punto de suavizar el potencial, se tiene que
depende de la eleccion de r. para cada [, es decir, 7.;:
r.; pequefo: Resulta en pseudopotenciales muy duros, pero alta-
mente transferibles,
r.; grande: Resulta en pseudopotenciales mas suaves, pero la habil-
idad de transferibilidad se ve gravemente afectada.
Ejemplo de un pseudopotencial que conserva la norma:

08 0
-2
c 2
3 \ 4 3s'apaad! 5 ™
LY €
0.4 =
3
; s «g: -6
e
3 o4l %
4
/ -8
\ £
V4
\— 2302
"\“,':'7 3s?3p’ -10
04" ) | | i I
0 1 2 3 4 0 1 2 3
R (a.u.) R(au.)
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Teoria de pseudopotenciales

Pseudopotenciales ultrasuaves

El esquema de pseudopotenciales ultrasuaves también requiere que:

WP=p & Vpe=V V r>rg
WP #E e & Vg #V YV r<re,

en donde se ha removido la constriccién de conservacidon de norma,
para permitir que el pseudopotencial sea tan suave como sea posible.

W ETES

Se reduce enormemente la ex-
pansién en funciones base.

No hay restriccién en que tan
grande puede ser 7.
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Desventajas

Para » < 7., ¢©P° no tienen
la misma norma que o
(all—electron).

La densidad no se puede
obtener mediante Y ¢*p.

Los pseudopotenciales se vuel-
ven menos transferibles.

73/82



Teoria de pseudopotenciales

Pseudopotenciales ultrasuaves

En el enfoque de Vanderbilt” para los pseudopotenciales ultrasuaves,
se considera al pseudopotencial como,

Ve = VE L VNE = vE S DO 1B, (Bl
mn

en donde,
V1. es la componente local del pseudopotencial (independi-
ente de [).
Bn,m: vienen dadas por expansiones angulares moduladas por
funciones radiales, las cuales se anulan para r > r..

0 B 5 .7
DfngL: coeficientes a determinar en la generacién del pseudopo-
tencial.

"D. Vanderbilt, Phys. Rev. B 41, 7892 (1990).
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Teoria de pseudopotenciales

Pseudopotenciales ultrasuaves
La densidad de carga se calcula bajo el enfoque de pseudopotenciales
ultrasuaves como:

p(r) = |05 @)ei(r) + > Qum (©518n) (Bmles) | -

occ
en donde se ha incluido el término de aumentacion dentro de la esfera
conr < re.

Para este pseudopotencial la ecuacién secular queda como:
H |pj) = €;S|e5)
en donde,
H=T+V+ VL(I') + ZDmn ’/Bn> </6m| )
mn

con:

S=1+3 Gum 18a) (Bl ¥ um /m« dPrQum(x).
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Contenido: Tema 02

2. Teoria de bandas electrénicas

2.5 Método APW (& LAPW)
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Método APW (& LAPW)

Fundamentos del método APW

(@

(b) I

Slater 8 propuso una separacién en regiones para las funciones de onda,
(p(r) _ O-1/2 ZG CGei(G+k)~r rel
>oim A (r)Yi () rell

8).C. Slater, Phys. Rev. 51, 846 (1937).
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Método APW (& LAPW)

Fundamentos del método APW
De la ecuacién anterior,

( ) 0-1/2 ZG cGei(G—l—k)r rel
r) = N
4 S A (F)Yim(®) v eIl
se tiene que:
ca Yy Ay, son coeficientes de expansion,
FE; es un parametro de energia,
uy(r) es la solucién regular de:
1+ 1)
[ ] + 2 + 4V (r) — E| ru(r) =0,
V(r) es la componente esférica del potencial.
Las funciones wu;(r) son automaticamente ortogonales a cualquier otro
estado dentro de la regién I1 que cumpla con:
Plrui(r)]  d*[ru;(r)]
dr? " dr?

(Ej—E;)rui(r)u;(r) = u; & w(r)l,—g,, — 0.
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Método APW (& LAPW)

Fundamentos del método APW

La representacion por regiones de la funcién de onda no garantiza
que sean continuas en la frontera: r = R,,;, por lo que se tiene que
imponer tal condicién:

47t

A = 75—
: Ql/Qul(

Z cali([k + G[Rmt) Yy, (k + G),

por tanto, los coefeficientes A;,, son completamente determinados por
los cg y los pardmetros de energia E; (via la dependencia con u;), en
donde todos son obtenidos variacionalmente.

La condicién anterior no asegura que las APW sean diferenciables en
la frontera(r = Ry:), lo cual da como resultado discontinuidades en
las derivadas de las funciones de onda.
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Método APW (& LAPW)

Método LAPW
En el método LAPW, Andersen ° propuso que o(r) y ¢(r) se hicieran
continuas en la frontera ajustandolas a una funcién radial con Ej fijo
mas su derivada respecto a Ej,

(r) = Q125 6 cgellGHT r € intersticio
T S [ (r) + Bui(r)] Yim(£) 1 € esfera

en donde By, son los coef. de las derivadas de u; respecto a la energia
(andlogo a Ay,;,) y 1y satisfaciendo,

2 1(l+1

[ L)

N 2 +V(r) — Ey| riy(r) = ru(r).

Incluir los elementos 7; en la parte esférica permite tener mayor libertad
en el parametro Ej, ya que si € — E; es pequeiio, entonces:
. 2
UZ(E,T) = ul(El,T) + (6 = El)ul(E,T) + O(E = El) ,

lo cual arroja un error de (¢ — Fj)* en la estructura de bandas.
°0.K. Andersen, Phys. Rev. B 12, 3060 (1975).
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Contenido: Tema 02

2. Teoria de bandas electrénicas

2.6 Teoria del funcional de la densidad (DFT)
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Teoria del funcional de la densidad (DFT)

Temas de exposicién

Fecha de exposiciones: 25 y 27 Febrero

Omar De la Pefia-Seaman | IFUAP

Fundamentos, teorias primigenias, teoremas de Hohenberg-Kohn:
Alberto — Martin: ch06 (6.1—6.3); Koch: ch03, ch04; Springborg:
ch15 (15.1 & 15.2).

Ecuaciones de Kohn-Sham:

José — Martin: ch07 (7.1-7.4); Koch: ch05 (5.1-5.3{5.3.3});
Springborg: ch15 (15.3 & 15.4).

Funcionales de intercambio y correlacion:

Refugio — Martin: ch08 (8.1—-8.3,8.6,8.8); Koch: ch06 (6.1—6.7);
Springborg: ch15 (15.6).

Métodos de solucién a las ecuaciones de KS:

David Mora — Martin: ch09 (9.1—9.3); Singh ch05.

DFT perturbativo y respuesta lineal:
David Chong— Springborg: ch20 (20.1), ch21 (21.3 & 21.4).
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