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4. Propiedades dieléctricas
4.1 Funcién dieléctrica
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Funcién dieléctrica

Fundamentos

El campo eléctrico aplicado a un sélido tienen dos tipos de efectos:

¢ Induccién de un flujo de portadores de carga cuasi-libres: fenémeno
de conductividad eléctrica = conductividad o.
e Desplazamientos espaciales de cargas locales: formacién de mo-
mentos dipolares locales.
Ambos procesos se pueden describir analizando las ecuaciones de Maxwell
macroscépicas,
0B oD
VxE=——, VxH=J+ —
ot’ ot’
en donde aderhas se puede utilizar la ley de Ohm, para expresar la
densidad de corriente de los portadores de carga en bandas parcialmente
llenas:
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Funcién dieléctrica

Fundamentos

En general, los campos E, D, B y H son dependientes del tiempo,
por tanto podemos expresarlos en términos de sus transformadas de
Fourier,

B(t) = / T Bw)e ¥y, D(t) = / T D(w)e @,

o0 o0

y como E(¢) y D(t) son reales, por tanto se cumple:
E(w) =E'(-w), D(w)=D"(-w).

Las transformadas de Fourier del campo eléctrico E y el desplaza-
miento dieléctrico D estan relacionadas mediante la funcion dieléc-
trica eoe(w),

D(w) = eoe(w)E(w),

por lo que las propiedades relacionadas con e se les conoce como
propiedades dieléctricas.
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Funcién dieléctrica
Variacién espectral de e(w)
En la ecuacién de Ampére,

oD
H=J+4+ —
V x +8t’

si consideramos la naturaleza oscilatoria de los campos arménicos,
E(t) - E(w) y D(t) — D(w) entonces podemos expresarla como:

V x H(w) = 0E(w) — iwepe(w)E(w).

Definiendo ahora una conductividad generalizada dependiente de la
frecuencia que tome en cuenta los efectos dieléctricos,

=0 —iwgpe — V xH(w)=7E(W).

De igual manera definimos la funcion dieléctrica generalizada,

o ;0‘; SV x Hw) = —iweod(w) B, SR
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Funcién dieléctrica

Variacién espectral de e(w)

Consideraciones

En general E y D poseen dependencia espacial, ademas de temporal
= ¢(w, k). Sin embargo, nos centraremos en el
kK @G,

= e(w, k) = e(w).

Se desestiman los
D(r) % E(r').
es una funcién compleja adimensional, tal

V —oo<w< 0.
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Funcion dieléctrica
Susceptibilidad dieléctrica
Para el caso en el cual se tiene polarizacién en el sistema,

D=¢E+P = P=D-¢gE,
y utilizando la siguiente relacién,
D(w) = goe(w)E(w),
se obtiene: P(w) = gox(w)E(w),

en donde y(w) = e(w) — 1 es Imo 4
la susceptibilidad dieléctrica,
la cual es una funcién analitica

compleja.
Si x(w) se integra en el camino ~
propuesto, se obtiene, Re:)
/
w
-7{ X/( ) dw' = 0.
w —w

Omar De la Pefia-Seaman | IFUAP Estado Sélido Avanzado — Doctorado (Ciencia de Materiales)



Funcion dieléctrica
Relaciones de Kramers-Kronig

Imo 4 Si extendemos el semicirculo en
el plano complejo, sélo dos con-
tribuciones permaneceran:

e La parte del eje real,

e e La integral alrededor del

»

> olo.
Rew P

Traduciendo lo anterior a la integral compleja:
/
j{ X(W) = dw' — —irx(w +/ dw' = 0.
R—oo W —w

Si expresamos ¢(w) = €1 (w) + ic2(w), obtenemos:

1 [ i 1 [ N—1

e1(w) —1= —/ wdw', go(w) = ——/ %d&u'.
TJooow —w TJooo W—w

las cuales se conocen como las relaciones de Kramers-Kronig, y que
acoplan la parte real e imaginaria de la funcién dieléctrica.
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4. Propiedades dieléctricas

4.2 Cristal i6nico: momento dipolar
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Cristal i6nico: momento dipolar

Funcién dieléctrica de un oscilador armédnico

En un oscilador arménico, el desplazamiento w de la posicion de equi-
libro producird un momento dipolar:

p=cu,
en donde e* es la carga idnica efectiva, y el origen de tal momento

dipolar dinamico es, por ejemplo, un corrimiento relativo de las subredes
negativas y positivas en un cristal iénico.

Para obtener la polarizacién, producto del momento dipolar, analice-
mos la ecuacién de movimiento bajo un campo aplicado F,

U+ yu = —w%u—i— e—E,
1

donde:

e Cte. de amortiguamiento v > 0, que representa la vida media
del modo normal.

e Frecuencia del modo normal wy, sin influencias externas.

e Masa reducida del sistema, p.
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Cristal i6nico: momento dipolar

Funcién dieléctrica de un oscilador arménico
De igual manera, tenemos la expresién para la polarizacion,

N N
pP= Ve*u + €0VQE’

e Densidad de particulas, N/V.

e Polarizabilidad electrénica, «.
Expresando la ecuacién de movimiento y la polarizacién en el espacio

de frecuencias,
X = Xwe ™ V X=u, E, P,

obtenemos,
2 2 _ &
w(w) (wy —w” —iyw ) = —F(w),
( )( 0 ) 7 (w)

P(w) = ge*u(w) + eogaE(w),

en donde se considera a # a(w), cuando w ~ wy.
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Cristal i6nico: momento dipolar
Funcién dieléctrica de un oscilador arménico
Relacionando ambas expresiones,

*

u(w) (wg —w? - iyw) = e—E(w),

U
N N
P(w) = Ve*u(w) +€0VC¥E(W),
- P = (Tt aa) M)
w) = | — w
B wg—w? —iw 0 '

Pw) =¢go(ew) -1 EW), V x(w)=e(w)—1,
2
e 1 N
1) = - -t
= eole(w) —1) ( o i +600£) v
( )—14_&05 Ne? 1
= v Veopwi —w? —iyw’
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Cristal i6nico: momento dipolar
Funcién dieléctrica de un oscilador arménico
De la expresion anterior para la funcidn dieléctrica, introducimos la cte.
dieléctrica estatica, €5 = £(w = 0), asi el limite de altas frecuencias,
€00t
W) =11 NN e*? 1
e(w) = —a+ ——
Vv V eop wi — w?
wg(gst — €c0)

2 2 i
wj — w* —iyw

— iyw’
= c(w) =€+

Separando la ec. anterior en sus partes real e imaginaria:

w%(w% - w)(fst - Eoo)

(W — PP+
’yww%(sst — €c0)
(@ — P+

e1(w) = €00 +

82(0.)) =
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Cristal i6nico: momento dipolar
Funcién dieléctrica de un oscilador arménico
Graficando las ecs. anteriores,

wi(wg — w)(est — oo
e1(w) = €00 + E)“()(%O_ w2))2(8+ (75)2), e2(w) =

7““3(5815 — €c0)
(wW§ —w?)2 4+ (yw)?’

T £(w)
5 :
L}
© &(w) e
N
_____ .- H
=m0 ':
- /': N _oecm—m=====" &
CUOI: ,"’ T‘
VS “L

Frequency w ——
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Cristal i6nico: momento dipolar

Funcién dieléctrica de un oscilador arménico

Para v finito, los valores de w
a los cuales ¢1(w) es cero son
sélo aproximados a wg y wr.

Por tanto, considerando v <
wp, podemos aplicar:

1 1
lim —— = — 4+imwd(z).
=02 — 27y z

Frequency w —

En este caso, tendriamos para (w),

W[Q)(gst — Ec0)
wd — w? —iyw =0 | (W — w?)/w — iy |’

=1
£(w) iy Eco +

W (Eat = €oc) | M W(Est — €o0) (50 S,

= & —|—
o wg — w? 2 w

en donde los polos de la funcién son w = wp y w = —wy.
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Cristal i6nico: momento dipolar

Absorcién de radiacién electromagnética
Consideremos la absorcién de ondas electromagnéticas conforme atra-

viesan una capa de material dieléctrico, las cuales son descritas por el

campo eléctrico,
—1 t—n
E Eoe w( nx/c)’

en donde se tiene 72 como un indice de refraccién complejo:
f(w) =n+ik = /e(w), n®>—k®=¢c1, 2nk=ey.

Para el caso de incidencia normal,
se tiene que los coeficientes de
transmision y reflexién para la
amplitud de E son,

d 2 27
Ti=—" & Th=
Ro ! YTatn TR+l

n— 112

41

Ro = |
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Cristal i6nico: momento dipolar
Absorcién de radiacién electromagnética
Para este caso, la amplitud total de la onda transmitida est4 dada por,

o L . 2
E = E T\ Tyel/o)d [1 . (R%SZz(nw/C)d) n (Rgeaz(nw/(:)d) +] ’
6i(fu;.)/c)d
1— R%e%(ﬁw/c)d'

= FyTiT>
Analizando el caso limite cuando n es muy cercano a 1, lo que se
conoce como un medio 6pticamente delgado,
n=1+A, |Al<] & k<1,

tenemos para los coeficientes de transmision y reflexion,
T 1-A/2,

TRYl 24A 1+A2°
on  21+A)  1+A

B=7 9~ 938 " 1xap ~U+A0A-42),

- (525)'- (22) 40
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Cristal i6nico: momento dipolar
Absorcién de radiacién electromagnética
Aplicando lo anterior a la expresién de la onda transmitida,
ei(ﬁw/c)d

E=EohTs 1 — RZei(iw/c)d’

hallamos los valores aprox. a primer orden en A para las siguientes
expresiones:
1Ty~ (1—-A/2)(14+A)1—-A/2)=(1+A)(1-A/2)72
~(1+A)(1-A+A%/4) =1,
R3~ (1—-A)2A%/16 ~ 0,

por tanto, tenemos,

L

E = Egelw/9d = Fye=(kw/ddgiln/qd,
Calculando ahora la intensidad transmitida,
EE* I = Ioe*(ka/C)d _ Ioef(ezw/c)d7

en donde al tener |A| < 1, arroja 2k ~ ea.

Omar De la Pefia-Seaman | IFUAP

Estado Sélido Avanzado — Doctorado (Ciencia de Materiales)



Cristal i6nico: momento dipolar
Absorcién de radiacién electromagnética
Por otro lado, para el caso de un material 6pticamente denso, se

tiene: -
nw
—d
&

<1

Aplicando esta consideracién a la amplitud de la onda transmitida,

ei(ﬁw/c)d

E = EOT1T2 1 _ R%GQi(ﬁw/C)d,

expandiendo a primer orden las exponenciales,
/9 1 4 i(fw/c)d,
21w/ 1 + 9i(fw/c)d,

arrojando,
1 +i(nw/c)d
1 - 2R%i(fw/c)d’

E = EyIhTh
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Cristal i6nico: momento dipolar
Absorcién de radiacién electromagnética

Calculando la intensidad transmitida en este caso, se obtiene en la
aproximacion lineal:

k
EE* I =1 (1—2“’d+...> vV k= I{#},
C

en donde la cantidad, se le conoce como coeficiente de absor-
i cion, y determina el espectro de intensidad
wk(w .
K(w) = 7(), absorbida.
c
100 ——
g A
]
E 50 &Czcgl
e d ¥
c
=
'_
1 i - 1 1 1 i
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500

Wave number (cm™')
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Contenido: Tema 04

4. Propiedades dieléctricas

4.3 Propiedades de un cristal iénico: modos normales y reflectividad
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Propiedades de un Cl: modos normales y reflectividad
Modos normales de polarizacién sin amortiguamiento
Considerando a un material dieléctrico con resonancias en wy sin amor-
tiguamiento (v = 0) tenemos:

* *

.. € 2 2
ih+wu=—F — uw)lwj—w)=—Fw),
. (@) (w6 - ) = - Plw)

N N N N
P = Ve*u + 50VozE — Pw)= Ve*u(w) + 50VaE(w).

Si ahora expresamos la polarizacion en términos de ondas planas
propagandose en la direcciéon z, tendriamos:

P, = Pyye~"“'=9%) ~ onda longitudinal,
Py, = Pyoe_i(“’t_qx) < onda transversal,

en donde las ondas longitudinales (L) y transversales (1") deben cumplir
las siguientes condiciones,

VxP,=0 & V-PL#0,
VxPr#0 & V-Pp=0.
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Propiedades de un Cl: modos normales y reflectividad

Modos longitudinales
En el caso de un dieléctrico sin portadores de carga libres u otra fuente
de densidad de carga p, entonces, tenemos:

V-D=p=0 ley de Gauss,
pero de anélisis anteriores sabemos que:

D(w) = gpe(w)E(w),
P(w) = eox(w)E(w), ¥ x(w) =¢ew) -1,

relacionando las expresiones anteriores,

ﬂv P=0.
elw)—1
Sin embargo, para modos longitudinales se tiene que V- Py, # 0, por
tanto: ( )
e(w
— =0 = =0.
e(w)—1 elwe)
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Propiedades de un Cl: modos normales y reflectividad

Modos longitudinales

Recordemos la funcion dieléctrica para el cristal idnico, sin amorti-

guamiento:
2
_ wj(est — €co)
e(w) =€ + B

por tanto, cuando se tiene que w — w;, = &(w) — 0, entonces:

Est .z
w% = iw% < relacién Lyddane-Sachs-Teller.

€0

Finalmente, teniendo £(w) — e(wr) = 0 para el caso de modos longi-
tudinales, obtenemos:

P(w) = ¢ (e(w) — 1) E(w),

= E() = -_PW)

es decir, el campo y la polarizacién se encuentran fuera de fase 180°
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Propiedades de un Cl: modos normales y reflectividad

Modos transversales

Para modos transversales, recordemos las ecuaciones macroscépicas:

0B

VXxE= o < ley de Faraday,
oD

\Y XH:Jf—{_E < ley de Ampére,

considerando que no tenemos magnetizacion en el sistema (M = 0),
y que tampoco existen portadores de carga libres,

H=B/u, & J;=0,

llegamos a las siguientes ecuaciones,

OH oD
VXE——/,LOE & VXH—E
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Propiedades de un Cl: modos normales y reflectividad
Modos transversales
Con las ecuaciones anteriores y las expresiones de E y D en términos
de la polarizacién:

S S w w) = _Ew) w
E(W)— £0 (€(W)—1)P( ) & D( ) €(W)—1P( )7
obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones,
V x P(w) 4+ eopp (e(w) — 1) (9%5;‘1) =0,
e(w) OP(w)
V><H(w)f€(w)_1 Bt =0.

Ahora proponemos para los modos transversales en P(w) y el campo
aplicado lo siguiente:

P=P,j V P,=Pye ii-w)
H=HXk, V H,= H,e "«
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Propiedades de un Cl: modos normales y reflectividad

Modos transversales
Aplicando el ansatz propuesto a las ecuaciones de Maxwell en términos
de la polarizacién se obtiene:

qPyo — weopo (e(w) — 1) Hoo = 0,
O
e(w)—1

Para que el sistema tenga solucién, el determinante en w se debe anular,

Py() +qH,; = 0.

q gopow (e(w) — 1)
£(w) =0,
_ws(w)fl q
obteniendo, ) .
w2 = 02q2 V c¢c= ,
5(w) v EOHO

lo cual representan ondas electromagnéticas y mecanicas acopladas,
conocidas como polaritones.
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Propiedades de un Cl: modos normales y reflectividad
Modos transversales
El comportamiento de la relacién de dispersién polariténica depende

de la forma de e(w), por lo que utilizamos la obtenida para un cristal
ionico, en el limite cuando v = 0:

2 2 2
wi(est — € Wi —w Est
€(w)=6oo+—0( ' o) =t t—s V wi =wi T,
2 2 2 2
Wy —w wg —w 0o

Sustituyendo se obtiene la ecuacién siguiente:

4 2 2.2 2 2.2

w w C w C
( )_l<L)+q 2]< )+q 5 =0,

wo wo EooWy wo ool

lo cual resolviendo nos arroja:

1/2
2 2 227 1 2 ORI 2 2
(w>: <w)+q02i <wL>+qc G NINC .
wo 2 [\wo EooWd | 2 wo

5oow(2] soowg
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Propiedades de un Cl: modos normales y reflectividad

Modos transversales

Analizando los limites,

cq? Jwieoo grande:

wi — ¢/ /e,

W_ — Wy = WT.

cq? Jwieo pequeiio:

Frequency w/wy

W4 — WL,

w_ = cq/+\/Est- : : L 1

@
fe)

Cuando ¢?c? /wdeo es grande, entonces se llega a w — wp, limite que
se conoce como la frecuencia del modo transversal: wy = wr.
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Propiedades de un Cl: modos normales y reflectividad
Reflectividad
Para el caso de incidencia normal en una superficie dieléctrica, se tiene
que la fraccién de la intensidad reflejada viene dada por,

R i—12 (n—1)%+k?
a1l (n+1)24+EY
donde R es la reflectividad, siendo:
(w) =n—+ik = /e(w), n®>—k®=¢c1, 2nk=ey.

Para el caso de un amortiguamiento muy pequeiio (v = 0) se tiene:
ea K1l . e(w) =er.
Por tanto, podemos aproximar la reflectividad como:

po|VE@ -1 _ (-1
Vew) +1 (Ver+1)%

2 2
Wi —w

donde: 51—500572, V wr, > wr.
T_w
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Propiedades de un Cl: modos normales y reflectividad
Reflectividad

0<w<wr wr <w < wy, w > wr,
Rw=0) <1, €1 <0, R(w=wr) =1,
R(w=wr) =1. R(w) =1. (6<1></)2 —1)?

R(w — 00) v ~————.
(esl? +1)2

i
08
> 06F
=
3
@
oL I
5
InAs \
1
1
02 i —
\ ==
\\_,/’
1 1 1 1 1
180 200 220 240 260

Wave number (cm™')
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Contenido: Tema 04

4. Propiedades dieléctricas

4.4 Campo local y ferroeléctricos
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Campo local y ferroeléctricos

Campo de una esfera uniformemente polarizada
Para el caso cuando tenemos un conjunto de muchos dipolos, el enfoque
del cristal i6nico armoénico tiene que ser modificado,

dipolo unico = Ej;,.=F,
conjunto de dipolos = Ej,. = E + Ey,

en donde:
FE : Campo externo aplicado.
E,, : Campo generado por una esfera que encierra al conjunto
de dipolos (uniformemente polarizada).

E,, viene dado al considerar que las cargas de polarizacién en |a super-
ficie de la esfera vienen dadas por la densidad de carga superficial,

op=—PFP,=—PCos#f

arrojando,

1
Eyop = —P.
pol 3e 0
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Campo local y ferroeléctricos
Expresién de campo local
Con lo anterior encontramos la expresién del campo local debido a un

conjunto de dipolos,

1
Eloc =F+ 7P7
360

el cual es utilizado en las ecs. de movimiento para un cristal iénico:
*
. . 2 €
U+ vy = —wiu + —Ejpe,
"

N N
P = —c'u+ecog—akb,,

Vv Vv

arrojando,

1 Ne*?/(35V) , e* 1

2 2
R A S — . Elo) S

u(w) (“’0 L 1-wNajay) Y v = PR aeyy

Ne* N
Pw) e*/V eoNa/V

= 1= Na/ o) "W T ToNa e P W
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Campo local y ferroeléctricos

Funcién dieléctrica
De las dos ecuaciones anteriores, aunadas a la relacién,

P(w) = &0 (e(w) = 1) E(w),

obtenemos la misma forma de la funcién dieléctrica cuando Ej,. = F
(sin considerar los efectos de polarizacién colectiva):

2
wi(Est — Ecc)

ew)=¢
@) °o+w%—w2—i7w’

donde,
w2 = w2 — w
=0 1_Na/(3V)’
o NeuV) | Najv
O = Na/@VIE T T N/
Na/V
5m:5(w—>oo)zw/(3v)+l-
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Campo local y ferroeléctricos

Funcién dieléctrica
Reescribiendo la expresion de €4,
Na/V

o= 1,
=T " Naj3v) ©

N« N«
o — 1 1—— = 7
(e )( 3v) %

N 1
soo—lz—a(i”——+1>,

Vv 3 3
Na
500_1:W(500+2)7
aoo—l_Na
o +2 3V’

lo cual se conoce como la ecuacién de Clausius-Mossotti, que rela-
ciona la constante dieléctrica £, con la polarizabilidad electrénica

Q.
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Campo local y ferroeléctricos

Catastrofe de polarizacidn: ferroeléctricos

Uno de los efectos del campo local, es reducir la frecuencia transversal
del modo normal:

Wi = w2 — N€*2/(350MV)‘
=70 1_Na/3V)
En las siguientes condiciones se puede llegar a tener wp = O:

e Carga efectiva e* lo suficientemente grande.
e Alta polarizabilidad electrénica «.

e Acoplamiento a primeros vecinos relativamente bajo: wy pequefio

tetragonal ferroelectile
. phase
cubic paraelectric phase '
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Campo local y ferroeléctricos

Catastrofe de polarizacidn: ferroeléctricos
Este fenémeno da lugar a los ferroeléctricos, e involucra un conge-
lamiento de los fonones transversales, siendo sus fluctuaciones térmi-
cas pequenas, las cuales crecen en funcién de la temperatura.
Cuando se llega a una temperatura critica 7., el campo efectivo
desaparece, dando lugar a wr > 0, siendo que para T > T, la frec.
transversal se comporta como:

wi T —T,,

y de la relacion de Lyddane-
Sachs-Teller, se tiene:

e < T —T..

indicando valores de hasta 10° en
st para T = T,.
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Contenido: Tema 04

4. Propiedades dieléctricas

4.5 Comportamiento dieléctrico en metales y semiconductores
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Comportamiento dieléctrico en metales y semiconductores
Gas de electrones libres
En el caso de metales y semiconductores® el comportamiento dieléc-
trico es determinado casi en su totalidad por las excitaciones colectivas
de los portadores libres,

nmi + vy = —nek,

ecuacién que no contiene términos restitutivos y donde:
u : Desplazamiento homogéneo del gas de electrones rela-
tivo a los iones.
n, m : Concentracién y masa de los e, respectivamente.
~v : Cte. de amortiguamiento, relacionada con la conduc-
tividad,

j=—enu= (n*¢*/y)E = o=j/E=n%*/y.

Por tanto, llegamos a lo siguiente:
o nPe?
nmi + —u = —nek.
(o
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Comportamiento dieléctrico en metales y semiconductores
Funcién dieléctrica para una gas de electrones libres
Expresando la ecuacién anterior en el espacio de Fourier,

n2e?
o(w)

y retomando la expresién para la polarizacion,

[nmw2 + iw ] u(w) = neE(w),

P=—-new = Pw)=—neu(w),
tenemos, relacionando:

Tl62

P(w) = E(w).

~ mw? + iwne?/o(w)
Retomando la ecuacién constitutiva,

P(w) = €0 (e(w) — 1) E(w),
obtenemos la siguiente expresién para la funcion dieléctrica:

ne?/(meo)

ew)=1- w? + iwne?/(mo(w))
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Comportamiento dieléctrico en metales y semiconductores

Frecuencia plasmoénica

Reescribiendo,

2 2
fwy=1-—2+— VvV l=—1
) W2 i B 8
o(w)

En donde w, se le conoce como frecuencia plasmoénica, y cuando
v — 0 w, tiende a wy,, haciendo e(w) = 0.

—————— e -
- ——
-~

Reflectivity
[en]
w
-1

1 L 1

0 5 10 15 20
Photon energy (eV)

Estado Sélido Avanzado — Doctorado (Ciencia de Materiales)

Omar De la Pefia-Seaman | IFUAP



Comportamiento dieléctrico en metales y semiconductores

Frecuencia plasmoénica: semiconductores
Para el caso de semiconductores, se puede variar la concentracién de

portadores de carga, y por tanto el umbral de frecuencia plasmoénica
en un amplio rango via el dopaje.

100

Reflectivity R
Transmissivity T (%!

0.4 06 08 1.0 15 2 3 4 6 8 10
Wavelength i [um]

Figure: InoOg3 layer dopado con Sn.
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