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Curso Estado Sólido Avanzado
Información General

Período de clases (20 sem.)
8 enero − 7 junio 2024

Horario
Lunes, Miércoles y Viernes:
10−12 hrs.

Criterios de evaluación
• Tareas de cada tema.
• Exposición de tópicos relaciona-
dos con el curso.
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Curso Estado Sólido Avanzado
Información General

Contenido del curso
1. Dinámica de la red cristalina (3 sem.)
2. Teoría de bandas electrónicas (3 & 1/2 sem.)
3. Magnetismo en sólidos (3 & 1/2 sem.)
4. Propiedades dieléctricas (3 & 1/2 sem.)
5. Defectos (3 sem.)
6. Superconductividad (3 & 1/2 sem.)

Fuente de consulta e información
Las sesiones de clase y las tareas estarán disponibles on-line al término
de cada tema en la siguiente dirección:
http://www.ifuap.buap.mx/~oseaman/advanced_solid_state_physics_2024.

html
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Fundamentos, aproximación armónica y adiabática
Fallas del modelo de la red estática

Considerar a los iones fijos en el espacio, conocido como modelo de
la red estática ha servido para explicar muchos fenómenos, como por
ejemplo algunas de las propiedades de equilibrio en metales y aislantes
iónicos y moleculares, así como también propiedades de transporte.

Sin embargo, existen varias propiedades que no pueden ser explicadas
con el modelo de la red estática, por ejemplo:
• Propiedades en el equilibrio: calor específico, energías de cohesión
y densidad de equilibrio, expansión térmica.

• Propiedades de transporte: tiempo de relajación electrónica, ley
de Wiedemann-Franz, superconductividad.

• Interacción de radiación con el sólido: reflectividad en cristales
iónicos, dispersión inelástica de la luz, dispersión de rayos x, disper-
sión de neutrones.

Omar De la Peña-Seaman | IFUAP Estado Sólido Avanzado − Doctorado (Ciencia de Materiales) 7/96
7/96



Fundamentos, aproximación armónica y adiabática
Fallas del modelo de la red estática: Propiedades en el equilibrio

Calor específico

El calor específico tiene el sig. comportamiento en función de T ,
• T ≈ 10K: C ∝ T , considerando efectos puramente de origen elec-
trónico.

• T > 10K: C = γT + AT 3, siendo la parte dominante las vibra-
ciones de la red/iones (T 3), desde un enfoque cuántico.

• T ≈ 102 − 103 K: C ≈ cte.: idem → ley de Dulong & Petit.
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Fundamentos, aproximación armónica y adiabática
Fallas del modelo de la red estática: Propiedades en el equilibrio

Propiedades del estado base: Sólidos de gases inertes
Potencial de Lennard-Jones,

φ(r) = 4ε
[(

σ

r

)12
−
(
σ

r

)6
]
,

en donde ε y σ miden la fuerza de
atracción y el radio del core repulsivo,
respectivamente.

Table: Parámetros de Lennard-Jones
para los gases nobles

Ne Ar Kr Xe
ε (eV) 0.0031 0.0104 0.0140 0.0200
σ (Å) 2.74 3.40 3.65 3.98
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Fundamentos, aproximación armónica y adiabática
Fallas del modelo de la red estática: Propiedades en el equilibrio

Con el potencial de L-J se obtiene la energía por partícula, u,

u = 1
2
∑
R 6=0

φ(r) = 2ε
[
A12

(
σ

r

)12
−A6

(
σ

r

)6
]
∀ An =

∑
R 6=0

1
α(R)n .

Calculando las prop. de equilibio para los sólidos de gases nobles,

Ne Ar Kr Xe
r0 (Å) (Exp.) 3.13 3.75 3.99 4.33
r0 = 1.09σ (Th.) 2.99 3.71 3.98 4.34
u0 (eV/atom) (Exp.) -0.02 -0.08 -0.11 -0.17
u0 = −8.6ε (Th.) -0.027 -0.089 -0.120 -0.172
B0 (GPa) (Exp.) 1.1 2.7 3.5 3.6
B0 = 75ε/σ3 (Th.) 1.81 3.18 3.46 3.81

Se observan discrepancias en Ne y Ar, debido a que en los elementos
más ligeros las vibraciones de punto cero se hacen más evidentes
cuando la masa atómica decrece.
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Fundamentos, aproximación armónica y adiabática
Fallas del modelo de la red estática: Propiedades en el equilibrio

Expansión térmica
En el modelo de red estática el
efecto de T > 0 es sólo en la ex-
citación electrónica,

sin embargo, se sabe que a T > 0
los efectos de T en las propiedades
de equilibrio son importantes,

los cuales provienen de considerar
las vibraciones de la red en el
sólido.

Omar De la Peña-Seaman | IFUAP Estado Sólido Avanzado − Doctorado (Ciencia de Materiales) 11/96
11/96



Fundamentos, aproximación armónica y adiabática
Fallas del modelo de la red estática: Propiedades de transporte

Dependencia del tiempo de relajación en la temperatura
La conductividad eléctrica en un metal viene dada como,

j = σE ∀ σ = 1
ρ

= ne2τ

m
,

en donde τ es el tiempo de relajación, y es obtenido en términos de
otras cantidades conocidas: ρ, j y E.

Table: Resistividad eléctrica de algunos elementos

Elemento 77K 273K 373K (ρ/T )373 K
(ρ/T )273 K

Li 1.04 8.55 12.4 1.06
Cu 0.20 1.56 2.24 1.05
Au 0.50 2.04 2.84 1.02
Al 0.30 2.45 3.55 1.06
Pb 4.70 19.00 27.00 1.04

A T bajas, ρ ∝ T 5, mientras que a T altas, ρ ≈ T , comportamientos
que son introducidos a mano en el modelo de la red estática.
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Fundamentos, aproximación armónica y adiabática
Fallas del modelo de la red estática: Propiedades de transporte

Falla de la ley de Wiedemann-Franz
La ley empírica de Wiedemann-Franz establece que,

κ

σ
= LT ∀ L = número de Lorentz.

En el modelo del electrón libre se obtiene que,

L = π2

3

(
kB
e

)2
= 2.45× 10−8 watt-ohm/K2.

En tal modelo se considera que el tiempo de relajación es el mismo
para los procesos térmico y eléctrico, situación que sólo es válida cuando:

• T > θD: la dispersión electrón-fonón es dominante,
• T � θD: la dispersión por impurezas domina.
Sin embargo, a T intermedias el modelo falla, ya que no se toma en
cuenta los efectos de la vibración de la red, los cuales son dominantes
en este rango de temperaturas.
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Fundamentos, aproximación armónica y adiabática
Fallas del modelo de la red estática: Propiedades de transporte

Superconductividad
El mecanismo que explica la su-
perconductividad convencional es
el acoplamiento electrón-fonón,

Por tanto, si no se consideran las
vibraciones de la red, tal mecan-
ismo no existiría.
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Fundamentos, aproximación armónica y adiabática
Fallas del modelo de la red estática: Interacción de radiación con el sólido

Reflectividad en cristales iónicos
• Máximo en la reflectividad a frecuencias en el infrarojo, muy por
debajo del gap electrónico.

Dispersión inelástica de la luz
• Algunos componentes de la luz láser dispersada en experimentos
Raman presentan un pequeño corrimiento en frecuencias.

Dispersión de rayos X
• La intensidad de los picos de Bragg es menor, en comparación con
lo que predice el modelo estático.

• Se observa un background en la señal de los rayos X dispersados
que no cumple con las condiciones de Bragg.

Dispersión de neutrones
• Al ser dispersados, los neutrones pierden energía en cantidades muy
pequeñas y cuantizadas, que dependen del cambio de momento de-
bido al propio proceso de dispersión.
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Fundamentos, aproximación armónica y adiabática
Aproximación armónica

Para tomar en cuenta las vibraciones de la red en un modelo de
estudio de estado sólido, se asume lo siguiente,
• Las posiciones de equilibrio promedio R siguen siendo puntos en la
red de Bravais.

• Las variaciones en la posición respecto al punto de Bravais son muy
pequeñas en comparación con la distancia interatómica,

r(R) = R + u(R) ∀ |u| � |R|.
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Fundamentos, aproximación armónica y adiabática
Aproximación armónica

Analizando los efectos de considerar variaciones en la posición de equi-
librio de los átomos en el potencial por pares: r(R) = R + u(R),

U =
∑
RR′

φ(r(R)− r(R′)) =
∑
RR′

φ(R −R′ + u(R)− u(R′)),

y expandiendo en Taylor el potencial alrededor de la configuración de
equilibrio r, en donde r = R−R′, a = u(R)−u(R′) y considerando
que los u(R) son pequeños,

φ(r + a) = φ(r) + a · ∇φ(r) + 1
2!(a · ∇)2φ(r) + 1

3!(a · ∇)3φ(r) + . . .

por tanto, la energía potencial queda como:

U =
∑
RR′

{
φ(R −R′) +

(
u(R)− u(R′)

)
· ∇φ(R −R′) + . . .

. . .+ 1
2
[(

u(R)− u(R′)
)
· ∇
]2
φ(R −R′) +O(u3)

}
,
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Fundamentos, aproximación armónica y adiabática
Aproximación armónica

De la energía potencial obtenida,

U =
∑
RR′

{
φ(R −R′) +

(
u(R)− u(R′)

)
· ∇φ(R −R′) + . . .

. . .+ 1
2
[(

u(R)− u(R′)
)
· ∇
]2
φ(R −R′) +O(u3)

}
,

se observa lo siguiente:
• El término independiente corresponde a la energía del sistema en
equilibrio (u(R) = 0):

U eq =
∑
RR′

φ(R −R′).

• El coeficiente del término lineal,∑
R′
∇φ(R −R′),

se elimina automaticamente, debido a que representa al gradiente
en la posición de equilibrio.
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Fundamentos, aproximación armónica y adiabática
Aproximación armónica

Por tanto, el siguiente término en la expansión a considerar corresponde
al cuadrático,

Uarm = 1
2
∑
RR′

[(
u(R)− u(R′)

)
· ∇
]2
φ(R −R′),

= 1
2

∑
RR′

µ,ν=x,y,z

[
uµ(R)− uµ(R′)

]
φµν(R −R′)

[
uν(R)− uν(R′)

]
,

donde φµν(r) = ∂2φ(r)/∂rµ∂rν representan las ctes. de acoplamiento,
siendo que Uarm se puede expresar también como:

Uarm = 1
2
∑
RR′
µν

uµ(R)Dµν(R −R′)uν(R′),

∀ Dµν(R −R′) = δR,R′
∑
R′′

φµν(R −R′′)− φµν(R −R′),

y donde a Uarm se le conoce como potencial armónico debido a la
naturaleza de su forma funcional.
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Fundamentos, aproximación armónica y adiabática
Aproximación adiabática

Correlación dinámica de la posi-
ción de los iones con la nube elec-
trónica.

Approximación adiabática
Se considera que los iones
se mueven mucho más lento
(105cm/s) que los electrones
(108cm/s), por lo que la nube
electrónica se adapta instan-
táneamente a los cambios de
posición de los iones (con un
costo energético), desacoplando la
interacción dinámica entre iones y
electrones.

Por tanto, la energía total como
función de la posición de todos los
iones juega el papel de un poten-
cial para el movimiento atómico.
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Cristal armónico: Caso clásico
Cadena lineal monoatómica

Considerando un set de iones de masaM distribuidos a lo largo de una
cadena lineal con una separación a entre ellos, tal que el vector de
Bravais de la n-ésima partícula es R = nai,

y donde u(na) será el desplazamiento en la dirección longitudinal del
ión n-ésimo alrededor de la posición de equilibrio na.

En este caso, se toma en cuenta interacciones a primeros vecinos
solamente,

u(na) u[(n-1)a] u[(n+1)a] 
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Cristal armónico: Caso clásico
Cadena lineal monoatómica

Por tanto, en la configuración propuesta anteriormente,

u(na) u[(n-1)a] u[(n+1)a] 

la energía potencial del sistema quedará como,

Uarm = 1
2

∑
RR′ µ,ν

[
uµ(R)− uµ(R′)

]
φµν(R −R′)

[
uν(R)− uν(R′)

]
,

= K

2
∑

RR′ µ,ν

[
uµ(R)− uµ(R′)

]2
,

en donde se han sustituido a las ctes. de acoplamiento, K = φ′′(a),
además de considerar el caso unidimensional,

⇒ Uarm = K

2
∑
n

{u[na]− u[(n+ 1)a]}2 .
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Cristal armónico: Caso clásico
Cadena lineal monoatómica

Expandiendo la ecuación anterior para el potencial,

Uarm = K

2
∑
n

{u[na]− u[(n+ 1)a]}2 ,

= K

2
[
. . .+ {u[(n− 1)a]− u[na]}2 + {u[na]− u[(n+ 1)a]}2 + . . .

. . .+ {u[(n+ 1)a]− u[(n+ 2)a]}2 + . . .
]
.

Con la expresión de Uarm es posible resolver la ecuación de movimiento
para la n-ésima partícula,

Mü[na] = −∂U
arm

∂u[na] = −K {2u[na]− u[(n− 1)a]− u[(n+ 1)a]} .

La ecuación anterior es análoga a la obtenida en el problema clásico
de una cadena de osciladores armónicos acoplados por resortes de con-
stante K.
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Cristal armónico: Caso clásico
Cadena lineal monoatómica

Una vez que se ha obtenido la ecuación de movimiento, el siguiente
paso es resolverla, y para ello se deben definir las condiciones de frontera
periódicas del sistema:1

u[0] = u[Na] & u[a] = u[(N + 1)a] ∀ N = total de partículas.

u[0] u[Na] 

1Condiciones periodicas de Born-von Karman.
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Cristal armónico: Caso clásico
Cadena lineal monoatómica

Debido a la forma de la ecuación de movimiento,

Mü[na] = −K {2u[na]− u[(n− 1)a]− u[(n+ 1)a]} .

se propone una solución del tipo oscilatoria,

u[na, t] = Aei(kna−ωt), con: u[Na] = u[0]

en donde se deben determinar A, k y ω.

Sustituyendo la solución propuesta en la ecuación de movimiento se
obtiene la siguiente relación para ω,

ω2 = 2K
M

[1− Cos ka] = 4K
M

Sen2 ka

2 ,

lo cual representa la relación de dispersión:

ω(k) = 2

√
K

M

∣∣∣∣Senka2
∣∣∣∣ .
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Cristal armónico: Caso clásico
Cadena lineal monoatómica

Para determinar los valores permitidos de k, se analizan las condiciones
de frontera:

u[0] = u[Na] ∀ u[na, t] = Aei(kna−ωt),

∴ eikNa = 1 ⇒ Cos kNa = 1 ⇒ k = 2π
a

m

N
∀ m ∈ Z.

En donde el periodo de la primera zona de Brillouin es 2π/a y la
relación de dispersión tendrá la siguiente forma en esa región,

-/a /a 
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Cristal armónico: Caso clásico
Cadena lineal monoatómica

Finalmente, con la información de ω(k) es posible calcular lo siguiente,

vel. de fase: vp = ω

k
, vel. de grupo: vg = dω

dk
.

Sustituyendo la relación de dispersión en las expresiones anteriores y
analizando el límite de longitud de onda larga (k � π/a) se obtiene,

ω(k) = 2

√
K

M

∣∣∣∣Senka2
∣∣∣∣ ,

vp = ω

k
≈ a

√
K

M
, ∀ Senka2 ≈

ka

2 ,

vg = dω

dk
= a

√
K

M

∣∣∣∣Coska2
∣∣∣∣ ≈ a

√
K

M
, ∀ Coska2 ≈ 1.

Por tanto, vp y vg en el límite de k � π/a coinciden, además de que
este límite representa la región del audible.
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Cristal armónico: Caso clásico
Cadena lineal diatómica

Considerando ahora un sistema lineal con una base diatómica de iones
idénticos, con posiciones na y na + d para la n-ésima molécula, y
d� a/2,

G K 

en donde las ctes. de acoplamiento G son para la interacción inter-
molecular y K para la intramolecular, siendo K > G.

Para este sistema se considera nuevamente solo interacción a primeros
vecinos, por lo que el potencial queda como,

Uarm = K

2
∑
n

{u1[na]− u2[na]}2 + G

2
∑
n

{u2[na]− u1[(n+ 1)a]}2 ,

en donde u1[na] es el desplazamiento del ion alrededor de la posición
na, y u2[na] el correspondiente alrededor de na+ d.
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Cristal armónico: Caso clásico
Cadena lineal diatómica

Las ecuaciones de movimiento para cada partícula de la molécula son:

Mü1[na] = − ∂Uarm

∂u1[na] ,

= −K {u1[na]− u2[na]} −G {u1[na]− u2[(n− 1)a]} ,

Mü2[na] = − ∂Uarm

∂u2[na] ,

= −K {u2[na]− u1[na]} −G {u2[na]− u1[(n+ 1)a]} ,

para las cuales se proponen soluciones tipo armónicas,

u1[na, t] = A1e
i(kna−ωt),

u2[na, t] = A2e
i(kna+kb−ωt),

en donde A1 y A2 son las amplitudes de cada uno de los iones en la
molécula, y el sistema presenta condiciones de frontera periódicas.
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Cristal armónico: Caso clásico
Cadena lineal diatómica

Sustituyendo las sol. propuestas en las ecs. de movimiento, se obtiene
el siguiente sistema de ecuaciones acopladas,[

Mω2 − (K +G)
]
A1 +

[
K +Ge−ika

]
A2e

ikb = 0[
K +Geika

]
A1 +

[
Mω2 − (K +G)

]
A2e

ikb = 0,

el cual se puede expresar como un sistema matricial,[
Mω2 − (K +G)

(
K +Ge−ika

)
eikb

K +Geika
(
Mω2 − (K +G)

)
eikb

] [
A1
A2

]
= 0,

y para que el sistema tenga solución, el determinante debe ser cero:∣∣∣∣∣Mω2 − (K +G)
(
K +Ge−ika

)
eikb

K +Geika
(
Mω2 − (K +G)

)
eikb

∣∣∣∣∣ = 0.
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Cristal armónico: Caso clásico
Cadena lineal diatómica

Del determinante anterior se obtiene la siguiente relación,[
Mω2 − (K +G)

]2
= K2 +G2 + 2KGCos ka,

la cual resolviendo para ω arroja la relación de dispersión del sistema,

ω2(k) = K +G

M
± 1
M

√
K2 +G2 + 2KGCos ka.

Con la relación de dispersión, se encuentran las amplitudes relativas de
los modos normales de vibración,

A2
A1

= ∓
[
K +Geika

K +Ge−ika

]1/2

,

para cualquier punto k en el espacio recíproco.
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Cristal armónico: Caso clásico
Cadena lineal diatómica

La relación de dispersión tiene
los siguientes valores:
• k = 0

ω− = 0,

ω+ =
√

2(K +G)/M,

• k = π/a:

ω− =
√

2G/M,

ω+ =
√

2K/M, en donde se obtienen dos ramas, la
acústica (ω−) y la óptica (ω+).
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Cristal armónico: Caso clásico
Cadena lineal diatómica

Algunos casos de interés son los siguientes,
• Caso 1: k � π/a ⇒ Cos ka ≈ 1− (ka)2/2

ω+ =

√
2(K +G)

M
−O(ka)2,

ω− =
√

KG

2M(K +G)(ka),

en este límite el patrón de movimiento se reduce a A2 = ∓A1: − para
la rama óptica, y + para la acústica:

K G + : óptica 

  : acústica 
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Cristal armónico: Caso clásico
Cadena lineal diatómica

• Caso 2: k = π/a

ω+ =

√
2K
M

, A1 = −A2,

ω− =

√
2G
M
, A1 = A2.

El patrón de movimiento por tanto será para cada rama como sigue:

K G + : óptica 

  : acústica en
donde los dímeros vecinos están fuera de fase por un factor de 180o
debido a la fase relativa en el desplazamiento ui.
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Cristal armónico: Caso clásico
Cadena lineal diatómica

• Caso 3: K � G
Expandiendo la relación de dispersión en términos de G/K se tiene:

ω+ =

√
2K
M

[1 +O(G/K)] , A1 ≈ −A2,

ω− =

√
2G
M

∣∣∣∣Senka2
∣∣∣∣ [1 +O(G/K)] , A1 ≈ A2.

◦ Rama óptica (ω+): Prácticamente independiente de k, mostrando
muy poca dispersión.

◦ Rama acústica (ω−): La dispersión es parecida a la de una cadena de
iones monoatómica con masa 2M .

• Caso 4: K = G
Para este caso se tiende al límite de la cadena monoatómica lineal,
pero con constante de red a/2.

Omar De la Peña-Seaman | IFUAP Estado Sólido Avanzado − Doctorado (Ciencia de Materiales) 36/96
36/96



Cristal armónico: Caso clásico
Sistema monoatómico tridimensional

Generalizando los resultados obtenidos para el caso de un potencial
armónico tridimensional,

Uarm = 1
2
∑
RR′

u(R)D(R −R′)u(R′),

en donde se tienen productos vectoriales, y D(R − R′) representa
un operador matricial, el cual obedece las siguientes propiedades de
simetría,
• Simetría 1

Dµν(R −R′) = Dνµ(R′ −R),

∀ Dµν(R −R′) = ∂2U

∂uµ(R)∂uν(R′)

∣∣∣∣∣
u=0

.
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Cristal armónico: Caso Clásico
Sistema monoatómico tridimensional
• Simetría 2

Dµν(R −R′) = Dµν(R′ −R) ó D(R) = D(−R),
es decir, cada punto de la red posee simetría de inversión.
Por tanto, para el caso de la prop. de simetría 1, se tiene:

Dµν(R −R′) = Dνµ(R −R′).

• Simetría 3 ∑
R
Dµν(R) = 0 ó

∑
R

D(R) = 0.

Conocida como sum rule, es una consecuencia de que las fuerzas
son cero no solo cuando se encuentran en equilibrio, sino también
cuando todos los desplazamiento son iguales: u(R) = d,

Uarm =
∑

RR′,µν
dµDµν(R−R′)dν =

∑
µν

Ndµdν

(∑
R
Dµν(R)

)
= 0.
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Cristal armónico: Caso clásico
Sistema monoatómico tridimensional

Analizando las 3N ecuaciones de movimiento del sistema tridimen-
sional,

Müµ(R) = − ∂Uarm

∂uµ(R) = −
∑
R′ν

Dµν(R −R′)uν(R′),

M ü(R) = −
∑
R′

D(R −R′)u(R′).

Tal como en el caso unidimensional, se propone una solución tipo os-
cilatoria,

u(R, t) = εei(k·R−ωt),

en donde ε es el vector de polarización de los modos normales de
vibración.

Sustituyendo la sol. propuesta en la ec. de movimiento, se obtiene la
siguiente ecuación de eigenvalores,

Mω2ε = D(k)ε.
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Cristal armónico: Caso clásico
Sistema monoatómico tridimensional

De la ecuación obtenida anteriormente,

Mω2ε = D(k)ε,

ε es el eigenvector de los modos normales, los cuales serán 3N : 3
provenientes del número de grados de libertad, y N del número total
de partículas que forman el sistema.

En la misma ecuación D(k) representa a la matriz dinámica:

D(k) =
∑
R

D(R)e−ik·R.

Reescribiendo D(k) mediante las propiedades de simetría de D(R), se
tiene:

D(k) =
∑
R

D(R)e−ik·R,

=
∑
R

D(−R)eik·R =
∑
R

D(R)eik·R.
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Cristal armónico: Caso clásico
Sistema monoatómico tridimensional

Por tanto es posible escribir la matriz dinámica como,

D(k) = 1
2
∑
R

D(R)
[
eik·R + e−ik·R

]
,

= 1
2
∑
R

D(R)
[
eik·R + e−ik·R − 2

]
, donde:

∑
R

D(R) = 0,

D(k) =
∑
R

D(R) [Cos (k ·R)− 1] ,

= −2
∑
R

D(R)Sen2
(1

2k ·R
)
.

De la relación anterior se observa para D(k):
• Es una función par en k.
• Representa a una matriz real y simétrica, debido a la simetría de
inversión: D(R) = D(−R).
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Cristal armónico: Caso clásico
Sistema monoatómico tridimensional

Al ser D(k) real y simétrica, se asegura que tiene solución real y que
los eigenvectores son ortonormales, es decir,

D(k)εs(k) = λs(k)εs(k) = Mω2
s(k)εs(k),

⇒ εs(k) · εs′(k) = δss′ ∀ s, s′ = 1, 2, 3,
en donde s representa el índice de la rama fonónica.
Analizando el comportamiento a longitudes de onda larga ⇒ k ·R
es pequeño ∀ R, por tanto, se tiene que la matriz dinámica es

D(k) = −2
∑
R

D(R)Sen2
(1

2 k ·R
)
≈ −k

2

2
∑
R

(k̂ ·R)2D(R) ∀ k̂ = k
k
.

Como consecuencia, la relación de dispersión es:
ωs(k) = cs(k̂)k,

en donde cs(k̂) son las raices cuadradas de los eigenvalores de D(k̂),

− 1
2M

∑
R

(k̂ ·R)2D(R).
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Cristal armónico: Caso clásico
Sistema tridimensional con una base

Los efectos principales de tener ahora una base en el cristal tridimen-
sional son:
• Obtener ramas ópticas en el espectro de dispersión.
• Para cada valor de k habrá 3p modos normales, en donde p es el
número de átomos diferentes en la base.

• De los 3p modos normales, 3 son ramas acústicas con ω(k) → 0
cuando k→ 0.

• Mientras que 3(p− 1) corresponden a vibraciones ópticas.
• El modo ωs(k) es longitudinal (transversal) si εs(k) es paralelo
(perpendicular) a k.

• Finalmente, el desplazamiento del modo s en el átomo i ahora es

uis(R, t) = Re
[
εis(k)ei(k·R−ωs(k)t)

]
,

en donde los vectores de polarización cumplen con:
p∑
i=1
εi∗s (k) · εis′(k)Mi = δss′ .
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Cristal armónico cuántico; espectros de dispersión fonónica
Caso cuántico: Teoría del cristal armónico monoatómico

Desde el punto de vista de la teoría cuántica para el oscilador armónico
unidimensional, se tiene el Hamiltoniano:

H = p2

2m + 1
2mω

2q2,

en donde p y q cumplen con las siguientes relaciones de conmutación,
[q, p] = i~, [q, q] = [p, p] = 0.

Definiendo ahora los operadores de aniquilación a y creación a† en
términos de los operadores de momento y posición,

a =
√
mω

2~ q + i

√
1

2~mωp, a
† =

√
mω

2~ q − i
√

1
2~mωp,

los cuales cumplen con las siguientes condiciones:
[a, a†] = 1, [a, a] = [a†, a†] = 0.

Expresando H en términos de estos nuevos operadores, se tiene:

H = ~ω
(
a†a+ 1/2

)
.
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Cristal armónico cuántico; espectros de dispersión fonónica
Caso cuántico: Teoría del cristal armónico monoatómico

Haciendo uso de la notación de los op. de creación y aniquilación, se
puede expresar el n-ésimo estado excitado |n〉, en términos del estado
base |0〉,

|n〉 = 1√
n!

(a†)n |0〉 ,

en donde se satisface las siguientes relaciones,

a |n〉 =
√
n |n− 1〉 , a† |n〉 =

√
n+ 1 |n+ 1〉 ,

a†a |n〉 = n |n〉 , H |n〉 = (n+ 1/2)~ω |n〉 .

Los elementos de matriz de a y a† en el set completo de estados de H
vienen dados como, 〈

n′
∣∣ a |n〉 = 0, ∀ n′ 6= n− 1,

〈n− 1| a |n〉 =
√
n,〈

n′
∣∣ a† |n〉 = 〈n| a

∣∣n′〉 .
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Cristal armónico cuántico; espectros de dispersión fonónica
Caso cuántico: Teoría del cristal armónico monoatómico

Considerando ahora el Hamiltoniano de un cristal armónico 3D,

Harm =
∑
R

1
2MP (R)2 + 1

2
∑
RR′

uµ(R)Dµν(R −R′)uν(R′),

=
∑
R

1
2M |P(R)|2 + 1

2
∑
RR′

u(R)D(R −R′)u(R′),

=
∑
R

1
2M |P(R)|2 + M

2
∑
R
ω2
s(k)u2(R),

en donde se propone una solución para el potencial armónico,

u(R, t) = εei(k·R−ωt) ∀ M ü(R) = −
∑
R′

D(R −R′)u(R′),

obteniendo lo siguiente,

Mω2
s(k)εs(k) = D(k)εs(k), ∀ D(k) =

∑
R

D(R)e−ik·R,

siendo εs(k) los vectores de polarización y D(k) la matriz dinámica.
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Cristal armónico cuántico; espectros de dispersión fonónica
Caso cuántico: Teoría del cristal armónico monoatómico

Realizando un análisis análogo que en el caso unidimensional, se definen
los operadores de aniquilación y creación,

aks = 1√
N

∑
R
e−ik·Rεs(k) ·

√Mωs(k)
2~ u(R) + i

√
1

2~Mωs(k)P(R)

 ,
a†ks = 1√

N

∑
R
eik·Rεs(k) ·

√Mωs(k)
2~ u(R)− i

√
1

2~Mωs(k)P(R)

 ,
en donde se cumplen las relaciones canónicas de conmutación para
u(R) y P(R),[

uµ(R), Pν(R′)
]

= i~δµνδR,R′ ,[
uµ(R), uν(R′)

]
=
[
Pµ(R), Pν(R′)

]
= 0.

Las relaciones anteriores, junto con:∑
R
eik·R =

{
0, k 6= vector recíproco,
N, k = vector recíproco,
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Cristal armónico cuántico; espectros de dispersión fonónica
Caso cuántico: Teoría del cristal armónico monoatómico

y la condición de ortogonalidad de los vectores de polarización,

εs(k) · εs′(k) = δss′ ∀ s, s′ = 1, 2, 3,

arroja las relaciones de conmutación para aks y a†ks:

[aks, a
†
k′s′ ] = δkk′δss′ , [aks, ak′s′ ] = [a†ks, a

†
k′s′ ] = 0.

Para obtener la expresión de Harm en términos de los operadores de
creación y aniquilación, se invierten los op. aks y a†ks,

u(R) = 1√
N

∑
ks

√
~

2Mωs(k)
(
aks + a†−ks

)
εs(k)eik·R,

P(R) = −i√
N

∑
ks

√
~Mωs(k)

2
(
aks − a†−ks

)
εs(k)eik·R,

en donde se se han usado tanto las propiedades de simetría: ωs(k) =
ωs(−k) y εs(k) = εs(−k), como la sum rule:

∑
k e

ik·R = 0 ∀ R 6= 0.
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Cristal armónico cuántico; espectros de dispersión fonónica
Caso cuántico: Teoría del cristal armónico monoatómico

Por tanto, sustituyendo lo anterior en el operador de momento,
1

2M
∑
R
|P(R)|2 = 1

2M
∑
R

P(R)†P(R),

⇒ 1
2M

∑
R
|P(R)|2 = 1

4
∑
ks

~ωs(k)
(
aks − a†−ks

) (
a†ks − a−ks

)
,

mientras que para el potencial,

U = 1
2
∑
RR′

u(R)D(R −R′)u(R′),

= 1
2
∑
R

u(R)
∑
R′

D(R −R′)u(R′),

= M

2
∑
R
ω2
s(k)u(R)2 = M

2
∑
R
ω2
s(k)u(R)†u(R),

= 1
4
∑
ks

~ωs(k)
(
aks + a†−ks

) (
a†ks + a−ks

)
.
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Cristal armónico cuántico; espectros de dispersión fonónica
Caso cuántico: Teoría del cristal armónico monoatómico

Sustituyendo las expresiones anteriores en el Hamiltoniano,

Harm = 1
2M

∑
R
|P(R)|2 + U(R) =

∑
ks

~ωs(k)
(
a†ksaks + 1/2

)
.

Ahora, aplicando Harm a un estado |nks〉,

Harm |nks〉 =
∑
ks

~ωs(k)
(
a†ksaks + 1/2

)
|nks〉

=
∑
ks

~ωs(k) (nks + 1/2) |nks〉 .

Para analizar una red con una base de p átomos (en donde ahora
s : 1→ 3p), basta con tomar las siguientes consideraciones:

M →M i, εs(k)→
√
M iεis(k),

u(R)→ ui(R), P(R)→ Pi(R),

en donde se aplican ahora sumas sobre i : 1→ p.
Omar De la Peña-Seaman | IFUAP Estado Sólido Avanzado − Doctorado (Ciencia de Materiales) 51/96

51/96



Cristal armónico cuántico; espectros de dispersión fonónica
Espectros de dispersión fonónica

El procedimiento para el cálculo del espectro de dispersión fonónica
consiste en lo siguiente:

(1) Determinación de la matriz de constantes de fuerza D(Ri):
◦ Shell model.
◦ Tight-binding method.
◦ DFT (density functional theory).

(2) Diagonalización de la matriz dinámica D(k) en el espacio recíproco
para cada punto k en un grid discreto: ωs(k), εs(k).
◦ DFT (density functional theory): método directo.
◦ DFPT (density functional perturbation theory): LRT (linear response

theory).
(3) Interpolación en el espacio de cuatro dimensiones: ωs(k) vs k.
(4) Mapeo de ωs(k) en caminos de alta simetría en la primera zona de

Brillouin.
Con lo cual se obtiene como resultado el espectro de dispersión
fonónica.
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Cristal armónico cuántico; espectros de dispersión fonónica
Espectros de dispersión fonónica: Pb (fcc)

1 THz =4.15 meV 

Para Pb en la geometría fcc (face-centered-cubic) se tiene un sistema
tridimensional con una base de un átomo, por tanto:
• Se obtienen sólo 3 ramas, las cuales son acústicas.
• Al ser una base monoatómica, no existen ramas ópticas.
• Las ramas transversales son degeneradas en la dirección [100], de-
bido a la simetría del cristal.
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Cristal armónico cuántico; espectros de dispersión fonónica
Espectros de dispersión fonónica: Si & Ge

1meV = 8.065 cm-1 

Si y Ge tienen una base de dos átomos ⇒ presentan 6 ramas, con
degeneración en T para las direcciones Γ−X [100] y Γ− L [111].
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Propiedades elásticas y termodinámicas
Teoría de elasticidad

Los puntos importantes en los cuales reside la teoría clásica de elasti-
cidad son los siguientes:
• Ignorar la estructura microscópica (atómica) del sólido y tratarlo
como un contínuo.

• La contribución a la energía del sólido en el punto r depende sola-
mente en el valor de u(r) en la vecindad de inmediata de r, es decir,
en las derivadas de primer orden de u(r) en r.

Se puede derivar la teoría de elasticidad de la teoría de vibraciones de
la red siempre y cuando:
• Se considere sólo a las deformaciones que varían muy lentamente en
una escala determinada por el rango de las fuerzas de interacción
interatómicas.

• Se asume que se pueden especificar las deformaciones de las posi-
ciones de los átomos de la base, dentro la celda primitiva, entera-
mente en términos de u(r).
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Propiedades elásticas y termodinámicas
Teoría de elasticidad

Comenzando con la definición del potencial armónico atractivo,

Uarm = −1
2

∑
RR′, µν

{
uµ(R)− uµ(R′)

}
Dµν(R −R′)

{
uν(R)− uν(R′)

}
,

= −1
2

∑
RR′, µν

{
uµ(R′)− uµ(R)

}
Dµν(R −R′)

{
uν(R′)− uν(R)

}
,

en donde se ha aplicado la propiedad de simetría de inversión:
R → R′ ⇒ Dµν(R′ −R) = Dµν(R −R′).

Considerando ahora desplazamientos u(R) que tienen muy poca variación
entre celdas primitivas en el rango de D(R −R′), tal que:

u(r)→ función suave y continua,
donde: u(r)|r=R = u(R),

entonces se puede aproximar el desplazamiento en R′ como,
u(R′) = u(R) + (R′ −R) · ∇u(r)|r=R .
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Propiedades elásticas y termodinámicas
Teoría de elasticidad

Expresando la aproximación anterior en términos de componentes,

uµ(R′) = uµ(R) +
∑
σ

(R′ −R)σ
∂

∂xσ
uµ(R),

uν(R′) = uν(R) +
∑
τ

(R′ −R)τ
∂

∂xτ
uν(R),

sustituyendo lo anterior en la expresión del potencial,

Uarm = −1
2
∑
RR′
µνστ

(R′−R)σ
∂

∂xσ
uµ(R)Dµν(R−R′)(R′−R)τ

∂

∂xτ
uν(R),

se puede expresar a Uarm como,

Uarm = −1
2

∑
R, νµστ

(
∂

∂xσ
uµ(R)

)(
∂

∂xτ
uν(R)

)
× . . .

. . .×
∑
R′

(R′ −R)σDµν(R −R′)(R′ −R)τ .
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Propiedades elásticas y termodinámicas
Teoría de elasticidad

En la expresión anterior para
∑

R′ se propone q = R′ −R,∑
R′

(R′ −R)σDµν(R −R′)(R′ −R)τ =
∑

q
(q)σDµν(q)(q)τ ,

=
∑

q
qσDµν(q)qτ ,

=
∑
R
RσDµν(R)Rτ ,

haciendo q→ R en el último paso, ya que es un índice mudo.

Sustituyendo lo anterior en la expresión del potencial armónico,

Uarm = 1
2

∑
R, νµστ

(
∂

∂xσ
uµ(R)

)(
∂

∂xτ
uν(R)

)
Eσµτν ,

∀ Eσµτν = −
∑
R
RσDµν(R)Rτ .
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Propiedades elásticas y termodinámicas
Teoría de elasticidad

Debido a que u(r) varía lentamente, es posible sustituir la sumatoria
por una expresión integral,

Uarm = 1
2
∑
νµ
στ

∫
dr
(

∂

∂xσ
uµ(r)

)(
∂

∂xτ
uν(r)

)
Ēσµτν ,

∀ Ēσµτν = 1
v
Eσµτν = −1

v

∑
R
RσDµν(R)Rτ ,

donde v es el volumen de la celda primitiva.

De la ecuación anterior se observa que el tensor Eσµτν no es alterado
por el intercambio de índices µ ↔ ν ó σ ↔ τ , por lo que sólo se
necesitan seis términos por cada par de índices:

xx, yy, zz, yz, zx, xy.

lo cual arroja 6 × 6 = 36 constantes elásticas independentes para
obtener la energía de una deformación determinada.
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Propiedades elásticas y termodinámicas
Teoría de elasticidad

El número de constantes elásticas independientes puede ser reducido
mediante el análisis de las simetrías del sistema.

Por ejemplo, la energía del cristal es independiente de una rotación
rígida, en donde:

u(R)→ u(R) + δu(R) ∀ δu(R) = δω ×R & δω = δωn̂.

Sustituyendo lo anterior en Uarm, se debe de obtener que el potencial
es invariante:

Uarm(u)→ Uarm(u) + Uarm(δu) ⇒ Uarm(δu) = 0,

siendo:

Uarm(δu) = 1
2

∑
R, νµστ

(
∂

∂xσ
δuµ(R)

)(
∂

∂xτ
δuν(R)

)
Eσµτν .
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Propiedades elásticas y termodinámicas
Teoría de elasticidad

Para que lo anterior se anule término a término, se debe cumplir:
∂

∂xσ
δuµ(R) = 0 & ∂

∂xτ
δuν(R) = 0.

Por tanto, calculando las derivadas,

∂

∂xσ
δuµ(R) = ∂

∂xσ

∑
jk

εµjkδωjRk

 =
∑
jk

εµjkδωj
∂

∂xσ
Rk

=
∑
j

εµjσδωj 6= 0.

Para que los términos de derivada se anulen, se usa la propiedad de
combinación simétrica µ↔ σ en el potencial:

∂

∂xσ
uµ(R)→ 1

2

(
∂

∂xσ
uµ(R) + ∂

∂xµ
uσ(R)

)
,

⇒ ∂

∂xσ
δuµ(R)→ 1

2

(
∂

∂xσ
δuµ(R) + ∂

∂xµ
δuσ(R)

)
.
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Propiedades elásticas y termodinámicas
Teoría de elasticidad

Calculando ahora la parte simétrica µ↔ σ se tiene:

∂

∂xσ
δuµ(R) =

∑
j

εµjσδωj 6= 0 ⇒ ∂

∂xµ
δuσ(R) =

∑
j

εσjµδωj 6= 0.

Relacionado ambos resultados,

∂

∂xσ
δuµ(R) + ∂

∂xµ
δuσ(R) =

∑
j

(εµjσ + εσjµ) δωj = 0,

ya que εµjσ = −εσjµ por propiedades del tensor de Levi-Civita.

Por tanto, renombrando a la combinación simétrica como tensor de
strain, se tiene:

εσµ = ∂

∂xσ
uµ(R) + ∂

∂xµ
uσ(R),

obteniendo de manera análoga al tensor ετν .
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Propiedades elásticas y termodinámicas
Teoría de elasticidad

Con esta nueva definición se puede regresar a la expresión de Uarm,

Uarm = −1
2

∫
dr
[ ∑
σµ, τν

εσµcσµτνετν

]
,

en donde se define a cσµτν como,

cσµτν = −
∑
R

1
8v [RσDµνRτ +RµDσνRτ +RσDµτRν +RµDστRν ] .

De la expresión de cσµτν se observan las siguientes simetrías:
• Invariancia de D respecto al intercambio σµ↔ τν.
• Invariancia de cσµτν respecto a los intercambios σ ↔ µ y τ ↔ ν.
Como resultado de tales simetrías, el número de constantes elásticas
(componentes de cσµτν) independientes se reduce de 36 a 21.
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Propiedades elásticas y termodinámicas
Teoría de elasticidad

El número de ctes. independientes puede reducirse aún mas, dependi-
endo de las operaciones de simetría de un sistema cristalino dado.

Sistema cristalino Grupos puntuales Num. ctes. elásticas
Triclínico todos 21
Monoclínico todos 13
Ortorómbico todos 9
Tetragonal C4, C4h, S4 7

C4v, D4, D4h, D2d 6
Rombohedral C3, S6 7

C3v, D3, D3d 6
Hexagonal todos 5
Cúbico todos 3

Para el caso de un cristal cúbico las 3 ctes. elásticas idén. son,
c11 = cxxxx = cyyyy = czzzz,

c12 = cxxyy = cyyzz = czzxx,

c44 = cxyxy = cyzyz = czxzx.
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Propiedades elásticas y termodinámicas
Teoría de elasticidad

En la teoría de elasticidad en vez de utilizar la notación de εµν , se
utilizan las siguientes convenciones,

eµν = εµν , if µ = ν,

= 2εµν , if µ 6= ν,

las cuales a su vez son simplificadas a eα ∀ α = 1, . . . , 6 de acuerdo a
la siguiente regla:

xx→ 1, yy → 2, zz → 3, yz → 4, zx→ 5, xy → 6.
Para la energía potencial se tiene la siguiente expresión,

U = −1
2
∑
αβ

∫
dreαCαβeβ,

en donde los elementos de la matriz Cαβ (6 × 6), conocidos como
módulos elásticos, vienen dados por:

Cαβ = cσµτν , ∀ α↔ σµ, & β ↔ τν.
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Propiedades elásticas y termodinámicas
Teoría de elasticidad

Finalmente, con la expresión de la energía potencial elástica, basta
con definir la energía cinética del sistema en términos de u(R),

T = ρ

∫
dr1

2 u̇(r, t)2,

para construir el lagrangiano del sistema, y de ahí obtener la ecuaciones
de movimiento,

ρüµ =
∑
σντ

cµσντ
∂2

∂xσ∂xν
uτ ,

en donde ρ = MN/V es la densidad de la red.

Proponiendo de nuevo una solución armónica u(r, t) = εei(k·r−ωt):

ρω2εµ =
∑
τ

(∑
σν

cµσντkσkν

)
ετ ,

lo cual es idéntico a la solución en el límite de longitud de onda larga,
por tanto, midiendo las velocidades del sonido en el sólido, se pueden
extraer las constantes elásticas del sistema.

Omar De la Peña-Seaman | IFUAP Estado Sólido Avanzado − Doctorado (Ciencia de Materiales) 67/96
67/96



Propiedades elásticas y termodinámicas
Propiedades termodinámicas: Calor específico de un cristal clásico

El calor específico2 se define como,

cv = ∂u

∂T
∀ u = U

V
= densidad de energía térmica.

De la teoría clásica de física estadística, se tiene que la densidad de
energía viene dada como,

u = 1
V

∫
dΓe−βHH∫
dΓe−βH ∀ β = 1

kBT
,

= − 1
V

∂

∂β
ln
∫
dΓe−βH ,

en donde H es la energía (Hamiltoniano) del sistema y dΓ representa
al elemento de volumen en el espacio fase del cristal:

dΓ =
∏
R
du(R)dP(R) =

∏
R,µ

duµ(R)dpµ(R).

2A volumen constante.
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Propiedades elásticas y termodinámicas
Propiedades termodinámicas: Calor específico de un cristal clásico

En la aprox. armónica clásica, se tiene que la energía del sistema es:

H =
∑
R

P(R)2

2M + U eq + Uarm,

en donde el potencial armónico Uarm viene dado como,

Uarm = 1
2
∑
RR′

uµ(R)Dµν(R −R′)uν(R′),

y la dependencia de u y P en la temperatura T se puede expresar
mediante el siguiente cambio de variables,

u(R) = β−1/2ū(R), du(R) = β−1/2dū(R),
P(R) = β−1/2P̄(R), dP(R) = β−1/2dP̄(R).

Por tanto, la expresión de la energía queda como:

H = β−1∑
R

P̄(R)2

2M + U eq + β−1

2
∑
RR′

ūµ(R)Dµν(R −R′)ūν(R′).
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Propiedades elásticas y termodinámicas
Propiedades termodinámicas: Calor específico de un cristal clásico

Calculando con la información anterior la integral de u,∫
dΓe−βH =

∫
dΓexp

[
−β

(∑
R

P(R)2

2M + U eq + Uarm
)]

,

=
∫ ∏

R,µ

duµ(R)dpµ(R)× . . .

. . .× exp
[
−β

(∑
R

P(R)2

2M + U eq + Uarm
)]

,

= β−3Ne−βU
eq


∫ ∏

R,µ

dūµ(R)dp̄µ(R)× . . .

. . .× exp

−∑
R

P̄(R)2

2M − 1
2

∑
RR′,µν

ūµ(R)Dµν(R −R′)ūν(R′)

 ,
en donde el término entre paréntesis es independente de T .
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Propiedades elásticas y termodinámicas
Propiedades termodinámicas: Calor específico de un cristal clásico

Con la expresión anterior para la integral se puede calcular u,

u = − 1
V

∂

∂β
ln
∫
dΓe−βH ,

= − 1
V

∂

∂β
ln
[
β−3Ne−βU

eq × factor ind. de T
]
,

= − 1
V

∂

∂β
[−3N lnβ − βU eq + ln (factor ind. de T )] ,

= 3N
V
kBT + U eq

V
= 3nkBT + ueq.

Con esta expresión se calcula el calor específico:

cv = ∂u

∂T
= 3nkB,

obteniendo el resultado que se conoce como la ley de Dulong & Petit,
y donde se observa que cv es constante para toda T .
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Propiedades elásticas y termodinámicas
Propiedades termodinámicas: Calor específico de un cristal clásico

Experimentalmente se observa lo siguiente:

(1) Bajas temperaturas
cv ∝ T 3, por debajo del valor
de Dulong & Petit, además de
que cv → 0 cuando T → 0.

(2) Altas temperaturas
Cuando T crece, cv difícilmente
alcanza el valor estimado por
Dulong & Petit, siendo cv ≈
cte. sólo para T ≈ 102 − 103

K.
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Propiedades elásticas y termodinámicas
Propiedades termodinámicas: Calor específico de un cristal clásico

Una posible explicación al desacuerdo con Dulong & Petit a T altas,
es relativo a la aplicabilidad del modelo armónico:

• A T altas, los efectos anarmónicos se
vuelven más importantes, por lo que
se espera que Dulong & Petit no re-
produzca esta zona.

• Por tanto, el acuerdo entre el mod-
elo y los experimentos se debe mejorar
a medida que T decrece (zona ade-
cuada para la aprox. armónica), no
ocurre!!!

Por tanto, para explicar el comportamiento de cv a T bajas, es necesario
utilizar la teoría cuántica.
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Propiedades elásticas y termodinámicas
Propiedades termodinámicas: Calor específico de un cristal cuántico

En la teoría cuántica, la energía interna de un cristal armónico viene
dada como,

u = 1
V

∑
iEie

−βEi∑
i e
−βEi

∀ β = 1
kBT

,

en donde Ei es la energía del i-ésimo estado del cristal, la cual se
obtiene de resolver el sistema con el sig. Hamiltoniano,

Harm =
∑
R

1
2MP (R)2 + 1

2
∑
RR′

uµ(R)Dµν(R −R′)uν(R′).

Lo anterior dará como resultado la energía de un estado n dado del
cristal:

Eks = (nks + 1/2)~ωs(k) ∀ Etot =
∑
ks
Eks,

en donde nks representa el número de estados fonónicos correspondi-
entes a la rama s en el vector k.
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Propiedades elásticas y termodinámicas
Propiedades termodinámicas: Calor específico de un cristal cuántico

Con el espectro de energía cuántico para la parte vibracional, se procede
a calcular su contribución a la energía interna,

u = 1
V

∑
nEne

−βEn∑
n e
−βEn = −∂f

∂β
∀ f = 1

V
ln
(∑

n

e−βEn

)
.

Para evaluar f , se desarrolla el término de la sumatoria,∑
n

e−βEn =
∑
n

exp
[
−β

∑
ks

~ωs(k) (nks + 1/2)
]
,

=
∑
n

∏
ks
e−β~ωs(k)(nks+1/2) =

∏
ks

∑
n

(
e−β~ωs(k)/2

)2nks+1
,

=
∏
ks
e−β~ωs(k)/2∑

n

(
e−β~ωs(k)

)nks
,

=
∏
ks

e−β~ωs(k)/2

1− e−β~ωs(k) .
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Propiedades elásticas y termodinámicas
Propiedades termodinámicas: Calor específico de un cristal cuántico

Con la expresión anterior, se calcula la energía interna,

u = −∂f
∂β

= − 1
V

∂

∂β
ln
[∏

ks

e−β~ωs(k)/2

1− e−β~ωs(k)

]
,

= − 1
V

∂

∂β

∑
ks

[
ln
(
e−β~ωs(k)/2

)
− ln

(
1− e−β~ωs(k)

)]
,

= 1
V

∑
ks

~ωs(k)
[
1/2 + 1

eβ~ωs(k) − 1

]
,

= 1
V

∑
ks

~ωs(k) [1/2 + ns(k)] ,

en donde se ha definido ns(k),

ns(k) = 1
eβ~ωs(k) − 1

,

como el número promedio de fonones (de tipo ks) presentes en
equilibrio térmico a una temperatura T dada.
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Propiedades elásticas y termodinámicas
Propiedades termodinámicas: Calor específico de un cristal cuántico

A la expresión de la energía interna vibracional se le incluye el término
de equilibrio, ueq, para obtener la expresión de energía total,

u = ueq + uarm = ueq + 1
V

∑
ks

1
2~ωs(k) + 1

V

∑
ks

~ωs(k)
eβ~ωs(k) − 1

.

Observando para en el límite T → 0,

Cuántico⇒ uT→0 = ueq + 1
V

∑
ks

1
2~ωs(k),

Clásico⇒ uT→0 = ueq.

Comparando, se observa que la diferencia viene del término que corre-
sponde a las vibraciones de punto cero, las cuales son inexistentes
en el caso clásico.
Con esta expresión para el caso cuántico se calcula cv,

cv = ∂u

∂T
= 1
V

∑
ks

∂

∂T

~ωs(k)
eβ~ωs(k) − 1

.
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Propiedades elásticas y termodinámicas
Propiedades termodinámicas: Calor específico, límites

Analizando el límite de altas temperaturas, es decir, cuando:

β~ωs(k) = ~ωs(k)
kBT

� 1,

en este caso se puede utilizar la siguiente expansión, con x = ~ωs(k)/kBT ,
1

ex − 1 = 1
x+ x2/2 + x3/6 + . . .

,

= 1
x

1
1 + x/2 + x2/6 + . . .

= 1
x

(
1− 1

2x+ 1
12x

2 + . . .

)
,

en donde se ha aplicado,
1

f(x) = 1− a1x− (a2− a2
1)x2− . . . ∀ f(x) = 1 + a1x+ a2x

2 + . . .

por tanto,
1

eβ~ωs(k) − 1
= kBT

~ωs(k) −
1
2 + 1

12
~ωs(k)
kBT

+O(2).
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Propiedades elásticas y termodinámicas
Propiedades termodinámicas: Calor específico, límites

Analizando los dif. grados de aprox. para el límite de altas T en cv,

cv = 1
V

∑
k

∂

∂T

~ωs(k)
eβ~ωs(k) − 1

,

• Primer término:
1

eβ~ωs(k) − 1
≈ kBT

~ωs(k) ,

⇒ cv = 3NkB
V

= 3nkB, caso clásico de D&P.

• Segundo término:

1
eβ~ωs(k) − 1

≈ kBT

~ωs(k) −
1
2 ,

lo cual no tiene efecto alguno en el límite clásico de cv, mantenién-
dose el resultado de D&P.
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Propiedades elásticas y termodinámicas
Propiedades termodinámicas: Calor específico, límites

• Tercer término:

1
eβ~ωs(k) − 1

≈ kBT

~ωs(k) −
1
2 + 1

12
~ωs(k)
kBT

,

⇒ cv = 3NkB
V

− ~2

12V kBT 2

∑
ks
ω2
s(k),

∴ cv = c0
v + ∆cv,

∀ ∆cv
c0
v

= − ~2

12(kBT )2
1

3N
∑
ks
ω2
s(k),

es decir, este término se puede considerar como corrección al mod-
elo clásico, mientras que a T altas los efectos anarmónicos serán
más importantes, enmascarando la corrección cuántica.
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Propiedades elásticas y termodinámicas
Propiedades termodinámicas: Calor específico, límites

En general, cuando se tiene una función suave F (k) en un diferencial
de volumen ∆k del espacio recíproco total 8π3/V , se cumple:

∑
k
F (k) = V

8π3

∑
k
F (k)∆k.

En el límite cuando V →∞ ⇒ ∆k→ 0, por lo que se puede expresar
la suma como una integral:

lim
V→∞

1
V

∑
k
F (k) = lim

∆k→0

1
8π3

∑
k
F (k)∆k =

∫
dk
8π3F (k).

Utilizando tal condición, se puede redefinir al calor específico,

cv = 1
V

∑
ks

∂

∂T

~ωs(k)
eβ~ωs(k) − 1

⇒ cv = ∂

∂T

∑
s

∫
dk

(2π)3
~ωs(k)

eβ~ωs(k) − 1
.
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Propiedades elásticas y termodinámicas
Propiedades termodinámicas: Calor específico, límites

Para el límite de temperaturas bajas, es decir, cuando ~ωs(k) �
kBT , se tiene:

1
eβ~ωs(k) − 1

→ 0 ⇒ cv → 0 !!!

Lo anterior no aplica para los modos acústicos en donde ωs(k) → 0
cuando k→ 0, sin importar que tan baja sea T .

Para deteminar la contribución de los modos aústicos a cv, se toman
las siguientes consideraciones:

(1) Se ignoran las ramas ópticas en la suma de s, aún para sistemas
con bases poliatómicas.

(2) Se sustituye ωs(k) por su forma en el límite de longitud de onda
larga: ωs(k) = cs(k̂)k.

(3) Se reemplaza la integral en la primera zona de Brioullin por una
integral en todo el espacio k, ya que los efectos extras serán muy
pequeños debido a la condición de T bajas: ~cs(k̂)k � kBT .
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Propiedades elásticas y termodinámicas
Propiedades termodinámicas: Calor específico, límites

Observando las razones de las consideraciones anteriores en ωs(k):

El rango de frecuencias comparables con el límite de bajas tempera-
turas es ωs(k) ≤ kBT/~, por tanto:
1. Se puede no tomar en cuenta las ramas ópticas. X
2. Para las acústicas se puede considerar ωs(k) = cs(k̂)k. X
3. La integral se puede realizar en todo el espacio k sin incurrir en

errores numéricos grandes. X
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Propiedades elásticas y termodinámicas
Propiedades termodinámicas: Calor específico, límites

Analizando los efectos de las consideraciones anteriores en cv,

cv = ∂

∂T

3N∑
s=1

∫
IBZ

dk
(2π)3

~ωs(k)
eβ~ωs(k) − 1

,

⇒ cv ≈
∂

∂T

3∑
s=1

∫ ∞
0

dk
(2π)3

~cs(k̂)k
eβ~cs(k̂)k − 1

,

en donde proponiendo los siguientes cambios de variables,

dk = k2dkdΩ, x = β~cs(k̂)k,

se obtiene,

cv ≈
∂

∂T

3∑
s=1

1
β4(2~π)3

∫
dΩ
c3
s(k̂)

∫ ∞
0

x3

ex − 1dx.
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Propiedades elásticas y termodinámicas
Propiedades termodinámicas: Calor específico, límites

De la integral anterior se define el promedio de las velocidades de fase
de las 3 ramas acústicas como,

1
c3 = 1

3

3∑
s=1

∫
dΩ
4π

1
c3
s(k̂)

,

y resolviendo la integral,∫ ∞
0

x3

ex − 1dx = Γ(4)ζ(4) = 6 · π
4

90 = π4

15 ,

en donde se ha usado la fórmula de Mellin,∫ ∞
0

xs−1

ex − 1dx = Γ(s)ζ(s).

Sustituyendo en cv,

cv ≈
∂

∂T

∑
s

∫
dk

(2π)3
~cs(k̂)k

eβ~cs(k̂)k − 1
= 2π2

5 kB

(
kBT

~c

)3
,

en donde la T típica para esta aproximación es del orden de 101 K.
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Propiedades elásticas y termodinámicas
Propiedades termodinámicas: Calor específico − modelo de Debye

El modelo de Debye introduce las siguientes aproximaciones para el
cálculo de cv a temperaturas intermedias,
• Reemplaza todas las ramas del espectro por sólo tres ramas, todas
con la misma relación de dispersión: ω = ck.

• La integral en toda la zona de Brioullin es remplazada por una in-
tegral en una esfera de radio kD tal que:

(2π)3N

V
= 4πk3

D

3 ⇒ n = k3
D

6π2

en donde n es la densidad de iones en el cristal.
Bajo estas simplificaciones, la expresión para cv queda como,

cv = ∂

∂T

∑
s

∫
dk

(2π)3
~ωs(k)

eβ~ωs(k) − 1
⇒ cv = ∂

∂T

3~c
2π2

∫ kD

0

k3dk

eβ~ck − 1 .
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Propiedades elásticas y termodinámicas
Propiedades termodinámicas: Calor específico − modelo de Debye

Evaluando la integral anterior se definen dos cantidades,
• Frecuencia de Debye: ωD = kDc, es una medida de la máxima
frecuencia fonónica del sistema.

• Temperatura de Debye: kBΘD = ~ωD = ~ckD, es una medida
de la temp. por encima de la cual todos los modos están excitados.

Utilizando lo anterior y realizando el cambio de variable ~ck/kBT = x
en cv, se tiene:

cv = ∂

∂T

3~c
2π2

∫ kD

0

k3dk

eβ~ck − 1 ⇒ cv = 9nkB
(
T

ΘD

)3 ∫ ΘD/T

0

x4exdx

(ex − 1)2 ,

en donde ahora cv se puede obtener para cualquier rango de T , y
viene dado en términos del parámetro ΘD.

Finalmente, de la relación anterior se puede obtener el límite de bajas
temperaturas,

cv = 12π4

5 nkB

(
T

ΘD

)3
≈ 234

(
T

ΘD

)3
nkB.
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Propiedades elásticas y termodinámicas
Propiedades termodinámicas: Calor específico − modelo de Debye

Temperaturas de Debye de algunos elementos de la tabla periódica

Elemento ΘD (K) Elemento ΘD (K)
Li 400 Ar 85
Na 150 Ne 63
K 100

Cu 315
Be 1000 Ag 215
Mg 318 Au 170
Ca 230

Zn 234
B 1250 Cd 120
Al 394 Hg 100
Ga 240
In 129 Cr 460
Tl 96 Mo 380

W 310
C(diamond) 1860 Mn 400
Si 625 Fe 420
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Propiedades elásticas y termodinámicas
Propiedades termodinámicas: Calor específico − modelo de Einstein

Para tratar a las ramas ópticas de una manera mas representativa, se
desarrolló el modelo de Einstein:
• Ramas acústicas: Uti-
liza el modelo de Debye
sólo para estas 3 ramas.

• Ramas ópticas: Reem-
plaza la frecuencia de
cada una por un valor ωE
constante, el cual es in-
dependente de k.

Debye Model 

Einstein Model 
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Propiedades elásticas y termodinámicas
Propiedades termodinámicas: Calor específico − modelo de Einstein

Por tanto, ahora cv tendrá dos contribuciones:
• Acústica: Dada por la relación en el modelo de Debye, en donde
n es ahora la densidad de redes primitivas en el volumen del cristal.

• Óptica: cada una contribuirá a uopt con un factor del tipo:
n~ωE

e~ωE/kBT − 1
,

por lo que si se tienen p ramas ópticas, coptv tendrá la sig. forma:

coptv = pnkB

(~ωE
kBT

)2 e~ωE/kBT

(e~ωE/kBT − 1)2 .

Los elementos característicos del modelo de Einstein son,
a) Para T > ΘE = ~ωE/kB cada modo óptico contribuye sólo en una

constante kB/V a cv.
b) En T < ΘE , la contribución de los modos ópticos a cv cae exponen-

cialmente, indicando la dificultad de excitarlos a bajas temperaturas.
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Propiedades elásticas y termodinámicas
Propiedades termodinámicas: Calor específico − contribución electrónica y fonónica

En general, un metal tiene dos contribuciones al calor específico:
• Electrónica: celv ∝ T .
• Fonónica: cphv ∝ T 3.
Si se comparan ambas contribuciones para determinar en que rango de
T cada una de las partes domina:

celv = π2

2

(
kBT

εF

)
nekB, cphv = 12π4

5 nikB

(
T

ΘD

)3
, ne = Zni,

⇒ celv

cphv
= 5

24π2Z
Θ3
D

T 2TF
,

se observa que la contribución fonónica comenzará a superar la parte
electrónica a una T0 dada por:

T0 = 0.145
(
ZΘD

TF

)1/2
ΘD, ∀ ΘD ≈ 102 K & TF ≈ 104 K,

por tanto, T0 ≈ 100 K, lo que explica porque el término lineal sólo se
observa a bajas temperaturas.

Omar De la Peña-Seaman | IFUAP Estado Sólido Avanzado − Doctorado (Ciencia de Materiales) 91/96
91/96



Propiedades elásticas y termodinámicas
Propiedades termodinámicas: Densidad de estados fonónicos

De manera frecuente se pueden encontrar expresiones de propiedades
que dependen de la dinámica de la red3 que tienen la sig. forma,

1
V

∑
ks
Q(ωs(k)) =

∑
s

∫
dk

(2π)3Q(ωs(k)),

por lo que es conveniente reducirlas a expresiones integrales en función
de la frecuencia únicamente,∫

dωg(ω)Q(ω),

en donde se define la densidad de estados fonónicos como el número
total de fonones con frecuencias en el rango ω y ω+dω entre el volumen
total del cristal,

g(ω) =
∑
s

∫
dk

(2π)3 δ(ω − ωs(k)).

3Como el calor específico.
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Propiedades elásticas y termodinámicas
Propiedades termodinámicas: Densidad de estados fonónicos

Una expresión mas tratable para
g(ω) es la siguiente,

g(ω) =
∑
s

∫
dS

(2π)3
1

|∇ωs(k)| ,

en donde la integral es sobre la
superficie en la IBZ, en la cual
ωs(k) ≡ ω.

Aluminum 

Debido a la forma de g(ω), se observa que para valores en los cuales
|∇ωs(k)| = 0 se presentarán singularidades, conocidas como singula-
ridades de van Hove.
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Propiedades elásticas y termodinámicas
Propiedades termodinámicas: Densidad de estados fonónicos

El origen de las singularidades de van Hove se puede observar anal-
izando conjuntamente la PDOS y el espectro de dispersión ωs(k) de
Nb(bcc).
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Propiedades elásticas y termodinámicas
Propiedades termodinámicas: Densidad de estados fonónicos

Analizando el comportamiento de g(ω) en el modelo de Debye,

g(ω) =
∑
s

∫
dk

(2π)3 δ(ω − ωs(k)),

gD(ω) = 3
∫
k<kD

dk
(2π)3 δ(ω − ck),

= 3
2π2

∫ kD

0
k2dkδ(ω − ck),

=
{

3
2π2

ω2

c3 , ω < ωD;
0, ω > ωD

en donde ωD = kDc.
Por tanto, con el modelo de Debye sólo se puede asegurar cierto acuerdo
en g(ω) a frecuencias en la vecindad de ω = 0.
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Propiedades elásticas y termodinámicas
Propiedades termodinámicas: Densidad de estados fonónicos

De manera similar, en el modelo de Einstein se presenta una división
entre ramas acústicas y ópticas,

g(ω) =
∑
s

∫
dk

(2π)3 δ(ω − ωs(k)),

Acústicas

gD(ω) = 3
2π2

ω2

c3 , ω < ωD.

Ópticas

gE(ω) =
∫
kD

dk
(2π)3 δ(ω − ωE),

= nδ(ω − ωE).

Einstein  
approx. 

Lo anterior da resultados razonables, considerando que el width de una
rama óptica no es muy grande para el cálculo de gE(ω).
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