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La aproximacién de Hartree

Fundamentos

El problema se centra en encontrar una solucién aproximada a la
ecuacién de Schrédinger electrénica,

He"/)e: ewe7
X AN
siendo: H, = Zhl(rz) + 5 Z hg(I‘,;, I‘j),
i=1 itj=1

en donde la solucién aproximada 1. ~ ® se puede obtener aplicando
el método variacional,

(D|H|P)

<q)’(1)> 6 (cD‘He|(I)> —A [((D‘Q)> Ke 1]7

tal que el valor esperado sea el menor posible, es decir, se busca para
el estimado de la energia su valor mas bajo: el estado base.
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La aproximacién de Hartree
Bases
Para obtener el estado base, se debe hacer un compromiso en dos
requerimientos para la solucién de la ecuacién de Schrédinger:
1. La funcién aprox. ® debera ser lo mas exacta posible, tal que los
observables de interés calc. sean lo suficientemente precisos.
2. La funcién ® debe ser lo suficientemente simple, de tal manera
que los célculos no sean prohibitivos.

Para esto, se aplica la aprox. de ;‘
Hartree, la cual se basa en el esquema ground evited
de llenado de los niveles de energia: state state
En el estado base, los N electrones ocu- —
ardn los N orbitales mas bajos en e-
P r ) —
nergia,
g —,—
—, T
= O(x1,X9,...,XN —
| ( ), (7 ) | (xn)
= ¢1(x1)P2(x2) - - - ON (XN)-
B il pae sets
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La aproximacién de Hartree
Bases y aplicacién

Una vez expresada la funcién aproximada @, ahora toca aplicar el
método variacional,

F = (®|H,|®) — Z)\ij [(@ild;) — 045,

0w (iley) =65

ij

exigiendo:

lo cual se puede expresar de manera analoga como,

§F =0 cuando ¢y (xx) — dr(xk) + oy (xx).!

Por tanto, el procedimiento de solucién seria el siguiente:

e Introducir la funcién propuesta ® en la ecuacién de F'.

e Analizar la variacién de F' (0F') en funcién de la variacion de los
orbitales, ¢ — ¢ + d¢.

e Aplicar la condicién de extremal, 0F = 0, y de ahi obtener los
{ér} que la cumplen.

'En donde §¢y. es muy pequefio.
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La aproximacién de Hartree

Limitantes de la aproximacién
Dos propiedades fundamentales de los electrones que deben estar pre-

centes en el modelo son:

e Son particulas indistinguibles.

e Su funcién de onda es de naturaleza antisimétrica.

Por tanto, para la funcién ® en la aprox. de Hartree se debe cumplir,

Pi®(x1,X2, .0, Xi 1, X4, X1, - Xj1, X, X415 - -, XN)
= q)(Xl,XQ,. 5 a ,Xifl,Xj,Xz#l, 000G ,Xjfl,Xi,Xj+1, 000G ,XN),
= _@(X15X27 sy X1y Xy K1y - -5 X1, X, X1, - - - 7XN)7

en donde el operador de permutacién F;; representa el intercambio de
dos particulas, siendo su eigenvalor,

PijXsym = Xsym,» donde Xgym = funcién simétrica,

5i Xant = —Xant, donde Xgnt = funcién antisimétrica.
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La aproximacién de Hartree

Limitantes de la aproximacién

Analizando para la funcién propuesta en la aproximaciéon de Hartree
cuando se intercambian dos particulas,

D = 1 (x1)P2(x2) - -+ Pim1(Xi—1) i (%) Piy1 (Xit1) X -+
c X Bio1X-105(X5) @1 (Xj41) - ON (XN,
= Py® = ¢1(x1)pa(Xa) - i1 (Xi—1)hi (%)) i1 (Xiv1) X -
X hjo1Xj-105(Xi) P41 (Xj41) - BN (XN),
Se observa que: R
P+ -0,

lo que indica que la aproximacién de Hartree no satisface la propiedad
de antisimetria de los electrones, por tanto no es aplicable al problema
de interés.
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El método de Hartree—Fock

Planteamiento
Para poder satisfacer las condiciones de antisimetria, se procede a
modificar la funcién de onda originalmente propuesta por Hartree,

@(Xl,Xg, PN ,XN) = ¢1(X1)¢2(X2) s ¢N(XN)-

Con el fin de identificar la modificacién ideal, se analiza primero un
ejemplo sencillo de funcién tipo Hartree,

fi(@) f2(y),

la cual bajo el intercambio de = y y queda como,

f1(y) fa(z),

por tanto al exigirle que fuera antisimétrica, claramente no cumpliria
con el principio:

N1(@) f2(y) # = fr(y) fa(2).

Omar De la Pefia-Seaman | IFUAP Fisica Atémica y Molecular — Doctorado (Fisica)



El método de Hartree—Fock

Modificacién de la propuesta de Hartree
Para poder obtener tal comportamiento antisimétrico, se considera la
siguiente construccion,

N(@)f2(y) = f1(y) f2(2),

la cual si es antisimétrica ante el intercambio,

=y = fi@)fa(y) — L)) = = [ f2(x) — fi(z)fa(y)] 2

Analizando el caso para tres funciones,

f1(2) f2(y) f3(2),

se puede obtener la antisimetria de la funcién respecto al intercambio
T — y con,

H(@) f2(y) f3(2) — fr(y) f2(2) f3(2),

sin embargo, no es antisimétrica respecto al intercambio r — z.

?Ademis, guarda mucha semejanza con la funcién original (f1(z) f2(y)).
Omar De la Pefia-Seaman | IFUAP

Fisica Atémica y Molecular — Doctorado (Fisica)




El método de Hartree—Fock

Modificacién de la propuesta de Hartree
Para que la funcién anterior sea antisimétrica respecto al intercambio
T — z se propone lo siguiente:

f1(x) f2(y) f3(2) = f1(y) fa() f3(2) = f1(2) fa(y) f3 (@) + f1(y) f2(2) f3 (@),

sin embargo, aldn no es antisimétrica al intercambio y — z, lo cual se
logra, finalmente, mediante:

F(z,y,2) = fi(z) f2(y) f3(2) — fr(y) fo(x) f3(2) — f1(2) fa(v) f3(x) + . ..
ot i) f2(2) f3(x) — fi(@) f2(2) f3(y) + f1(2) f2 (@) f3(v)-

Se observa que la funcién anterior representa la definicién de un de-
terminante,

fi(
F(x,y,z): fl(
fi(z)  fa(z)  f3(2)

SRS
~— —
RSN
—~
NI
PN
AP
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El método de Hartree—Fock

Aproximacién de Hartree—Fock
Por tanto, regresando a la propuesta de Hartree, es posible redefinir la
funcién para que posea las propiedades de antisimetria de los electrones:

p1(x1)  da(x1) -0 SN (x1)
1 | di(x2)  da(x2) -+ On(x2)|

B1(xn) Galxn) - on(xn)
= |¢1,¢2,...,0N| < notaciébn compacta.

Ya con ®, se puede retomar la expresién del funcional F,

= <q)’ﬁe‘q) ZAZ] ¢z|¢]> Zj]

7]

siendo: 0F =0 V ¢p(x) = ¢p(x) + 0pr(x),

donde la redefinicién de ®(x1,x2,...,Xx), junto con el set de ecs. a
resolver, se le conoce como la aproximaciéon de Hartree-Fock:

3o cual se conoce como el determinante de Slater.
Omar De la Pefia-Seaman | IFUAP
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El método de Hartree—Fock

Aproximacion de Hartree-Fock: limitantes
Considerando el siguiente ejemplo:

08 83 Y8 36533

e Se tienen 2 orbitales (a) y 2 electrones en el sistema.

e Se coloca un elec. en uno de los orbitales en cierta posicién (b).
e El segundo electron reaccionara al primero, y evitard estar cerca de
él, ubicandose lo mas lejos posible (c): correlacion electrénica.
Sin embargo, tal interaccién no esta presente en el método de Hartree-
Fock, ya que considera la aproximacién de particulas independientes,
por lo que el segundo electrén tendra la misma probabilidad de ubicarse

mas o menos cerca del primero (d) !!

A pesar de no contar con la correlacion electrénica, el método de H—F
contiene mucha de la Fisica del problema y ha sido ampliamente uti-

lizado de manera exitosa.
Omar De la Pefia-Seaman | IFUAP
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El método de Hartree—Fock

Preliminares y propiedades del determinante de Slater

Algunas de las propiedades del determinante de Slater, que define la

funcién propuesta ® = |¢1, @2, ..., dn| son:

e Contiene N! términos.

e Cada uno de ellos tiene N factores.

e Cada uno es multiplicado por "+1" o "—1".

e (Cada uno contiene exactamente una de cada funcién ¢;, y cada uno
de los argumentos x; solo una vez.

Por tanto, cada uno de los N! términos posee la sig. forma,

(—1)Plnizemind g, ()i, (%2) -« - Py (XN),

en donde P(i1,ia,...,i,) es el nimero de permutaciones necesarias
para cambiar 1,2,..., N — 41,42, ...,IN.
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El método de Hartree—Fock

Preliminares y propiedades del determinante de Slater
Con la expresién anterior es posible describir al det. de Slater como,

Z 1PDg; (x1)bin (x2) - iy (XN,

siendo que la suma es sobre todas las diferentes permutaciones de
1,2,..., N, ydonde iy,is,...,in dependen de i.

Ahora, recordando F,

= (D|H.|®) — > [Nij (dilos) — 03],
4,J
siendo: H, = Zhl r;) —|— Z h2 (ri,rj),
1;&] 1
en donde se tienen sumas de:

e Ny operadores idénticos de un electrén.
e hy: operadores idénticos de un par de electrones.
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El método de Hartree—Fock
Operadores idénticos de un electrén

Considerando la suma de operadores idénticos de un electron,

Z (n) V ai(n) que opera sélo al n-ésimo electrén,

por tanto, calculando (®|A|®) donde ® es el determinante de Slater,

N!
(@A) = ]\1,, <Z(—1)P(j)¢j1(X1)¢j2(X2)"'¢>jN(XN) X

N N! )
< 3 ar(n) |3 (1D (x1) i, (x2) - “¢z‘N(XN)>,
n=1 i=1
1 N N! )
= = DD (D)PD g, (1), (x2) - - i (X0)| X
Nt n=1 \j=1
N!
x iy (n) D (1) Dy, (x1) i, (x2) ¢1N(XN)>
=1
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El método de Hartree—Fock

Operadores identicos de un electrén
@A2) = 5 T (D D6, ()60
Dy (Xn—1) 0, (X0 ) by (K1) -+ B ()| X
SV (1)PO0;, (x1) iy (x2) -
x ¢¢n L (Xn—1) @i, (Xn) Diry 1 (K1) -+ Dy (X))

N N!

120 3 (PO (5 164,) (Bl -

'n 14,5=1
o <¢jn—1 |¢in—1> ¢]n |CL1 |¢Zn <¢]n+1 |¢)’Ln+1> <¢jN |¢1N> )
- ﬁ Z Z (_I)P(j)(_1)P(i)6j17i15j2,i2 [ 6jn717in71 g

ABg a1 (n)|Din )05t sinsr *  Ojnsin

o X dl(n)

*Debido a que las funciones {¢} son ortonormales: (¢ |d1) = k.
Omar De la Pefia-Seaman | IFUAP
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El método de Hartree—Fock

Operadores idénticos de un electrén
Cada uno de los N términos de la sumatoria en n son idénticos, por
tanto se puede sustituir Z —1 — N en la expresion anterior:

. AL . .
(@[AI®) = Ny 3 (=) (=164, iy
Tij=1

(@511 ()B4 )0y iy * Oz

ademas, como cada funcién aparece solo una vez entonces,

11=71; 12 =J2 ... in_1 = Jn—1; tntl = Jntl --- IN = JN;
= in=Jn .. P(i)=P(j) con lo que: (—1)2P(i) =1

por tanto, el valor esperado calculado queda como,

(@] A|2) = N,z (91, a1(n)]h)
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El método de Hartree—Fock

Operadores idénticos de un electrén
De la ecuacién anterior,

(@]4]2) = N,Z (5,1 ()16,

se observa que para un i, dado, las demas 7, se pueden escoger de
manera arbitraria, dando exactamente la misma contribucién al ele-
mento de matriz, donde se tienen (/N —1)! de éstos términos, por tanto,
solo se deben sumar hasta N en i,,

N 1 N N
(D|A|®) = Nﬁ(N— DY (gilar(n)|i,) = > (dinlarldi,)
’ inzl in:1

finalmente, renombrando indices ,, — 4, se tiene:
A N
(@lA|®) =) (¢ilar]es)
i=1
es decir, el elemento de matriz es una suma de contribuciones de los

orbitales individuales.
Omar De la Pefia-Seaman | IFUAP
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El método de Hartree—Fock

Operadores idénticos de un par de electrones
El otro operador en H. es la suma de op. idénticos de dos electrones,
N
1 . .
A= 3 Z da(n,m) ¥ az(n,m) opera en el par de electrones (n,m),
n#m

calculando para este operador los elementos de matriz,

X ...

N!
(2]A|®) = N <Z(_1)P(j)¢j1 (x1) 5o (x2) - - Py (X1

Jj=1

N1
S (1), (x1) iy (x2) - - iy (XN)> »

=1

g

N N! A
= SN Z< (—1)PW g, (x1) s (x2) - - - i (X)

Jj=1

... X ag(n,m)

N1
S (=)W, (x1) iy (x2) - - iy (XN)> :

=1
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El método de Hartree—Fock

Operadores idénticos de un par de electrones

. 1 N N! )
(@lA19) = 5 > <Z<—1>P<J>¢ﬁ (k1) (x2) -+

Y on#Em=1 \j=1

Qg1 (Xn—1)9j, (Xn)¢jn+1 (Xpt1) -+ B (Xm—1) P (X)) -+

N!

SO (1P Dy, (x1) iy (x2) -

=1
iy (Xn—1)%i, (Xn)¢in+1 (Xnt1) - D1 (Xm—1)Pip (Xm) - - -
¢Zm+l (Xm+1) ¢2N (XN)>

]) P(Z <¢Jl’¢ll> <¢]2|¢22> i

o ¢jm+1 (Xerl) T d)jN (XN)| &2(n> m)

n;ém Lij= 1
o < Jn—1 |¢1n—1> <¢Jm—1 |¢im—1> T
< (@4 (%0) b5y, (Xm ) G2 (12, M) |4, (X ) P, (X)) - -
. < Jn+1 ‘¢in+1> T <¢jm+1 |¢im+1> T <¢jN|¢iN> )

| IFUAP
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El método de Hartree—Fock

Operadores idénticos de un par de electrones

<(I)|A’(I) Z Z l)P(i)5j1,i15j2,i2 T 5jn71>in71 T
n;ém 14,5=1
R S <¢jn (Xn)Dj (Xm)|@2(n, m)| @i, (Xn) Dy (X)) - -
o 6jm+17'im+l o '5jn+1,in+1 e 5jN,iN75

de lo anterior se observa que todos los 7, deben ser idénticos a los ji
correspondientes, excepto para n,m, ya que todavia deben ser opera-
dos por do, con lo cual se tienen dos posibilidades, por un lado:

(ns Jm) = (inyim) = P(i) = P(j) = (-1)7DFO = (=1)270 =1,
o por el otro:

Gnsgm) = (im,in) = P@)=P(G) 1 — (—1)2POF = 16

®Debido a que las funciones {¢x} son ortonormales: (éx|¢p1) = 6.
®Siendo 2P (i) la def. de niimero par, y 2P (i) & 1 la de ntimero impar.
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El método de Hartree—Fock

Operadores idénticos de un par de electrones
Con el anélisis anterior, los elementos de matriz quedan como,

(B|A|D) =

1 N N!

=Y i (0) i, (5m) aa (12, 112) | B, (%) i (Xim)) + - -
2( ) n#m=1i=1

oo = (i, (X)) D5, (X )| G2 (1, M) | i, (X)) B (%)) -
En la expresién anterior se observa que todos los pares de electrones
dan la misma contribucién a (®|A|®), por tanto:

N
@ X gy =N
N! N
b) Y —o(nN=-21 > 8
i=1 inPim=1

"Total de comb. que se pueden formar con N elementos en (N — 2) sitios.

8Total de términos que dan el mismo elemento (in,im ).
Fisica Atémica y Molecular — Doctorado (Fisica)
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El método de Hartree—Fock

Operadores idénticos de un par de electrones
Por tanto, tomando en cuenta el andlisis previo, los elementos de matriz
se pueden expresan como,

. 1 N
(B|A|D) = 2(N!)N(N —1)(N - 2)!in75jzm=l X ...

X [Py, (Xn) D, () G2 (1, M) D3, (%0) iy, (Xim)) + -+
— (i, (Xn)bir, (xm)|a2(n, m)| D, (%) i, (Xm0 )] -
Renombrando ¢,, — ¢, j,, — j y removiendo la mencién explicita de

los argumentos,

N
(®|A|D) = Z (picosla|did;) — (¢j0ilazldegs)],°

L\’JM—A

es decir, se obtiene que (®|A|®) representa una suma sobre todos los
pares de orbitales.

%Se ha incluido i = j en la sumatoria ya que da un término nulo.
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El método de Hartree—Fock

Ecuaciones de Hartree—Fock

Con los resultados obtenidos anteriormente, es posible analizar los ele-
mentos de matriz de la cantidad F,

N
F = (D|He|®) — > Nij [iles) — i),
ij=1
es particular para <<I>\ﬁe|‘i>>, en donde:

N
= Zﬁl(rz Z h2 rlarj
=1

275] 1

lo cual se puede expresar como,

N
Z [ (pis ol pihs) — <¢j¢i|ﬁ2|¢i¢j)]~

l\.')\r—t

(D|He|®) = Z (bilha|gi) +
=1
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El método de Hartree—Fock

Ecuaciones de Hartree—Fock
Sin embargo, recordando que el objetivo es determinar el set de orbitales
{¢r} tal que la funcién I sea estacionarial® bajo pequefias variaciones

de los orbitales,
OF =0 VY ¢ — op + oy,

entonces, se debe calcular §F' cuando se varian {¢y},

N
OF = 6 (®|H|®) — 6 > Nij [(diles) — 0ij] -

ij=1
Por tanto, analizando de manera general la variacién para los operado-

res de un electron que conforman H,:

N

§(BIAI®) =0 (¢slarlg) ¥ dr — dx + oo

i=1

Es decir, posea una valor extremal: §F = 0.
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El método de Hartree—Fock

Ecuaciones de Hartree—Fock

Expandiendo la expresién anterior:

5 (DA|®) = [(¢1]ar]dr) + (Balar|da) + ... + (dr—1las|dp_1) +
+ (¢r + 0pk|ar|pr + dor) + <¢k+1|01|¢k+1> (¢N|al|¢N>]
— [(#1la1|o1) + (@2larld2) + ... + (k- 1’a1|¢k 1)
+ (Pklar|or) + <¢k+1|a1’¢k+1> <¢N|a1|¢N>]

= (¢ + dpr|a1|dr + 0dk) — <¢k\a1|¢k> 7
= (Prla1|0dr) + (dor|ar|or) + (dor|a1]ddr) ,
~ (pr|a1|ddr) + (Oorlar|dr), !

considerando que @1 es un operador hermitico, se tiene finalmente:

5 (BIA|D) = (3dylar|dr)* + (dwklar|dr)-

1 (5¢r|ar|d¢r) — 0, ya que solo se consideran variaciones a primer orden.
Omar De la Pefia-Seaman | IFUAP
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El método de Hartree—Fock

Ecuaciones de Hartree—Fock
Ahora, analizando la variacién para los operadores de un par de elec-
trones,

N1

§(PIA|R) =06

ij=1

5 [(didjlaz|digs) — (djdilasldigs)],

N
- %Z [(86(6x + 61 )\aaldi(dn + 501)) +
=1

— ((¢x + 09x)Pilas|di(dr + dgk)) +
— (pidrlaz|pior) + (Prdildz|Pidr)] +

.+

l\')\'—‘

N
Z Ok + 6d1)Bjlaz|(dr + 6dk)d;) +
Jj=

— (@ (dr + dox)|G2|(Dr + 0dk) D) +
— (Prpjlaslords) + (Pjdrlasldrd)],
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El método de Hartree—Fock

Ecuaciones de Hartree—Fock
6 (D|A|®) = %Zj\; [(@idd|az|pidn) + (didrlaz|Pibor) + . ..
- D0k |a2|didr) — (Sdrdilaz|didr) + - ..
- = (Prdilaz|@iddr) — (Odrdilaz|@iddr)] + ...
-t %Zj\; [(0drdjlaa|prds) + (Prdslazlddrds) + ...

oo+ (0Pnpi|a2|0kDs) — (Pjodk|az|Prds) + - ..
o =P bkla2]0dr ) — (@j0k|aa|dprds)] + ...
N

> [{(pidgrlaz|digr) + (Pidrlazldiddr) — (Sdrdilaaldidr) + ...

=1

N
oo — Pk pilaz|Piddr)] + % > [(6dndjlaz|dnd;) + .-
j=1

~
~

N | =

oo (Prdjla]0drd;) — (Pi0Pk|an|drdj) — (Djdrla2|ddrds)] .
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El método de Hartree—Fock

Ecuaciones de Hartree—Fock
Del resultado anterior, se obtiene:

A

5 (B|A|®)

Z (Pibdk|az|pidr) + (Pidklaz|piddr) — (0kds|az|didn) +

I.\D\H

— (Betilanloidon)] + 5 Yoo | [(Gondslanlonds) +
(Pudjlazlodrds) — (B;0¢kla2|onds) — (@idklazlddrd;)],

+

N
~ =) [(0dudilaz|onds) + (Srdilaz|odnds) — (Sdudilazldsdr) +

=1

l\D\»—t

— (Gidrlaz|oprsd:)] +%Z§V:1 [(6pnjlaz|onds) +
+ (propjlas|ddre;) — (0rd;las|didr) — (pjdklaz|ddrgs)] .12

(fafilaz|fafs).

Fisica Atémica y Molecular — Doctorado (Fisica)

2Donde (fif2laz|fsfs) =
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El método de Hartree—Fock

Ecuaciones de Hartree—Fock
Al ser ambas sumatorias exactamente iguales en forma, se pueden
combinar en una sola sumandolas,

N

5 (RIA|D) ~ > [(Sdndilaz|dndi) + (Prdilaz|dpnds) + . ..

i=1

oo = (0Prdilaz|pigr) — (Pigr|az]ddrdi)]
N
~ Y [(Ogrdilas|drdi) + (dprdilas|drds)™ + ...

=
o — (6drdilaz|didr) — (Sdrdilaz|didr)™] .13

Ya con el resultado anterior se obtiene la expresiéon completa de 6 (®|H, | D),
donde sélo hace falta calcular la variacién de la constriccién,

N
OF = 6 (D|H|®) + 6 > Aij [(¢ile5) — 6i5]-
ij=1

B Aplicando la condicién de hermiticidad del operador as.

Omar De la Pefia-Seaman | IFUAP Fisica Atémica y Molecular — Doctorado (Fisica)



El método de Hartree—Fock

Ecuaciones de Hartree—Fock
Por tanto, calculando tal variacién,

62? N [(1]6;) — 6
= Z ik [(Pil Pk + 0k) — i) — Nik [(DilPr) — ik} +

=1
N
A D s [(Br + 0] Ds) — Ors) — My [(lds) — s},
=1
Nj N
= > ik (Dil6dr) + D Mg (5¢kle) ,
i=1 j=1

_Z)\’k (8k|di)* +Z)\kg (0ok|b;)

i=1
N
= [Nk (60k|i)™ + Aki (6r|di)] -

i=1
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El método de Hartree—Fock

Ecuaciones de Hartree—Fock
Finalmente, con el resultado anterior, es posible analizar la expresién
completa para 0 F,

N
OF = 6 (®|H,|®) + 0 Z Aij [(Dild5) — dij] 5
ij=1

N
= (klhn|or)” + (Ogklhaln) + D [ (Soxeilholones) +
=1
ot (Sondilhalondi)” — (endilhaldion) — (Gorailhaloion)’] +

2

Z it (0P| D)™ + Ak (9dk|d4)] ,

siendo que para encontrar la condicién de extremal del funcional F, se
deben expresar en su forma integral los elementos de matriz obtenidos
anteriormente:

(@ila1|ow) =/dx¢2‘d1¢k.

Fisica Atémica y Molecular — Doctorado (Fisica)
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El método de Hartree—Fock

Ecuaciones de Hartree—Fock
OF = /dX15¢k(X1)fAl1¢Z(X1) —l—/dxléqﬁZ(xl)Bl(pk(xl) +...
N A
= U/dxldx25¢2(xl)¢f(Xz)h2¢k(X1)¢i(XQ) +...
=1

4 / / dx1dxad ey (x1) i (%2)hadh (x1)6E (x2) + . .
..—//dxldX25¢Z(X1)¢I(X2)ﬁ2¢i(xl)¢k(><2)+-~-
= [ [ axidsassntnontxhas )6 )|

—Zﬁ[:l {)\ik/dxléqsk(xl)(b;(xl) +)\ki/dx16¢7;(x1)¢i(x1)] v

se observa que es posible agrupar por términos de variacién, d¢y y 6¢7,
los cuales son linealmente independientes.

Omar De la Pefia-Seaman | IFUAP

Fisica Atémica y Molecular — Doctorado (Fisica)



El método de Hartree—Fock

Ecuaciones de Hartree—Fock

Agrupando términos en funcién de su variacioén:

A N A
oF = /dX15¢k(X1) {hl(b;:;(xl) +Z [/ dx2¢i(x2)hady(x1)9; (x2) + ...
N
/dX2¢z x2) ha s} (x1) & (%2 } D i (xa }

i=1

N

+/dx15¢k X1 {h1¢k X1 +Z {/dxxb x2) hai (x1) i (x2) +
=1

N
/dX2¢l Xg h2¢z X1 ¢k X2 :| Z)\kzﬁéz Xl }

debido a que d¢y y d¢;, son independientes y genéricas, para que
O0F = 0 los coeficientes de cada variacidon deben anularse uno a uno.
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El método de Hartree—Fock

Ecuaciones de Hartree—Fock

Por tanto, para 0 F = 0 se debe cumplir:
A N A
inoi(x) + 3 | [ dasi(e)hadi (1) () +
i=1

/dX2¢>z x2)hat} (x1) B (x2 } Z)\zkd)z x1),

N

hide(x1) + U X207 (x2) oy (x1) i (x2) +
i=1

/dX2¢ (x2) hadi (x1) b (2 } Z)\kzd)z x1),

ecuaciones que representan las condiciones para que el funcional F
tenga un comportamiento estacionario, es decir, condiciones extremales.
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El método de Hartree—Fock

Ecuaciones de Hartree—Fock
Introduciendo los operadores dependientes de los orbitales .J;,

i) = [ deasi (e haona)onoe) = [y 22 fﬂ, Ok (x1).
asi como también K’,,
Kidr(x1) /dx2¢z x2) hai (X1) P (X2) /d W@(Xl),

/ dxs ‘f’* |P12[¢Z<XQ>¢k<xl>] &

e Operador de Coulomb, j,;: Describe la interaccidon electrostatica
clasica entre dos distribuciones de carga descritas por |¢;]? y |ox|?.

e Operador de intercambio, /K;: Es una consecuencia directa del
requerimiento cuantico de que la funcién de onda de los N-
electrones sea antisimétrica al intercambio de dos electrones.

“Donde Py es el operador de permutacién x; — Xa.
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El método de Hartree—Fock

Ecuaciones de Hartree—Fock

Con la ayuda de los operadores J; y K; se pueden expresar las condi-
ciones extremales como,

R N o N

hi + ‘ [Ji - Kz] O = Z Aki®i
A ]7;[:1 A o ’L;l

hy + {Ji - Kz} or=>_ Nind;,
il i=1

relacionando a]r\r;bas ecuaciones se obtiene:1®

DTk = AR di =0 = g = AR, °
i=1

es decir, los A's forman una matriz hermitica de N x N, y las ecua-
ciones de la condicién extremal son equivalentes entre ellas.

¥ Tomando el complejo conjugado de la seg. ec. y restando, donde h; = hj.
®Debido a que los orbitales {¢;} son ortogonales.
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El método de Hartree—Fock

Ecuaciones de Hartree—Fock

Por tanto, de la ecuacién de condicién extremal se puede definir un
nuevo operador,

s

A N A A A N
F:h1+Z['— z] = Fd)k:Z)\kiﬁbi
— i=1

en donde I se le conoce como el operador de Fock!” y cuya ecuacién

puede tener miltiples soluciones que llevan a diferentes sets de valores
Ak

Centrandose en el caso cuando
ki = Oki€ks

entonces las ecuaciones de Hartree-Fock se expresan como:

A

Fo = €.

7El cual es hermitico.
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El método de Hartree—Fock

Ecuaciones de Hartree—Fock
Las ecuaciones de Hartree-Fock,

Fop = eroy.

representan un set de ecuaciones de eigenvalores, en donde:
e [ no es el Hamiltoniano, es el operador de Fock.

e Representa una ecuacién para una particula, y no para N-particulas,
siendo que esa informacién esta incluida en el operador F'.

e [ depende de las soluciones que se quieren encontrar: ¢;,

‘Cbl X2)|2

?lrs —11]

F= h1+2[jz K} v Jign(x1) /d oi(x1),

Kion(x1) /dX 2 — )|P12 [¢i(x2) Pr(x1)] -

e Los eigenvalores ¢ alin no estan relacionados con ningin observable
fisico. T
/8
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Contenido: Tema 02

2. Método de Hartree-Fock

2.3 Orbitales, energia total, teorema de Koopmans
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Orbitales, energia total, teorema de Koopmans
Preliminares
El operador de Fock, en las ecs. de Hartree-Fock (H-F), es

F:ﬁ1+§:<ji—Ki) = Foy, = eron,
=1

|i(x2) 2
2

donde: Jigp(x1) = /d(x )‘r2 — 1|¢>k(X1),

Kigr(x1) /d )‘P12 [¢i(x2)Pr(x1)] .

Sin embargo, los operadores dependen de la forma de los orbitales =
para resolver las ecuaciones de H-F se procede como sigue:

e Se propone una forma inicial adecuada para los orbitales.

e Se generan los operadores Ji y K;.

e Se resuelven las ecs. de H-F, obteniendo un nuevo set de orb.

e Estos se utilizan para generar de nuevo los operadores J; y K;.

e Se continta hasta que {¢,} ~ {dout} = las ecuaciones de H-F han

sido resueltas de manera auto-consistente.
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Orbitales, energia total, teorema de Koopmans

Energia
Antes de abordar el proceso de solucién de las ecs. de Hartree-Fock,
se debe analizar la exp. para la energia electronica total del sistema,

Eyp = (®|H.|®) ¥V & = determinante de Slater,

N N
=>" (¢ilha|di) + Z [(¢i¢j|ﬁ2\¢i¢j> - <¢j¢i|ﬁ2|¢i¢j>}a
i=1 i,j=1

por lo cual, calculando Egr mediante las ecs. de H-F,

N N
Fop=exdr = Y. (oulFlon) = Z (Prloe) =D er,®
k_

k=1 k=1

=

N N
D (Gulhalr) + Z [ (Br|Jildr) — <¢k|f(l|¢k>} => &
!

k=1 =1

8Debido a la ortogonalidad de los orbitales.
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Orbitales, energia total, teorema de Koopmans
Energia
Analizando los elementos de matriz que involucran a J; y Kj,

{0k i|or) = //dx dxs [Gu(x2) " ’¢k(x1)|2,

[r2 — 1]

://XmdX2¢z(X1)¢l (X2)h2¢k(xl)¢l(x2)’

= (ordilhalonen) Y ho = |r21r1|7
nlfiton) = [ [ s 0D by 6,0y

://dxldx2¢k(xl)¢l (x2) hodi(x1)Pr(x2),
= (dudilhaldion) = (diok|halordi)

sustituyendo lo anterior en la expresién general:

N N N
> (ulhalor) + D2 | (eneulhalonsn) — (eigulhalorsn)] = e
k=1 k=1 k=1
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Orbitales, energia total, teorema de Koopmans
Energia
Comparando ambos resultados obtenidos,

N

. 1 X . .
Epr = Z (¢i|h1|ds) + B > [(tﬁi%\hzl(lﬁi%) - <¢j¢i|h2’¢i¢j>} ;

ij=1

i=1
N N R N . R
Sa= (eulhlon) + Y [(rolhalenr) — (dienlhalenen)],
k=1 k=1

k=1
se observa que se relacionan de la siguiente manera,®
N 1 X . A
Bup =Y a—5 2. | (ilhalondr) — (duonlhaldidn)],
k=1 k=1

en donde la energia electronica total es:
e Suma de las energias de los orbitales individuales ¢.

e Menos un término de doble conteo debido a las inter. electron—electron.

19 as sumatorias son idénticas haciendo: i — ky j — L.
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Orbitales, energia total, teorema de Koopmans

Orbitales: Teorema de Koopmans
Regresando al proceso del ciclo de auto-consistencia para resolver
las ecs. de H-F, en algln punto se tendran mas orbitales que los NV
requeridos, por lo que existird una arbitrariedad al poblarlos!

Hipoétesis

Como se tiene interés en el = se deben escoger los NV
orbitales que correspondan a los valores mas en energia €.

La hipdtesis anterior descansa en el teorema de Koopmans,
(i) EHF(N — 1) — EHF(N) ~ —€p
La energia de un sistema al que se le ha removido un electrén de
un orbital n (con energia €,) es menor que la del sist. original.
(ZZ) EHF(N -+ 1) = EHF(N) ~ €m
La energia de un sistema al que se le ha afiadido un electrén en un
orbital m (con energia €,,) es mayor que la del sist. original.
Donde el sistema original es el caso en que los N electrones ocupan
los N orbitales de menor energia.

Omar De la Pefia-Seaman | IFUAP

Fisica Atémica y Molecular — Doctorado (Fisica)



Orbitales, energia total, teorema de Koopmans

Orbitales: Teorema de Koopmans

Eliminacién de un orbital Inclusiéon de un orbital
Enr(N-1) Enr(N) Enr(N+1) Enr(N)
La diferencia energética correspon-  La diferencia en energia correspon-
derad a la energia del orbital des- derd a la energia del orbital in-

cluido ¢,,.

ocupado ¢,.
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