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Contenido: Tema 01

1. Ecuaciones de Lagrange
1.1 Principios elementales de la mecanica newtoniana
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Principios elementales de la mecanica newtoniana

Dindmica de una particula: principios fundamentales

Velocidad Aceleracion
_dr d’r
Tt TN
Momento lineal Momento Angular
p e mV7 L =TI X p,
Fuerza (2 Ley de Newton) Torque
F = d_p =p N=rxF,
dt ’ d
= X —
valida para un marco de a7 (mv),
referencia inercial. i d_L =1,
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Principios elementales de la mecanica newtoniana

Dindmica de una particula: principios fundamentales

El trabajo realizado por una fuerza externa F sobre una particula yendo
del punto 1 al punto 2 es:

2 2
ngz/F-ds:m dl'th,
1 1 dt

m [2d,,
m

2 _ .2
= —(vy — 7).
(03 — o)
Siendo la cantidad escalar T = mwv?/2 la energia cinética de la
particula, por tanto,
Wie =15 —T7.
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Principios elementales de la mecanica newtoniana

Dindmica de una particula: principios fundamentales

Cuando el campo de fuerzas es tal que el trabajo Wi es el mismo
para cualquier camino posible entre los puntos 1 y 2, entonces se dice
que tal campo y sistema son conservativos.

]{F-ds:o,

lo cual implica que la fuerza es el gradiente de alguna funcién escalar
de la posiciént:

Esto se traduce en,

F=-VV(r),

por tanto tenemos,

2
W12:/ F-dS:‘/l—‘/é.
1

1V viene siendo el potencial o energia potencial

Omar De la Pefia-Seaman | IFUAP Mecanica Clasica — M.C. Fisica




Principios elementales de la mecanica newtoniana

Dindmica de una particula: principios fundamentales

De los fundamentos anteriores podemos concluir algunos Teoremas de
Conservacion,

e Momento lineal de una particula: si la fuerza total F es cero,
entonces p = 0 y el momento lineal p se conserva.

e Momento angular de una particula: si el torque total N es cero,
entonces L = 0 y el momento angular L se conserva.

e Energia de una particula: si las fuerzas que actian sobre una
particula son conservativas, entonces la energia total de la particula
T +V se conserva.?

2debido a que Wis = Ts — 11 = Vi — Va, sélo cuando F(r) = —VV (r).
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Principios elementales de la mecanica newtoniana

Dindmica de un sistema particulas
Extrapolando lo visto anteriormente a un sistema de particulas, se
puede expresar la ecuaciéon de movimiento (2% ley de Newton) como,

> Fji+Ff =p;,°
J

sumando sobre todas las partl'culas tenemos en la ecuacién anterior,

dt2 Zmlrl Y Fi+) Fy,

( i#]
d? N
= gz 2 miri=) Fi,
A A
lo anterior debido a la 3“ ley de Newton,
ZFTL' =0 yaque F;; +F; =0.
7]
3donde Ff es la fuerza externa al sistema y Fj; es la fuerza de interaccién entre

particulas j e 3.
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Principios elementales de la mecanica newtoniana

Dindmica de un sistema particulas: momento lineal

Usando la definicién de centro

de masa, o o
centro de masa
[ ] [ ]
doMmuTi YTy
R p— p— 5
Z m; M
se tiene que,
d’R

M— = F¢ = F¢
" _yeer

lo cual nos lleva al momento
lineal total del sistema,

Y
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Principios elementales de la mecanica newtoniana

Dinamica de un sistema particulas: momento angular

Usando la expresidn de p;, se tiene R

que el momento angular to- o e
tal del sistema se relaciona como e e e
Slgue [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]

L Zdt szpz)—Z(riXPi)a
_Zrl ><F6+z:rZ x Fji,

i#]
— Zrz x F¥ —i—er x Fj;,
i#]
. dL
= L= = N° >
dt ’

en donde se ha considerado la suma de pares como:

r; X sz‘ +r; X Fij = (I‘i = I'j) X Fji.
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Principios elementales de la mecanica newtoniana

Dinamica de un sistema particulas: momento angular

Para el momento angular centrado
en el origen O tenemos,

L:ZriXpi»
7

pero si lo referimos al centro de
masa,

/ /
rp=r;,+R, v,=v,+v,

con lo cual se tiene:

4

\

r;

R

centro de masa

Y

O

d
L:;Rxmiijzi:r; X m;vi + (;mzr;> X v+R x ﬁzi:mir;7

= L:RXMV—FZI‘;XI); v Zmir;:O.
i i
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Principios elementales de la mecanica newtoniana

Dinamica de un sistema particulas: energia

Calculando el trabajo realizado por todas las fuerzas en un sistema en
movimiento desde un punto 1 a un punto 2:

2 2 2
W12:Z/1 Fi-dSiZZ/I Ff-dsi—l—Z/l Fji'dsi-

i#]

Considerando inicialmente el término central de la expresidén anterior,
2 2 2 /1 )
Z/ Fi'dsz’:Z/ mivi-vidt:Z/ d<2mﬂ}i),
—~ J1 — J1 -~ /1
1 (2 (2

por tanto, el trabajo total viene dado como:
1 2
W12 ZTQ—Tl V T = 5%:777,,"1)1-,

en donde T es la energia cinética total del sistema.
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Principios elementales de la mecanica newtoniana

Dinamica de un sistema particulas: energia

Transf. la energia cinética al marco de referencia del centro de masas:
1 2
1
= T = §Zmi(v+v;) (V+V) Y vi=v+v,
i

= 1E:m‘vQ—i—}z:mv +v- Zmr
i Dl dt s

= fou = Zml ’2 4

la cual consiste de dos partes:
e Una como si toda la masa estuviera concentrada en el CM,

e Otra como resultado del mov. de las particulas alrededor del CM.

*de igual manera que en caso de L, tenemos que Y . m;r; = 0.
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Principios elementales de la mecanica newtoniana

Dinamica de un sistema particulas: energia
Considerando ahora la parte derecha de la ecuacién de trabajo expuesta
anteriormente,

W12—Z/ F; - ds; = 2/ Fe . dsl—I—Z/ Fji - ds;,

i#]

para el caso de que tengamos fuerzas conservativas

2 2 2
Z/ Ff-dsi:—Z/ ViVi-dsi=—)Y_V;
i 1 i 1 i

Para las fuerzas internas, consideremos la interaccién mutua entre las
particulas i y 7,

Fji=—-VV;i = -VVi; =+V,;Vij = =Fy; ¥V Vi =Vi(|rs —1j)).
= Fj;-ds; = Fyj; - ds; + Fyj - ds; = Fj; - (dsy— ds;),
= sz' : (dI‘l — dI'j) = Fji : drij v _vij‘/ij ' drij-

5

®del tipo F = -VV VYV = V(r).
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Principios elementales de la mecanica newtoniana
Dinamica de un sistema particulas: energia
Por tanto, el trabajo de las fuerzas internas viene dado como,

2

2/ Fji - dsZ:—fZ/ ViiVij - dr”—— > Vil ®

i#] #J 1

Definiendo por tanto un potencial total del sistema,

V= ZV+ LS

z#J

El término del potencial interno no tiene porque ser constante, ya que
puede variar conforme el sistema evoluciona en el tiempo. Solo para
casos particulares la energia o potencial interna es constante (ejem:
cuerpos rigidos).

8¢l 1/2 aparece porque hemos dividido por pares la suma, contando doblemente
cada término, primero en la suma de 7 y luego en la de j.
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Contenido: Tema 01

1. Ecuaciones de Lagrange

1.2 Constricciones y coordenadas generalizadas
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Constricciones y coordenadas generalizadas

Clasificacion de constricciones

Holénomas ( f(ri,ro,r3,...,t) =0 )

Manera de
expresarlas

No- No se pueden expresar
holénomas en forma de ecuaciones

Constricciones

, [ El tiempo es una ]
Redénomas

variable explicita

Dependencia
temporal

nomas

Escleré- No dependen explici-
tamente del tiempo
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Constricciones y coordenadas generalizadas

Esfera deslizante Cuerpo en
plano inclinado

Y

Ejemplos de constricciones

Péndulo simple

>

® Holénoma ® No-holénoma ® Holénoma

® Esclerénoma ® Esclerénoma ® Rebénoma
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Constricciones y coordenadas generalizadas
Coordenadas generalizadas
En el caso mas general, tenemos un sistema que consta de:

N particulas, 7 = 3N grados de libertad, % const. holonémicas.”

Coordenadas generalizadas

Conjunto de coordenadas independientes que especifican completa-
mente la configuracién del sistema: {q1,q2,.-.,qn_k}-

El sistema de coordenadas original (cartesiano, por ejemplo) puede ser
expresado en términos de las coordenadas generalizadas como,

1 =21(q1,92, - - - s qn—k> t)5
2 = 22(q1,G2, - - - s qn—k> 1),

Ty = xn(q17QQ7 o 7ank7t)~

“del tipo f(ilfl,il’z, T3, ... ,t) =0.
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Constricciones y coordenadas generalizadas

Coordenadas generalizadas
Suponiendo que todas las coordenadas generalizadas y el tiempo
cambian ligeramente® por las cantidades {dg;} y dt, entonces el cambio
inducido en (por ejemplo) x; sera:
o0x1 o0x1 0x1 O0xq
—dq1 + —d +... 4+ —d +
tenemos por tanto que el desplazamlento general para la coordenada
x; = 2;{qa,t} esta dado por,

"’ﬁaxzd o0x;
X Gt 5

dl‘l = d

da:i— —dt VvV i:1,...,n

asi como la velocidad #; = ©;{qq, a, t}:

dl‘z — 4 8551 an Ox; axz g i
Z 1 Oqa dt 8t Z

8Por ejemplo, representar el cambio dindmico en la configuracién del sistema

cuando ¢ se incrementa a ¢ + dt.
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Constricciones y coordenadas generalizadas

Coordenadas generalizadas

Desplazamientos virtuales

dz; (i = 1,...,n) estd definido como un desplazamiento instanta-

neo e infinitesimal de las coordenadas z1, ..., x, consistente con las
restricciones y las fuerzas de constriccién que ocurren en un instante
dado (At = 0).

Imaginemos el sistema congelado en un instante de tiempo, entonces
efectuamos desplazamientos infinitesimales dx; permitidos por las re-
stricciones.

Por tanto, el desplazamiento virtual estard dado por,

5:172‘:2@5% vV i=1,...,n°

%La tnica diferencia entre dx; y dz;, es que en la primera no aparece el tiempo
debido a que los desplazamientos virtuales son instantaneos.
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Contenido: Tema 01

1. Ecuaciones de Lagrange

1.3 Principio de trabajo virtual y principio de D'Alembert
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Principio de trabajo virtual y principio de D'Alembert

Principio de trabajo virtual

Tenemos que en un sistema en equilibrio la fuerza total en cada
particula se anula, F; = 0. Por tanto, multiplicando por un desplaza-
miento virtual'®, y sumando para todas las particulas:

ZFl(SI'Z :0,

Z F! - or; + Z f;-or; =0 V f; = fuerza de constriccién.
i i

En general, el trabajo virtual de las fuerzas de constriccion es cero,
ya que el desplazamiento es perpendicular a estas fuerzas, por tanto,

> F{-ori=0 V F{#0,

lo cual representa el principio de trabajo virtual, y en donde los dr;
no son independientes, debido a las constricciones.

©Un desp. virtual no genera cambios en las fuerzas aplicadas y de constriccié 26
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Principio de trabajo virtual y principio de D'Alembert
Principio de D’Alembert
La ecuacién de movimiento es,

F,=p, = F;,—p;=0,

por tanto, el sistema estara en equilibrio.

Aplicando ahora el producto con un desplazamiento virtual,!!

> (Fi —py) - 6r; =0,

= > (F{—pi)-0ri+) f;-or;=0.

Centrandonos en sistemas donde el trabajo virtual de las fuerzas de
restriccién es cero, se llega al principio de D’Alembert,

Z(F? ] pz) . 51‘2' = 0.

)

1de la misma manera que en caso del principio de trabajo virtual.
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Contenido: Tema 01

1. Ecuaciones de Lagrange

1.4 Ecuaciones de Lagrange y sistemas generalizados
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Ecuaciones de Lagrange y sistemas generalizados
Principio de D'Alembert en coordenadas generalizadas
El principio de D’Alembert,
> (Fi —pi) - 0r; =0,
K
atn no nos puede dar informacién del movimiento del sistema debido
a que los dr; estan acoplados, por lo que los coeficientes no se anulan
término a término.

Para desacoplar los dr; es necesario pasar la descripcion del problema
a un sistema de coordenadas generalizadas,

nok ox; Nk or;
(55(51'221@5@[04 = 0r; = 21@6(](1 V. n=3N.

Expresando en términos de las coord. generalizadas primeramente el
trabajo virtual de F;,

ZFl S 51‘1' = ZFZ 5 g;idqa = Z Qa(SQOz-
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Ecuaciones de Lagrange y sistemas generalizados
Principio de D'Alembert en coordenadas generalizadas
En la expresidn anterior ), se le conoce como la fuerza generalizada,

8I‘Z‘
= F, - —.
Qu=S i gt
Para el segundo término del principio de D'Alembert tenemos,
Zpi - 0r; = Zmiri -0r; = Z miti - 2— | 6qa,
i : e 9o

analizando el término en paréntesis,

. Or; di;  Or;
;miri'aiqa—;mzdt 40’

d<f. ari)_@ armrf. i(ari>
dt \'' 9q,) dt Oqn ' dt \Oqn)’

pero,
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Ecuaciones de Lagrange y sistemas generalizados

Principio de D'Alembert en coordenadas generalizadas

entonces,
e on_d (o D) ()
dt  0qa Cdt ! 0qa todt 0qa)

Para eliminar los términos de derivadas de dr; de la expresién anterior,

recordemos,
(9I'i 8r2-
dr; = —dqo + —dt,
T2 g, e T
dr; _ . _§Ori,  On
it~ T ag T o

Por otro lado, aprovechamos que los operadores de derivada conmutan,

ACAWENLAN
dt \dqa)  0ga \ dt ) 9qs’
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Ecuaciones de Lagrange y sistemas generalizados

Principio de D'Alembert en coordenadas generalizadas

Ademas, como r; es funcién sélamente de ¢, y ¢, entonces se tiene que
I; es una funcién lineal de las velocidades generalizadas ¢,

r; =1i(q1, 92, - - qN—k3 415 G2 - - - dN—k31) ¥V 1=1,2,3,... N,
or; 0 [ or; 8”1_ or;

7 P 0dn |2 002 00 | T Bga’

Sustituyendo los dos resultados anterrioes en la expresion original,

0 _d(, Oy d(0n)
dt 0qo dt \'" Oq. Yodt \Oqn )’

_ 4 (5 B) ) O
a ' Y 0qa’

9o
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Ecuaciones de Lagrange y sistemas generalizados

Principio de D'Alembert en coordenadas generalizadas
Introduciendo ahora el resultado anterior en la expresion del segundo
término del principio de D’Alembert,

Zpl 0Ty = Z lzmldrl : arz] 0o,

9qa

_ ZO; l;dt <mzrl : > Zmzrl a] 0qa,

{E[i (o) ()
{6 (8) -

en donde se ha identificado al término de la energia cinética total del
sistema, ]
. 2
i

Mecanica Clasica — M.C. Fisica
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Ecuaciones de Lagrange y sistemas generalizados

Principio de D'Alembert en coordenadas generalizadas
Con la ecuacién anterior y la del trabajo virtual obtenida se puede
expresar el principio de D'Alembert en coord. generalizadas,

Y (Fi—pi)-or;=0 = Y (Fi-ér;—p;-or;) =0,

por tanto:

Sou 5[4 () o

8Qa aQa
oT
- Z [dt (8%) 40 Qa} 04 = 0.

Debido a que las variaciones de las coord. generalizadas son indepen-
dientes, entonces cada término de la expresién anterior se debe anular
uno a uno:

d (0T or
<aqa)—aqa—Qa A a—1,2,...,n—k.
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Ecuaciones de Lagrange y sistemas generalizados
Ecuaciones de Lagrange
Para el caso de que las fuerzas sean derivables de un potencial escalar
V12 tenemos,
F,=-V,V,

por lo que las fuerzas generalizadas pueden ser expresadas como,

Qa:ZF ——Zvv

aV aa:ij o _8l
 0%ij 0o 0o’

Ademés, como consideramos que V' es conservativo,'® por tanto,

oV d [0V
3. 0 & dt(aq-)—

125 cual se considera como un sistema de fuerzas conservativas.
Bno depende de §o ni de t.
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Ecuaciones de Lagrange y sistemas generalizados
Ecuaciones de Lagrange
Sustituyendo las expresiones anteriores en la ecuacién obtenida del prin-
cipio de D'Alembert:

d (oT\ OT _

a@ (aq-a) T g e
d <a(T—V)) _AT-V) _
dt Aa 9qa ’

definiendo una nueva funcién, el Lagrangiano [, como
L=T-YV,

la ecuacion obtenida puede ser expresada como:
d (0L OL
a4 () O 0y oa=1,2...n—k
dt \ 9qq 9qa
Al set de ecuaciones anteriores se les conoce como las ecuaciones de

Lagrange.
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Ecuaciones de Lagrange y sistemas generalizados
Ecuaciones de Lagrange: fuerzas no—conservativas

Si en el sistema se tienen:

e Fuerzas no-conservativas: provenientes de potenciales dependi-
entes de la velocidad,

e Combinacién de fuerzas conservativas y no-conservativas,'®

las ecuaciones de Lagrange alin pueden ser expresadas de manera es-
tandar con ciertas consideraciones,

4oLy % _g
dt \0qq 4o o

e [ contiene el potencial de las fuerzas conservativas,

e () representa las fuerzas que no son obtenidas de un potencial y
dependen de la velocidad de las particulas del sistema.

4 como por ejemplo las fuerzas electromagnéticas de una particula en movimiento:
F =¢[E+ (v x B)].

Bcuando se tienen fuerzas de friccion: Fp oy = —kzvk
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