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Contenido: Tema 02

2. Principios Variacionales
2.1 Calculo de variaciones
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Calculo de variaciones

Definiciones

e Principio diferencial: Se considera un estado instantaneo del sis-
tema y pequefios desplazamientos virtuales alrededor del mismo.!

e Principio integral: considera el movimiento completo del sistema
entre los tiempos 1 y t2 y pequenas variaciones de su movimiento
con respecto al original.

Ya t Espacio configuracional:
hiperespacio cartesiano en donde
las ¢'s forman un conjunto de ejes
coordenados de dimensién n.

Recorrido del movimiento:

curva trazada por el sistema en el
R espacio configuracional conforme
G evoluciona el tiempo.

t1

principio de D’Alembert.
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Calculo de variaciones

Fundamentos
Consideremos el siguiente Tenemos la relacién,
problema basico, )
yl\ (z2,y2) f = f[y($)7y (x),x],
definida en una trayectoria y(x) en
el intervalo [z1, z2] y en donde:
dy
/ —
)= —.
y(z) =
El objetivo fundamental es deter-
(z1,91) - _
R minar y(x) tal que:
i
s /
x: variable independiente definida J = [,y (z), z)dx
J I

en el intervalo [z, x9].

y(x): funcién de = definida en el sea un extremal.

mismo intervalo y diferenciable.
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Calculo de variaciones

Fundamentos

Yy

(w2,92)

(w1,91)

Sea y(z,0) la trayectoria solu-
cion y y(z, o) alguna trayecto-
ria vecina, tal que,

y(z, @) = y(z,0) + an(z),
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en donde « es una cantidad infinites-
imal y n(z) satisface,

n(x1) = n(z2) = 0.

Para tal familia de curvas, J se puede
expresar como,

sy = [ fly(z, @), ¥/ (2, @), zldz,

con la condicién de extremal dada
como,

oJ(«)
Oa

a=0

para todas las n(x) posibles.




Calculo de variaciones

Ecuacién de Euler-Lagrange
Para determinar el resultado de la condicién anterior, calculamos la
diferencial de la integral J(«),

sy = [ ” fy(z, 0), v/ (x, o), 2lde,

o _ [n[orou oo,
Oa  Jo |O0yOa Oy O ’

pero recordemos la definicién de y(zx, «),

1

y(r,a) = y(z,0) + an(z) = gz =1,
oy on
/ — / = _— = 4 = —
y(x7a)_y(x>0)+an(x) 804 77 axa

por tanto, sustituyendo:

o1 _ [mrof ) 0fon
804_/1 [8yn(x)+8y’8x 9

1
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Calculo de variaciones

Ecuacién de Euler-Lagrange

De la expresién anterior, integrando el segundo término por partes,
2 0f 0 0 *2d (0
/ " g = of —/ ( f) n(z)dx,?
1 z1 ay

oy ox'" oy
debido a la condicién de que la familia de curvas (representada por
el pardmetro «) debe pasar por (z1,¥1),(x2,y2), entonces n(x;) =
n(x2) = 0, por tanto,

oJ 2 [Of af (‘)n] /9”2 [af d Of]

— = — — | dx = —_—— dz.

da _/xl [8yn(x)+(’)y’ oz ] “* o L0y dx 0y n(z)dz
Con lo cual, la condicién de extremal estard dada como,

oJ z2 af d af}
= ("4 9 _ 297 L1 g
a=0 /1'1 (=) [811 dx 9y’ | ,—¢

da
2fud11 zuv—fvdu
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Calculo de variaciones
Ecuacién de Euler-Lagrange
Como n(x) es una funcidn arbitraria, entonces J(«a) es un extremal si,

lo que se conoce como ecuacion de Euler-Lagrange.

Ademas, tenemos que la cantidad

9y _
daa—a = by,

representa el corrimiento infinitesimal del recorrido alterno con respecto
al recorrido correcto y(x) en el punto z, por tanto representa un des-
plazamiento virtual.

Esta notacién se utiliza también para la condicién de extremal,

aJ
dag= =4,
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Calculo de variaciones

Ecuacién de Euler-Lagrange: distancia mas corta entre dos puntos

siendo la longitud total de una
curva yendo desde el punto 1 al 2:

()
y\ I:Ast:/J;TZ‘/H(ﬁ)Qd%

con lo cual el funcional del prob-

Ya (x2,y2)

lema es,
(.r1,y1)
> _ 12
> =1+~
El elemento diferencial de distan- Sustituyendo en la ecuacién de
cia esta dado por, Euler-Lagrange,

Y dy’\* pf 4 \(OFYC
ds = \/dx? + dy? = 1+<daz) dz, By dz \By =0,
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Calculo de variaciones

Ecuacién de Euler-Lagrange: distancia mas corta entre dos puntos

Y (z2,y2)
d /
@) i G
\ 1+
lo que equivale a,
y/
——=c¢ V c=cte.
(xhyl) \/1+y/2
> c
& = y=aV a=—,
J1 — 2
calculando las parciales, 1—c
= y=ar+b,
of _, O __ ¢
aiy =Y 37@// = R en donde a y b son ctes. de inte-
V 1+y gracién determinadas por los pun-

tos (z1,y1), (z2,¥2)-
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Calculo de variaciones
Segunda forma de la ecuacién de Euler-Lagrange
La ecuaciéon de Euler-Lagrange,
-2
Oy oy’ ’
puede ser expresada de otra manera, partiendo del funcional f(y, vy, z):
df _ 0f oy L 9f of oy’  of
dz ~ Oydx Oy dx = Oz’
0f  ,0f [ Of
B TR PR

Ahora, por otro lado, consideremos:

d (. 9fN_ 4of . d <3f>
az(yﬁy’)_yay’+yd:€ oY)’

restando ambas ecuaciones, tenemos:
df_d(8f> /&f_,d<5f>+f
oy’ . Oy oy’ ox’

2 /ug
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Calculo de variaciones
Segunda forma de la ecuacién de Euler-Lagrange
De la ecuacién anterior agrupando términos,

)i -2 )

donde se observa que el término de la derecha corresponde a la ecuacién

de Euler-Lagrange,
-4
oy dx \oy' )]

d , Of of _
dx (f . oy’ ) or 0,

por tanto, tenemos:

lo cual se conoce como segunda forma de la ec. de Euler-Lagrange
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Calculo de variaciones

Segunda forma de la ecuacién de Euler: Braquistocrona

x

yY
Si parte del reposo y v es la veloci-

dad a lo largo de la curva, entonces
el ¢ desde 1 hasta 2 es,

2
t—/dt /ds
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Ahora, por conservacién de e-
nergia, junto con V(y = 0) = 0,
tenemos que:

1

imv2 =mgy = v =+/2gy,

Por tanto, sustituyendo en ¢,

2 1 /2
:/ ty dzx,
1 \/ 29y

se identifica el funcional f como:

t =

1—|—y’2

2gy




Calculo de variaciones

Segunda forma de la ecuacién de Euler: Braquistocrona

- vil) o

oy’ Ox
TETR
Of

= f—ya—y/:cte.

Calculando y sustituyendo,

yY
12
Observamos que f es ind. de z: 1 ;_ y _ =\¢]
. 1 2gy(1+y")
Fy) =y 2L
PIT=\ Togy reduciendo llegamos a:
ahora, recordando la segunda y(1+ y'2) =2a V 2a = cte.
forma de la ec. de Euler,

/g
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Calculo de variaciones

Segunda forma de la ecuacién de Euler: Braquistocrona

Reescribiendo:

y(1+9°) = 2a,
2ay — > 2

proponiendo,

y = a(l — Cosb),
= 1z =a(f—Sen?),

lo que corresponde a las ecs.
paramétricas de una cicloide.

(x1, 31) na 2ra
L )
-~ : RN ry x
’ \
/ K a N SN
’ \ ’ \
7 | 6,1 \ / \
’ ] il 7 N
/S oak ' B ! s \
/ I - / N
’ \ e ’ ’ N
L - / P .
P(x, y) % S (xg, 32)
Ny "
2at ==
Cycloid
y
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Calculo de variaciones

Generalizacién a varias variables
Generalizando el prob. fundamental del calculo de variaciones para el
caso donde f es una funcién de muchas variables y; y sus derivadas y;:

2
57 =6 [ fn(@) @), 5/1 (@), v (@), i),
considerando que J = J(«) y que « etiqueta un set de curvas y;(x, «):

y1(z, ) = y1(z,0) + am (),
y2(r, @) = ya(z,0) + ana(z),

yi(xva) - yi(xv 0) + ani(x)v

y donde y;(z,0), y2(x,0), etc., son las soluciones del problema ex-
tremal, mientras que 71, 72, etc., son funciones independientes arbi-
trarias (continuas y diferenciables) de = que se anulan en los puntos

frontera,
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Calculo de variaciones
Generalizacién a varias variables
Calculando la variacién de J,

[ of of
(5J—/1 Z(a 15y2+(9 ,5y2> dr,
i 8a 6 i O

8f dn;(z) 3
/ Z <8yl 8y§ dx ) dadz,

integrando por partes el segundo término,

20f dni(x) ,  Of 2 d (of
2 d (0f\ 20y d (of
_/1 "71(1')% (8y{)d$_ 1 80[% (83// dx.
0y /00 = n(2), By /0 = do() /d.
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Calculo de variaciones
Generalizacién a varias variables
Sustituyendo lo anterior en la variacién de J,

d of \ 9y
/ Z(Gyz _dx8y§> Oa Do 0

debido a que las y;'s son var. independientes = Jy; también lo son,

af_d of
Oy;  dx \ 9y,

) 0V i=12...,n

la cual representa la generalizaciéon a varias variables de la ecuacién

de Euler.
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Calculo de variaciones
Constricciones
Consideremos el caso en el que,

f {yz}yz{vx} = f(y,z,y/,z/,x)

por tanto, la cantidad a la que deseamos hallar su extremal sera:

2 2
J:/ f{yzay;vr} dil?:/ f(y,z,y',z’,x)dm,
1 1
aplicando la condicién de extremal,
oJ , of oy Of oy Of 0z Of 07
802 = /1 [83/ 3a 3y 0 T 3282 T 57 ba
en donde,
2ofog, 2 0f 0%
1 0 0a )1 o¢ 83:8(1 85’ 8a

20¢ d (0f >
1 Oadx (85’)d$ AR

]dzzO,

2 85 d [(0f
. Y0 da <8l§’> dadz,
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Calculo de variaciones

Constricciones
Sustituyendo,

[ () 2 = () e

Ahora, para el caso en el que existe una relacién de constriccidn,

9{yi v} = gy, z,2) = 0,
las variaciones dy/0a 'y 0z/0a ya no son independientes, por tanto
las expresiones en 0.J/0a no se anulan término a término.
Para eliminar tal dependencia, tomemos en cuenta la constriccidn,
@ dg Oy agaz_o N agay_ @%
da ~ dyda ' 9z da Oy D 0z Do’

por tanto, sustituyendo en la condicién extremal;

LI 2 ()] [2-  (22)) 2 s -
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Calculo de variaciones
Constricciones
De la ecuacién anterior,

5 - G- [ - % (50)] Gy meas =0
1 Oy dx \ 9y 0z dx \02')| 0g/0z ) O N
como Jy/Oa es una funcién genérica que multiplica a todo el inte-
grando, se debe cumplir,

m-z@ @) -E-2@NE)
Oy dx \oy oy 10z dx \9 0z ’
en donde se observa que el lado izquierdo incluye derivadas respecto

vy 1/, mientras que el derecho derivadas respecto = y 2/, por lo que
ambas deben ser iguales a una funcién de x solamente:

-4 ) -2 1) =

Omar De la Pefia-Seaman | IFUAP

Mecanica Clasica — M.C. Fisica



Calculo de variaciones
Constricciones
Reescribiendo lo anterior, tenemos:

6 (),

Oy  dx \ 0y oy
of d (of 99 _
0z dx (82’) +)\(x)8z =0,

en donde g(y, z,2) = 0y A(z) es una funcién por determinar, que se
le conoce como multiplicador de Lagrange.

Generalizando el caso anterior para n variables y m constricciones, se

tiene:
of d (0f Zm (99 _
,  dz <8y’> + 2, %(2) oy 0

) j=1
gi {vi,z} =0,

endonde:=1,2,...,nyj=1,2,...,m.
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Célculo de variaciones
Constricciones isoperimétricas
Las constricciones isoperimétricas son aquellas en las cuales se re-

quiere que la integral de una funcién dada g(y, 3, z) sea un valor fijo
K:

2 2
J = / f(yaylvx)dI vV K :/ g(y,y',az)d:c,
1 1
en donde K representa por tanto una constriccion integral.

Para resolver el problema aplicamos el método de multiplicadores de
Lagrange,

Wy, v’ x) = f(y,9,2) + Ag(y, v, @),
entonces ahora tendremos un nuevo funcional h libre de constric-
ciones:

2
H=/ hy,y', z)dz,
1
el cual nos arroja la siguiente ec. de Euler modificada:
oh_ (o)
oy dx \oy')

Mecanica Clasica — M.C. Fisica
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Contenido: Tema 02

2. Principios Variacionales

2.2 Principio de Hamilton y ecuaciones de Lagrange
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Principio de Hamilton y ecuaciones de Lagrange

Principio de Hamilton

Principio de Hamilton

El movimiento de un sistema desde el tiempo ¢; hasta el tiempo 1‘2 es
tal que la integral de linea, llamada o

to
= Ldt ¥V L=T-YV,

t1

tiene un valor para la trayectoria actual del movimiento.

Sistemas monogénicos

sistemas mecénicos para los cuales todas las fuerzas (excepto las de
constriccion) son derivables de potenciales escalares generalizados que
pueden ser funcién de las coordenadas, velocidades y el tiempo.*

4Cuando el potencial sélo depende de las coordenadas, entonces se dice que el
sistema es conservativo.
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Principio de Hamilton y ecuaciones de Lagrange

Principio de Hamilton
El principio de Hamilton se puede expresar, por tanto, como la
variacion de la accion I:

to to
ol =0 ] L(Qh"‘7Q7’L7q.17"‘7q.n7t)dt:6 ] L(Q’Laqlat)dta
1 1
tal que cuando se conozca la trayectoria actual del movimiento arroje
un valor estacionario:

0I =0 VY L(g,q;,t) <« trayectoria del movimiento.

Se observa que el planteamiento del principio de Hamilton es similar
al problema fundamental del calculo de variaciones, para el caso de un
funcional f = f(yi,y},x) en donde se requiere encontrar el extremal
de J,

2
6J:5/ Fi, g o)de ¥ AT\ .
1
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Principio de Hamilton
Derivacién de las ecuaciones de Lagrange desde el principio de Hamilton
Del célculo de variaciones se obtuvo la ecuacion de Euler:

2 af d 6f
/ f’
J = J(Yis Yir X dr = =0 — = 07
/1 (5> 43, @) / dy; dx <3y£>

haciendo ahora el simil con el principio de Hamilton,

2
y mediante las siguientes transformaciones:
x =t Y = G, y; — q‘iv f(ylayhx) - L(Qlanat)a

se obtienen las ecuaciones de movimiento de Lagrange correspondi-
entes a la accién I:

d oL 0L .

—— - —=0V i=12,....,n—k.

dt0¢;  Og;
en donde se asume que las g;'s son independientes, por tanto el prob-
lema requiere que las k constricciones sean holonémicas.
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Contenido: Tema 02

2. Principios Variacionales

2.3 Multiplicadores de Lagrange, fuerzas generalizadas
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Multiplicadores de Lagrange, fuerzas generalizadas
Extension del principio de Hamilton a sistemas semi-holonémicos

Al contar con un sistema que posee constricciones semi-holonomicas
tipo:

fk(qlaqza"'7Qn;qluq2)"'7qn):07 v k:1727"')m5

ya no es posible aplicar de manera estandar el principio de Hamilton
para obtener las ecuaciones de movimiento de Lagrange, debido a que
las g;'s ya no son independientes.

El procedimiento para eliminar tal inconveniente y poder aplicar La-
grange es desacoplar las fuerzas de constriccién del lagrangiano de
manera explicita mediante el método de los multiplicadores de La-
grange:

Z )\kfk) = 076
k=1

Srestriccién holonémica: f(q1,qz2,. .., qn,t) = 0.
®los multiplicadores de Lagrange A son funciones indeterminadas.
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Multiplicadores de Lagrange, fuerzas generalizadas

Extension del principio de Hamilton a sistemas semi-holonémicos

Para sistemas semi-holonémicos el principio de Hamilton se mantiene:

to
5| Ldt=o,

t1

> (5qj'dt = 0.

ta <6L d 0L
=
J

dq,  dtod,

t1

Sin embargo, anular término a término cada elemento de la sumatoria
ya no es posible ya que las ¢; no son independientes debido a que aiin
estan mezcladas mediante las k constricciones.

Para desacoplar las g; hacemos uso de los multiplicadores de La-
grange,

t1

t m
5[ <L+2Akfk> dt = 0.

k=1
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Multiplicadores de Lagrange, fuerzas generalizadas
Extension del principio de Hamilton a sistemas semi-holonémicos
De esta manera, ya podemos aplicar la variacién por separado:

5(]j N j:1,2,...,n, & 5)\k v k::1,2,...,m,

teniendo asi n + m variables por determinar.

Considerando A, = Ax(t), entonces, las n ecuaciones para dg; son:’

d <8L> —a—P:Qj vV oj=1,2,...,n,

dt \94; ) 9g;
oY Of _ d (0fk\| _ d\Ofk
con: QJ_,;{A’“[aqj dt (aq'jﬂ dt aqj}’

mientras que d A nos da las m ecuaciones de constriccion,

fk(q1aq2a-"aQn;(haq'Qw"?q.n):0 v k:1727"'7ma

y en donde (); son las fuerzas generalizadas del sistema.
7). Ray, Amer. J. Phys. 34, 406 (1966).
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Multiplicadores de Lagrange, fuerzas generalizadas

Extensién del principio de Hamilton a sistemas semi-holonémicos: ejemplo

Consideremos una particula cuyo Lagrangiano es,

1
L= §m (a’vz + ?Jz + 22) —V(z,y,2),

sujeto a la constriccién

Las ecuaciones de movimiento se obtendran aplicando las ecuaciones
de Lagrange, incluyendo los multiplicadores de Lagrange:

d (OL oL
( >_:qu q=2,Y, %,

dt \ 8¢ dq
. Q.= [2F _ 2 (0F\] _drof
con Qq_k{aq dt <8q>] dt 9q°
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Multiplicadores de Lagrange, fuerzas generalizadas

Extensién del principio de Hamilton a sistemas semi-holonémicos: ejemplo

Aplicando las ecuaciones anteriores se llegan a las siguientes ecuaciones
de movimiento,

. oV
ma + Aj + Ay +

3x:07

mgj+)\i’—k)\+)\x+8—v 0,
dy

mfé—l—a—v—o

oz

sujeto a la constriccién:

Ty + ky = 0.
Lo anterior representa un sistema de cuatro ecuaciones diferenciales,
que constan de cuatro variables independientes:

e Tres coordenadas generalizadas (z, y, 2),

e Un multiplicador de Lagrange (), el cual estd relacionado con la
condicién de constriccién.
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Multiplicadores de Lagrange, fuerzas generalizadas

Sistemas con constricciones holonémicas

Recordando la expresién para las fuerzas generalizadas,
= Ofy d [Ofk Ay, Of
- D\ A e N s B,

@ kg{ F [aqj dt (aqj dt 9g; [’

se observa que puede ser reducida para para sistemas con constric-
ciones holénomicas del tipo fx(q1,q2,...,qn,t) = 0:

o~ Ofk , .
Q; = Z Ar—=— VYV Kk = ndm. de constricciones.
o 94

Las razones para aplicar tal formalismo® con constricciones holonémicas

son:
(1) No es deseable reducir todas las ¢'s a coordenadas independientes,

(2) Se desean obtener las fuerzas de constriccion.

8descripcion explicita de las relaciones de constriccién en el problema.

Mecanica Clasica — M.C. Fisica
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Contenido: Tema 02

2. Principios Variacionales

2.4 Teoremas de conservaciéon y propiedades de simetria
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Teoremas de conservacion y propiedades de simetria
Momento generalizado
Consideremos un sistema holonémico (y conservativo), el cual tiene
n —m coordenadas ¢; independientes,® y por tanto el mismo niimero
de ecuaciones de Lagrange dadas por,

d oL 0L

— =0V i=12,. —m.

Woi  og T "
Al tener un sistema conservativo, entonces V =V (q1,G2, - -, Gn—m),
por lo tanto, las ec. de Lagrange se pueden expresar como:
doT—-V) oT-V) doT oV .
— — =0 = ——= =0V T=T(g).
dt 9g; 9q; dt 04 ' 9g; (¢:)

Expandiendo el primer término se obtiene:

8T n—m ]
% = 96, Z 5Md; =md; = pi.

%donde m es el nimero de constricciones.
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Teoremas de conservacion y propiedades de simetria

Momento generalizado y coordenadas ciclicas

De lo anterior se puede definir una cantidad conocida como el mo-
mento generalizado o momento candnico,

oL
0

bi
En general, el Lagrangiano L depende de las ¢;'s y ¢;'s:

L= L(Ql? q2, -, 4n—m; q17 427 e 7Qn—m; t):

pero, si L no contiene explicitamente alguna coordenada ¢;1° se dice
que g; es una coordenada ciclica, obteniendo asi de la ec. de Lagrange,

dOL 9L . oL,  _ dp

G = =p =0 = p;=-cte.
dt 8q1 8qi dt 8qz ’ dt B B e

3unque si puede contener la correspondiente ;.
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Teoremas de conservacion y propiedades de simetria

Momento generalizado, coordenadas ciclicas y propiedades de simetria

Del resultado anterior podemos llegar al siguiente

Teorema de conservacion

El momento generalizado p; correspondiente a una coordenada
es una , es decir, se conserva.

Se observa que existe una relacién entre la simetria del problema y las
cantidades que se conservan, la cual se da mediante las coordenadas
ciclicas.

Si el sistema es invariante bajo la transformacién continua de alguna
coord. generalizada, g;, entonces T'y V no variaran ante los cambios
de g;, por tanto,

oL ) oL
=0 = pi=—=0 = p;=cte.
dq;

Fre
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Teoremas de conservacion y propiedades de simetria

Momento generalizado, coordenadas ciclicas y propiedades de simetria

invariante ante cantidades que
operaciones de se conservan:

transformacién momentos general-
continua (simetrias) izados relacionados
con tal transformacion

Traslacion en un potencial constante V # V(x,y)

) ¢y
I
Yoo
° ° ° | °
. ® ] I ®
I
. ° ° ° . ® °
ffffff — =k === —r
z X |z X
° M o M
° | °
° .
t
° z | ° X
I
|
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Teoremas de conservacion y propiedades de simetria
Momento generalizado, coordenadas ciclicas y propiedades de simetria
Traslacion en un potencial constante V # V(x,y)

y +y
I
vy
° . o | °
° M ° I °
I
° ° ° ° ;. ® °
777777 — ke — = — — —»
z X ‘Z X
. ® . ®
. | .
° °
f
° z | ° x
I

En este caso al tener V' # V(x,y), el problema es invariante ante la
operacién de traslacion en el plano z-y:

r—=rt+a y—y+ps,

por lo que las comp. de P, y P, seran constantes de movimiento.
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Teoremas de conservacion y propiedades de simetria

Momento generalizado, coordenadas ciclicas y propiedades de simetria
Rotacion en un potencial constante V # V (z,y)

El sistema también serd invariante ante la operacién de rotacion re-
specto al eje z:

% — CosO%’ +Senfy’, ¥ — —Senfx’ + Cos 0y,

por lo que la comp. L, serd también una cte. de movimiento.
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Teoremas de conservacion y propiedades de simetria
Momento generalizado, coordenadas ciclicas y propiedades de simetria

Potencial constante V =V, V 2<0 & V=V, V 2>0

y iy

En este caso como el potencial no es el mismo en todo el espacio,
entonces el problema es invariante solamente ante la operacién de

traslacién en y:
y—y+0,

y por tanto solo P, sera cte. de movimiento.
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Teoremas de conservacion y propiedades de simetria

Conservacién de la energia

Consideremos un lagrangiano general, el cual puede ser funcién de las
coord. ¢;, las velocidades ¢; y posiblemente el tiempo ¢, entonces la
derivada total de L con respecto a t es

oL dg; oL dqz oL dqz 8L

dL oL oL
E:Zaqzdt Zaq dt E:;a Zaq at +

pero de las ecs. de Lagrange tenemos,

d(“)ﬁL_o N d(aL)_aﬂ
dt \9¢;) 0q dt \o¢;)  Oqg;

por tanto, sustituyendo en dL/dt,

dL  — d oL dqz aL d / 0L\ OL
dt_zdt< > Za at Zdt< 8>+8t'
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Teoremas de conservacion y propiedades de simetria

Conservacién de la energia

Del resultado anterior reacomodamos términos,

aL oL d (. 0L oL

La cantidad en paréntesis la llamamos funcién de energiall
. . . OL
ha1,q2: - ni G, G2y - -5 dnit) = Zqiaf -L
i (2

por tanto tenemos:

dh 0L

dt ot
Si el lagrangiano no depende explicitamente del tiempo, entonces dh/dt =
0. Por tanto, se dice que h se conserva o que se trata de una con-

stante de movimiento.

ya que h tiene unidades de energia.
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Teoremas de conservacion y propiedades de simetria
Conservacién de la energia
Para conocer el significado fisico de /, consideremos un sistema de NV
particulas con const. holonémicas, ademas de fuerzas conservativas.

Para este sistema la energia cinética es,
]. _2
T= §kark V k=1,2,...,N & riy=rr(q1,92,---,qn)-
k
Como las const. son holondmicas y no-dependientes del tiempo,
. Ory, .
rp = -G
k ZZ: 8%, qi,
sustituyendo lo anterior en la energia cinética,

y kaz<ar’“ ) <%%’>,

0 ory,
= T= Z <2 ka 8Zk aq > QZQJ Zau%%
ij k e
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Teoremas de conservacion y propiedades de simetria
Conservacién de la energia
La energia cinética, por tanto, es una funcion cuadratica homogénea
de las vel. generalizadas, con coeficientes de masa simétricos!'?

1 6I‘k al‘k

aij:§zmk3qz' g

K Og;

Por otro lado, del teorema de Euler de funciones homogéneas se
establece que si f es una funcién homogénea de rango n =

fQz1, Axg, ..., Axg) = N f(z1, 22, ..., 2k),

leaxl =nf(x1,x2,...,28).

Entonces, aplicando el teorema de Euler a la energia cinética (n = 2),

T= Zazj(_h% = Za Gi = 2T.
ij

12
Qi5 = Qi
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Teoremas de conservacion y propiedades de simetria

Conservacién de la energia
Como se ha considerado que las fuerzas son conservativas!3 =
oL o(T -V oL 0T
L=T-V 7.:7( : ) = S =5
9g; 9gi 9g;  0q;

por tanto, sustituyendo en h,
oL
h=Y» ¢—=— —L,

oT
= 27 _L’
zi:q 9g;
=2T—(T-V),
= h=T+V =FL.

entonces, la funcién de energia es, de hecho, la energia total del

sistema.
3¢| potencial es funcién de las coord. solamente: V = V (g1, q2, . ..
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