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3. Fuerzas centrales
3.1 Reduccién a un problema de una particula
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Reduccién a un problema de una particula
Tranformacién del problema de dos cuerpos al de una particula
Consideremos un sistema monogénico de dos masas puntuales mi y
msg donde las nicas fuerzas provienen del potencial de interaccién V,
en donde V =V (rg —ry, g — 1),
En donde definimos 17" como,

YA my
- 1
— 2 !
ol T—i(ml—i—mg)R + T,
R / 1 ./9 1 )
con T" = D + 5y,
EEE considerando que 7", r} y r son
= realtivos al centro de masa:
entonces, el Lagrangiano es, o= m2
1= 77 0
my + m2
L :T(PI,I'Q) _V(r17r27r17r2)7 r/ A mi r
=T L.
my + ma

=TR,t) — V(r,t).
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Reduccién a un problema de una particula
Tranformacién del problema de dos cuerpos al de una particula
Expresando ahora T” en términos del vector relativo r,

p_ 1 mamy
2my + ma

por tanto, el Lagrangiano del sistema queda como,

mi + mo - 1 mimg . .
L=—_"Z=R>4 - "7 32 V(r,r).
2 2mq + mo
Se observa que las 3 coord. de R son ciclicas = el momento general-
izado relacionado al CM es una cte. de movimiento, indicando que

el CM se mueve a vel. constante o estd en reposo.
Enfocandonos ahora en el movimiento de la coordenada relativa r,
1 1 1 1
L=cut? V(i) V —=—+—,
2 " mi1 Mo

en donde 4 se le conoce como la masa relativa del sistema.
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3. Fuerzas centrales

3.2 Ecuaciones de movimiento
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Ecuaciones de movimiento

Deduccién
Analizando potencial tral tivos V(r)!
nalizando potenciales centraies y conservativos T tenemos,

1
L= §mi'2 —Vi(r),

1 . :
L= 5m(1*2 +726% 4+ r2$?Sen? §) — V(1) (coord. esféricas),

en donde al ser V' = V(r), se observa:

dL
E:N:I‘XF Y F:—VV(T),
dL
EZO L:cte. V L:I'Xp,

lo cualindicaque L L r & L L p, por tantor y p siempre permanecen
en un plano, por lo que podemos considerar § = cte = /2,

1 0
-~ L= 5m(ﬁ +726%) — V(r) (coord. polares).

lque dependan sélo de r tal que la fuerza esté en la direccién r.
Omar De la Pefia-Seaman | IFUAP

Mecanica Clasica — M.C. Fisica



Ecuaciones de movimiento

Deduccién
De la ecuacién anterior se observé que 6 es una coord. ciclica = el
momento generalizado correspondiente es una cantidad conservada:

oL 9
= — =mr0 =1,
Do By )

lo cual representa una ecuaciéon de movimiento del sistema.

Obteniendo ahora la ecuacién de Lagrange para r,

d, . o OV . o _ v
%(mr)—mrﬁ —1—5—0 = mi—mrf* = f(r) V f(r)——ar,

y usando la primera ecuacién de movimiento (para 6), tenemos:

]2
mit — —5 = f(r
mr3 (),
lo cual corresponde a la ec. diferencial que da lugar a la ecuacién de
movimiento de r(t).
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Ecuaciones de movimiento

Deduccién
De igual manera es posible obtener la ec. de movimiento mediante el
uso de la energia F, ya que las fuerzas son conservativas,

2

1 . 1
E=-m(? 4+ r%0?) + V(r) = —mi?* + 52 +V(r),

2 2
lo cual también representa una ecuacion de movimiento del sistema

para r(t),
"= \/7721 (E_ vir) - 2:;«2)’

d
= dt= 4 ;

\/; (BE-V(r) - 35)

lo cual integrando, da lugar a lo siguiente:
d -

=],
\/m E— V 277772)
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Ecuaciones de movimiento
Deduccién
Obteniendo ahora la ecuacién para 6(t),
l

mrif =1 = df =—;dt,
mr

to
0— 6y = ——dL.
v /0 m/r(t)z(

Finalmente, tambien podemos obtener la ec. de la trayectoria 6(r),

1 12 1 ., /dr\? [2
| _ 1 o far
S s V() = S (d@) + o + V),

= E—12<dr>2+12+V() v 0'2—L
— 2mrdt \ d6 2mr2 " om2rd’

integrando la relacién anterior, se tiene:
dr

/ Zm 2 ‘
) T 2mr2
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Ecuaciones de movimiento

Conservacién del momento angular: Segunda ley de Kepler

Segunda ley de Kepler: radio Del esquema tenemos que el area
vectores en una O6rbita planetaria barrida en un tiempo dt es,
barren areas iguales en tiempos

. 1
iguales. dA = ir(rde),
1 por tanto,
dA 1 ,df
= o2
140 dt 2 dt
i pero sabemos que en general:
o mrlg =1 = i (mrQQ) =0
dt ’
- —[=r“8) =0 .. — =cte.
- dt<2r ) AGE scte
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3. Fuerzas centrales

3.3 Clasificacién de las érbitas
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Clasificacién de las érbitas

Diagrama de un potencial central: V(r) = —k/r
E
A .
- E=imi?+ V'
1
o) ’ 12 S
‘\er vV 2mr? +V= 2mr?
\
AY
A\
< Eq
\ i
/’/ E3
// E4
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Clasificacién de las érbitas

Diagrama de un potencial central: caso £ = E;

Ea Orbita relacionada

Ey=imi?+ V'

E1 T

1 r

V/

Por tanto, para rangos de energia con un sélo punto de interaccién
con el potencial tendremos orbitas no-acotadas.
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Clasificacién de las érbitas

Diagrama de un potencial central: caso £ = F»

EA

Orbita relacionada

Por tanto, para rangos de energia con dos puntos de interaccién con
el potencial tendremos 6rbitas acotadas entre las dos circunferencias

de radios 71 y 7o.
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Clasificacién de las érbitas

Diagrama de un potencial central: caso £ = F3

E\ Orbita relacionada

E3=imi? + V'
— FE3= V!

T w}in r
]

VI

E3

En este caso el movimiento sélo es posible a un valor de r = r,;,,, por
lo que 7 = 0 y la drbita sera circular.
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Clasificacién de las érbitas

Diagrama de un potencial central: caso £ = FE4

Ep . .
El movimiento no es posible ya

que para ello se deberia tener
L mi?/2 < 0, lo que implica una

By =gmis+V velocidad imaginaria.
— %m'f’Q <on .
Por tanto, no existe un
movimiento en el que la en-
ergia del sistema E; sea menor
que la del minimo del potencial

v efectivo V.

<Y

E,
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Clasificacién de las érbitas

Potenciales atractivos generales

La clasificacién de érbitas para: Ea
pro Lk
2mr?2 7’

se puede resumir como sigue:
e No-acotadas: cuando se tiene

solo un punto de interaccién.

e Acotadas: cuando se tienen dos
puntos de interaccion.

e Circulares: solo es posible un valor
de r para el movimiento.

7/
4
_ _k
V=-k

1

Esta clasificaciéon se puede mantener para potenciales atractivos ge-

nerales tal que se cumpla:
e Decaigan mis lento que 1/72 en 7 — oo,
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3. Fuerzas centrales

3.4 Ecuacién diferencial de la érbita y teorema de Bertrand
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Ecuacién diferencial de la érbita
Potenciales integrables
En la ecuacién de la 6rbita,

/" dr
o i (B- Vi) - 52)

se tiene que para V (r) en funciones de potencias de r es de los pocos
casos en que se puede resolver la ecuacidn anterior de manera analitica,

V(r)=a" 5 f(r) ocr”

0—0p=

Sustituyendo,

0—06y= / iy,
n+l _ _1
\/ L2k 2mr2)
du
= (= 90 e - - ;
Jrg \/LZZE — —272”1 w1 — g2

en donde u = 1/r — du = —(1/r%)dr.
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Ecuacién diferencial de la érbita

Potenciales integrables

La ecuacién anterior tendra soluciones sencillas? cuando n sea uno de
los siguientes casos:

n=1(fxr)

2en términos de funciones trigonométricas.
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Ecuacién diferencial de la érbita
Teorema de Bertrand: condiciones para érbitas cerradas
Recordemos las ecuaciones de movimiento obtenidas para potenciales

centrales,
. 2 dVv d2r 12
fi— Fr) = o 7 aE T s F(r),
. d I d
25 a e
mr0=l = G T it de

Relacionando las ecuaciones anteriores,

fy=md () B B Ldy P
dt \ dt mr3  mr2df \r?do mr3’
definiendo,
R e
r do r2df’
y sustituyendo, se obtiene:

Pu?d?u 1203 m d?u
F/w) m df? m u212f( /) df? P
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Ecuacién diferencial de la érbita
Teorema de Bertrand: condiciones para érbitas cerradas
Expresando lo anterior en términos del potencial,

av
dr’
dV du dVv
= Q) = =

N %f(l/u) _ %V@/u).

fr) =~

Sust. en la ecuacién diferencial de la trayectoria anterior para u(f),

d2u

m d

ﬁ@v(l/u)v
d?u m d
W—i—u Ju) Vv J(u) F%V(l/u)
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Ecuacién diferencial de la érbita
Teorema de Bertrand: condiciones para érbitas cerradas
Para que tengamos una orbita circular (r = ry) se debe cumplir:
dr  d*r d*u

r=cte. V 6 — @:W:W:Q

por tanto, de la ecuacién anterior,

d*u

WqLu:J(u) = Ju) =u Y u=uy=1/rp.
Si la energfa varia muy poco respecto a la condicién de érbita circular,3
= se mantendrad la orbita cerrada, existiendo muy poca variacién
respecto a ug, por lo que podemos expandir J(u) en una serie de

Taylor:
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Ecuacién diferencial de la érbita

Teorema de Bertrand: condiciones para érbitas cerradas
Haciendo un cambio de variable x = u — ug en la ec. anterior obten-
emos:

Lr ) dJ
_ -1 =
d62+6x 0V g dug’

y si deseamos que que x describa una oscilacion acotada y cerrada
se debe cumplir 32 > 0, por tanto, hallando d.J/duy,

dJ 2] m d

m
J=———f(1 R A ¢!
u2l2f( Ju) = T 2 duf( Ju),
evaluando en ug,
dJ 2] m df o df df  df
e L A Y fo=f(1 R
duo | uo w2 dug g T o= f1/w) g i,

en donde se han usado las condiciones de o6rbitas circulares (r = rg):

12ud
Jw)=uy & f(1/ug) = —70.
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Ecuacién diferencial de la érbita
Teorema de Bertrand: condiciones para érbitas cerradas
Sustituyendo lo anterior en la expresién de /32,

oA g wd
dug fo dug’
rdf 1 df o df
=3 - Vu=-, —=—-r"—.
" |:f d’l“:|,0 " T’ du " dr
Ahora, de la ecuacién de la 6rbita modificada,
d?z 9
W + ﬂ xr = 0,

podemos proponer la siguiente solucién,
z=aCosfl V B?>0,

= para que la 6rbita perturbada (en [ o E) continde cerrada, § debe
ser un namero racional,

ﬁzg V p, ¢ €Z
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Ecuacién diferencial de la érbita

Teorema de Bertrand: condiciones para érbitas cerradas

Por tanto, de la ec. de 3% queremos encontrar f(r) para muchas conf.

de E, I y condiciones iniciales uq tal que las érbitas sean cerradas:*
, rdf Ejemplos,
B =3 + R k
fdr B=1—=f(r)=—-73,
d(In f) "
2 _q_ _ _
- B7=3 d(nr)’ 5—12—>f(r)— k:rl;
(8% —3)d(Inr) = d(In f), 5:§_>f(7~):_m7
(8% = 3)Inr +1n(A) =Inf,

— In (Ar62_3) =In/f, I

3B 32 fr).

B = 0 representa la solucién trivial del problema ya que el minimo se
ubica en r = oo, por tanto no representa una érbita cerrada.

*ligeramente desviadas de la condicién de érbitas circulares.
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Ecuacién diferencial de la érbita

Teorema de Bertrand: condiciones para érbitas cerradas
El anélisis anterior fué realizado con al restriccidon de que la érbita varia
ligeramente de la érbita circular.

Para encontrar las condiciones de orbitas cerradas con desviaciones
considerables de la circular, hacemos:

dJ  (u—up)> d?®J (u—up)d®J
J(U) :UO‘F(U—UO)dUO‘F( > 0) du%‘F( 6 ) qu%+0[(u—uO)4],

en donde definimos x = u — ug, entonces:

dJ  2?2d*J B d3J
J(u) = T C T 4 O(>Y).
(u) = uo +wdu0 + 2 dug 6 dug +10k’}

Recordando ahora |la ecuacion de la orbita,

d*u
W‘FU— J(u),
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Ecuacién diferencial de la érbita
Teorema de Bertrand: condiciones para érbitas cerradas
podemos sustituir la expansién de J(u) en ella:
d*z P 2?2d*] 23 d3J
— Pl = ——75 — 5
do? 2 dud 6 duf
donde la solucién de la ec. anterior representa érbitas cerradas desvi-
adas considerablemente de la érbita circular.

dJ

dug’

vV pr=1-

Para el caso cuando la ecuacién es igual a cero obteniamos las sig. ley
de fuerzas y ec. de la ¢érbita,

k
f(r):—TﬁQ, x=aCospl V [ =p/q, donde: p, q€Z.
r

Podemos considerar la sol. anterior como el primer término de una
expansion en Fourier de la érbita, por lo que tomando mas terminos
tendriamos la sol. de la ecuacion general de la orbita,

T = ag + a1Cos B0 + a2Cos 2860 + a3Cos 330,

en donde ag, a2 K a1 y a3z < as, agp.
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Ecuacién diferencial de la érbita

Teorema de Bertrand: condiciones para érbitas cerradas

Sustituyendo la sol. propuesta de x en la ecuacién de la érbita, con-
siderando las sig. identidades,

Cos B0Cos 230 = é(COS B0 + Cos 3/30),
Cos® 0 = %(3008 B0 + Cos3560) & Cos? 50 = %(Cos 260 + 1),
llegamos a lo siguiente,

B2ay — 38%a2Cos 230 — 833a3Cos 330 =

2 12 2 3
ay d°J 2a1a0 + aras d°J Sd3J
e _— Cos 30
4 dul [ 2 dul 8 a3 ERR
2 12 3
ai d“J alang SadJ
et —— 230 0.
+ 1 du%Cos 5o + — d 24d Cos 34
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Ecuacién diferencial de la érbita

Teorema de Bertrand: condiciones para érbitas cerradas
Para que la ec. anterior tenga solucién, los coeficientes correspondi-
entes a las funciones Cosnff3 deben de anularse,

a? d*J 2a1a0 + ajas d*J a3 d®J
Cos (0)30 : B%ag = Cosfl): —————5 + L —2=0;
0s(0)39: fao 4 a2 2 du2 8 dud O
d2J arap d*J  ad dJ
Cos280: —3B%a = Lo 5: Cos3B0: —8B%ag= ~2o o 412
0s 2, 38%as 1 du%’ 0s 3, 83°as > du% 24 du%

El siguiente paso es encontrar las derivadas de J(u), usando lo siguente,

mklﬁZ

J(u) = —m o f(1/u) = V f(1/u) = —ku®?

por tanto, hallando las derivadas,

2 3
;‘u‘g = B P, S5 =620+ 5ol
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Ecuacién diferencial de la érbita

Teorema de Bertrand: condiciones para érbitas cerrradas
En principio, podemos resolver el problema,® pero antes realicemos un
anélisis de 6rdenes de magnitud en las ecs. de los coef. a;'s,

2 72 2
2 ai d*J ao al—p
= = = —_— =,
Brao 4du% ai ug 4
2 72 2
ay d“J as a1l—p
—3 2 :—17 = —_— =,
praz 4 du% a1 ug 12

d>J 3d3J
= 863(13 = a1az + it =

P a}dJ ay a1l —p* afl1-p!
2 du} ' 24 du} ar up 168 ud8-24p

en donde: ap/a; x ai/up <1, ag/a; x aj/uy < 1,
as/ay o ag/ug — a?/ud < 1,
por tanto sélo sobrevive una ecuacién por resolver,
2a1a9 + ajag d>J a:f da3J

——=0.
2 du% 8 dug

Sencontrar los valores de los coeficientes a;'s en la solucién propuesta.
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Ecuacién diferencial de la érbita

Teorema de Bertrand: condiciones para érbitas cerradas
Usando las relaciones de los coeficientes ai, ag, ag en la ec. anterior:

2a1a0 + ajag d*J  a$ d3J 0

2 du 8 dud
2
5 (d2J a3J
—l=5) +3—5=0,
B2\ duj dug
BA(1—p*(4—-p%) =0,

por tanto, para desviaciones de la érbita circular tenemos,

.. las tnicas dos fuerzas que generan érbitas cerradas a cualquier valor
de E y [ (que den drbitas acotadas) desviandose de la érbita circular
son la fuerza de inverso cuadrado y la ley de Hooke.
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3. Fuerzas centrales

3.5 Problema de Kepler
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Problema de Kepler
Fuerzas tipo inverso cuadrado

Para sistemas con campo de fuerzas tipo inverso cuadrado,

k k
f:_izv V:_77
T

se tiene que la ecuacion de la orbita se expresa como:

_/ dr
1"2\/2[2” E- V(r) - i)

vV ou=1/r,

/ \/QmE kau — 2

se observa que la integral anterior tiene la siguiente solucién general,

B+ 2vz
Vi

_ — 2_
/\/m FArcCos( ) V q=6°—4ay.
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Problema de Kepler
Fuerzas tipo inverso cuadrado

Para el problema del campo de fuerzas expuesto®, se tiene que:

_mB g 2wk _<2mkz>2 1+2El2
a = 12 ) - l2 ) ')’— y 4= l2 ka )

entonces la ecuacién de la orbita viene dada por:

la cual, resolviendo para u = 1/r, nos arroja:

1 mk 2FI12
e a1y
-

ZT ’(71]{2 COS (9 - 9/) y

en donde 6’ representa uno de los turning angles de la 6rbita obtenida.
6

inverso cuadrado.
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Problema de Kepler

Fuerzas tipo inverso cuadrado: curvas de seccién cénica

Por otro lado, se sabe que la ecuacién de las curvas de seccion cénica
vienen expresadas en coordenadas polares como:

o C[1+eCos (0 —¢')] V e = excentricidad.
,

Se tienen diferentes curvas, dependi-
endo del corte en la seccidon cdnica:

Circle

i Ellipse
e Circulo — plano paralelo a la base. ’

e Elipse — plano oblicuo

e Parabola — plano paralelo a una
linea generadora.

e Hipérbola — plano no—paralelo.
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Problema de Kepler

Fuerzas tipo inverso cuadrado: clasificacion de érbitas

Relacionando lo anterior con la ecuacién de la érbita r(0) obtenida,

encontramos que la excentricidad e queda expresada como:

2E1?
+

Clasificacion

e>1 = E >0 — hipérbola

e=1 E =0 — parabola
E<0 —

E= Enlin

elipse

=
e<1l =
e=0 =
en donde E,;, = —mk?/21%.

— circulo
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Problema de Kepler

Ecuaciones de movimiento: r(t) y 0(t)

Recordemos las ecuaciones de movimiento para potenciales cen-

trales,
/ T d
t = %/ " > = T(t),
"o E+ % B 27517"2
B o mr()?
t= o(t dt = ————db
mk? /90 ATeCos@—apE ~ /07 ’

en donde se ha utilizado la ecuacién de la érbita () obtenida anteri-
ormente y la expresion para la excentricidad e.

En general, estas ecuaciones se pueden expresar en términos de fun-
ciones elementales, sin embargo la inversion de las mismas es compli-
cada, por ejemplo en casos de érbitas parabdlicas o elipticas.
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Contenido: Tema 03

3. Fuerzas centrales

3.6 Dispersién en un campo de fuerzas centrales
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Dispersion en un campo de fuerzas centrales

Seccién transversal

/A .
st 1Nl =N
— Y [
N ds a0

En el problema de dispersion de una haz de particulas por un centro
de fuerzas tenemos lo siguiente:

e [ntensidad /: nimero de particulas atravesando una unidad de area
normal al haz por unidad de tiempo.

e Seccion transversal do():

d (Q) __ num. de part. dispersadas en dw por unidad de tiempo __ dN
2 - intensidad incidente i
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Dispersion en un campo de fuerzas centrales
Seccién transversal
Analizando la expresion de la seccién transversal,

do(2) = dN/I,
sabemos que,
particulas incidentes en ds = particulas dispersas en df),
por tanto,
2nsdsl =dN = 2wsds = dN/I = do(Q).

Expresando do por unidad de adngulo de dispersién, dfQ:

do(Q2)  2msds N do(©) s
dQ)  27Sen ©dO dQ)  Sen®

ds
do

7

g

obteniendo el elemento diferencial de la seccidén transversal en ©.
"En donde lleva el absoluto ya que do(©)/dS2 > 0 mientras que ds/d© < 0.
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Dispersion en un campo de fuerzas centrales

Dispersién
Por tanto, para conocer la naturaleza de la dispersion debemos conocer
las trayectorias de entrada y salida del haz.

Tales trayectorias la podemos conocer gracias a la ec. de la 6rbita,

o C[1+eCos (60— 6],
,

mk 2E12
V CZZT, e = 1+mk‘2

> 1,

considerando las prop. de la hipérbola,

f

1
e=2>1, a’>+s>=f2? Cos¥ = -,
a e

con las sig. condiciones para E' y [:

E =mv2/2, 1 =mugs V¥ vy = v(r = og
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Dispersion en un campo de fuerzas centrales

Dispersién
Expresando los elementos de la ec. de la érbita, C' y e, en términos
de los parametros del problema, vg y s:

mk k 2FI?
L Y i
¢ 12 mugs?’ € + mk?2

Otra propiedad de interés es la distancia minima ry a la que puede
acercarse la particula al centro de dispersion:

ro=f—a, pero e== — rog=ale—1),
a

ademas: f2=d%2+s> — (12(62 —1) =s%
s
(e —1)1/2(e +1)1/2’

e—1 1/2
sustituyendo, 179 = s ( ) .

a =
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Dispersion en un campo de fuerzas centrales

Dispersién

De la seccion transversal
do(€2) se observd que ésta de-
pende de df), la cual viene dada
como:

d) = 27Sen OdO,

donde O es el angulo de dis-
persion entre el haz incidente y
el reflejado, con:

O =7m—-20.
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Dispersion en un campo de fuerzas centrales
Dispersién
Expresando © en términos de los parametros del problema, vg y s:

&) T
Cosg—Cos <2—\If),

=SenV¥ =

| ®

2 1)1/2
ORI I Gl
2 ae

[q)

Relacionando,

© Cos(0/2)

Ct8 5 = Sen(@2)’

— Ctg %:(62 — 1)1/2 = 772;:2)8’

Ve2=1+ (mv%s/k)Q
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Dispersion en un campo de fuerzas centrales

Dispersién de Rutherford
La dispersion de Rutherford estd relacionada con la dispersiéon de
particulas cargadas por un campo Coulémbico, el cual proviene de una
carga fija —Ze interactuando con part. incidentes de carga —Z’e, por

tanto: L L
ZZ7"e ZZ"e
f = 2 V(T> = r )

dando como resultado un campo de fuerzas y potencial repulsivos.

El andlisis realizado previamente fue para un potencial atractivo,
V(T) = —k/T,

sin embargo, podemos utilizar los resultados obtenidos anteriormente
haciendo,
k=—-27"¢€,

en donde la energia sigue siendo £ > 0, y el momento angular [ se
conserva.
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Dispersion en un campo de fuerzas centrales

Dispersién de Rutherford

Por tanto, de los resultados anteriores,

1 0  mu3s
S = C[1+eCos(0—0)], Ctgo = 10
. [1+ ¢Cos ( )|, Ctes P
2
k 2
P A
mugs k
realizamos la sustitucién & = —Z7'¢?, obteniendo:
1 0O muds
;:C[l—GCOS9]7 Ctggzm,
—Z7'e2 mu2s 2
V C=—pF—— =41 0
mugs? ’ ¢ + (ZZ’62> ’

en donde hemos aplicado la condicién inicial ' = .
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Dispersion en un campo de fuerzas centrales
Dispersién de Rutherford

Aplicando las ecs. anteriores a la expresion para la seccion transversal,

do s ‘ds Z7'e? S
| v =2 o,
d? " Sen® |d© mug 82
por tanto,
do  ZZ'e? Ctg (0/2) Z7'e? -1

dQ ~ mwg 2Sen (©/2)Cos (©/2)
zze2\* 1
muv3 Sent(©/2)’

do 1 (Z27Z¢?
4

mv3 2Sen?(0/2) |’

e
2
=

2F

2
) Csct(9/2).
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Dispersion en un campo de fuerzas centrales

Dispersién de Rutherford: problema inverso

En experimentos de dispersion, lo que se obtiene es la seccion transver-
sal o informacién relacionada a ella, y lo que se pretende obtener es el
campo de fuerzas o potencial que produce tal dispersion:

do(®) s |ds
dQ  Sen© |dO

Para ese fin, retomemos la ecuacién integral de la érbita:

O(s).

Va0 = / " dr
/oo 2 (2)"” BV - 52

2mr2

en donde aplicando | = mvgs y E = mv?/2 obtenemos:

/d@— _W_/ r\/r21—d V/E) — 8%
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Dispersion en un campo de fuerzas centrales

Dispersién de Rutherford: problema inverso

En la ec. anterior relacionamos W con el angulo de dispersiéon ©:

o0 dr
o— _2/ V ©=1—20,
T ro T/r2(1 =V (r)/E) — s2 T

y definiendo la funcién y(r):

y(r)=r\/1 -V (r)/E,

se substituye en la ec. de la 6rbita, arrojando:

I =2s V 71—0=1,

/OO dr
ro TVY? — 82
en donde s(O) es conocido, y por tanto I = I(©), asi como también se

ha asumido que y(r) es invertible, de tal manera que se pueda obtener
V(r).
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Dispersion en un campo de fuerzas centrales

Dispersién de Rutherford: problema inverso
Aplicando la condicién de que y(r) sea invertible — existe una 7(y),
por tanto, haciendo el cambio de variable en la integral anterior:

0 dy d
1—23/ _28/ = 2s ———Iny
/y — 2 /y — 32 s iy —s2dy
en donde dr = 7'(y)dy y s representa el limite debido a que es la raiz
del radical.

Como tenemos que m — © = I, entonces expresemos 7 en términos
integrales al estilo de I:

2/00 dy 2/00 dy d1
T =2s — =25 ——————Iny,
< y/y2—52 < [yZ — 2 dy Yy

sustituyendo las expresiones integrales de I, 7 y relacionando se tiene:

& dy d Y
@(5):7'('—]:28/5 \/ﬁdyhl(;)
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Dispersion en un campo de fuerzas centrales

Dispersién de Rutherford: problema inverso
En vez de resolver la integral anterior, definamos una funcién rela-
cionada, desde la cual se pueda obtener y(r), en el supuesto de que es
posible resolverla:

1 [ O(s)ds
T(Z/):W/y 7@7

sustituyendo en la integral la expresién de ©(s) obtenida anteriormente,

/WU \/ﬁdi ((uﬂds

e invirtiendo el orden de las integrales,® se tiene:

Tly) = 71T/yoo [dit ( )] [/ Vs — zzii;UQ — 52] 7

8y sus limites, ya que y < s < u
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Dispersion en un campo de fuerzas centrales

Dispersién de Rutherford: problema inverso
Para resolver lo anterior primero se integra en s, obteniendo:

/“ 2sds
= 7]',
y \/32 _ y2\/u2 — 2

T(y) = /yoo %m (r(uu)>du, ~In (TSJ))

de donde se puede obtener y(r),

por tanto,

yexp (T(y)) = r(y),

siendo que T'(y) es en principio conocida, ya que proviene de la inte-
gral relacionada con O(s), con lo que finalmente se puede calcular el
potencial V(r):

y=r/1-V()/E = V()= (1-y*/*)E.
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