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4.1 Cosenos directores, transf. ortogonales y matrices de transformacién
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Cosenos directores

Coordenadas independientes de un cuerpo rigido
Para definir el movimiento de un cuerpo rigido de N particulas, de las
3N coordenadas sélo se necesitan de seis coordenadas independientes:

e Tres coordenadas externas R, que

o o especifiquen la posicién de algin
centro de masa . i
P o punto de referencia en el sélido,
o o o o e Tres coordenadas adicionales r,
mj . para especificar como el sélido esta
mg orientado con respecto a las coor-

denadas externas.

Lo anterior se debe a las constric-
ciones de rigidez del sélido:

Tij = Cij W Cij = cte.,

> donde: Tij = ’I‘i — I‘j‘.
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Cosenos directores
Coordenadas independientes de un cuerpo rigido
Para asignar tales coordenadas usaremos lo siguiente,

e Ejes dashed: tres coordenadas para especificar el origen de este
set fijo en el sélido, referente al sistema coord. externo.

e Ejes primados: tres coordenadas para especificar la orientacion de
éstos relativo a un set paralelo (con el mismo origen) al set externg
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COSGHOS directores
Definicidon
Para definir tal orientacién, usaremos los cosenos directores,

2=1x, en donde,

Cosbyp =1 -i=1i-i,

COSngzi -j:j~i,
i

Costlyy =j -i=1i-§,
Cosboy =j -j=j-J,
008923 :j/'k:k-j/,

definiendo, en general, 0;; tal que:

e ; se refiere al sistema primado,

e j al sistema de referencia (no pri-
mado).
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Cosenos directores

Reglas de transformacién
Tal definicién de los cosenos directores puede ser utilizada para expresar
los vectores unitarios de un sistema en términos del otro:

i’ = Cos 0111 + Cos 012j + Cos 013k,
j = Cos fa1i + Cos fa2j + Cos O3k,
k' = Cos 031i + Cos f32j + Cos O33k.

De igual manera, se pueden especificar los i, j, y k en términos del
sistema primado:

i=Cos 9111/ + Cos 921j/ + Cos (9311{/,
j = Cos 191’ + Cos O22j + Cos 032k’
k = Cos 0131’ + Cos 023j + Cos O33k’.

Por tanto, este set de nueve cosenos directores especifican completa-
mente la orientacién de un set respecto al otro.!
! por ejemplo, el primado referente al no-primado.
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Cosenos directores
Descripcién del vector de posicién r
Con las relaciones anteriores, se puede expresar un vector de posicién
r como:
r=zit+yj+zk =29+ + 7K,

en donde:
2 =r-i = Cos 0117 + Cos 012y + Cos 0132,

y =1 j = Cosbyz + Cos Oaoy + Cos a3z,
7 =1 -k = Cosfz1x + Cos O3y + Cos 0332,

o también en términos de i, j, y k,

x=r1-i= Cosfy 2’ + Cosba1y + Cosfs 2,
y=r1-j= Cosbiax’ + Cos by’ + Cosbzz2,
z=r -k = Cosbi3z’ + Cos b3y + Cos b33z’
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Cosenos directores

Descripcion de un vector genérico
En general, los cosenos directores se pueden aplicar para transformar
cualquier vector G de un sistema de referencia a otro:

Gg;/ =G- ‘/ = Cos 011G + Cos 012G + Cos 913Gz,
Gy/ =G ‘_] = COS 921G + COS 022G + COS 923Gz7
Gy =G- k' = Cos 031G, + Cos 032Gy + Cos 033G,

de tal manera que el set de nueve cosenos directores describe com-
pletamente la transformacién de un sist. de coordenadas a otro.

Sin embargo, sdlo se necesitan tres coordenadas independientes que
den informacién sobre la orientacién del sélido, por tanto, los cosenos
directores no son independientes, si no que estan relacionados medi-
ante las condiciones de ortogonalidad:

i-j=j-k=k-i=0, ij=j K=K-i=0,
iri=j-j=k- k=1, i i=jj=K K=1,
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Cosenos directores
Condiciones de ortogonalidad
Hallando las expresiones generales de ortogonalidad (ejem. iy j),

i = Cosf1i’ + Cosa1j + Cos b3k,

j = Cos 0121’ + Cos 09j + Cos O30k’,
= i-j= Cos011Cos b9 + Cos b1 Cos hrg + Cos 031 Cos O35 = 0,
= 1i-i=Co0s011Cosb11 + CosOy1Cos b1 + Cosb31Cos b3 = 1,

y de manera andloga para los otros productos.

Por tanto, podemos expresar lo anterior de manera general,

3 3
ZCOS 01 Cos Oy =0 ¥V m#m' & Z Cos? 0}, = 1,
=1 =1

3
= Z Cos Q[mCOS elm/:(smm/,
=1

reduciendo el sistema de nueve a tres coordenadas independientes.
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Transformaciones ortogonales

Definiciones
Para hacer uso de los cosenos directores, se propone el siguiente
cambio de nomenclatura,

I=x
3 T — T, Yy — To,

zZ — I3, COSQU — Q4j,

por tanto redefinimos la transforma-
cién de i, j, k al sistema primado,

!
r] = a11x1 + aj2r2 + a13xs,

!
Ty = a21X1 + G22T2 + A23X3,

/
T3 = a31x1 + a3z2T2 + a33xs,

lo cual representa una transforma-
cion lineal del sistema coordenado

{z1, 22,23} al {z}, x5, 25}
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Transformaciones ortogonales

Definiciones

Aplicando la nomenclatura de Ein- De lo anterior se tiene que la transfor-

stein a la transformacién anterior, macién, junto con la condicién previa,
definen una transformacion ortogo-
= $; =azr; V i,j=1,2,3, nal, siendo que los cosenos directores,
se pueden definir relaciones entre los a1 aia a3
coeficientes, tal como la conservacion as1 asy assl .
del médulo del vector: as1 asy ass
LT, = TiLy, representan la matriz de transfor-
macion y los elementos a;; son los
por tanto, elementos de matriz de dicha trans-
formacién.

Qi TjAip Tl = Tily,

lo cual se cumple si,
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Transformaciones ortogonales

Ejemplo: rotacién en un plano

Para este caso tenemos que la matriz
de transformacion es,

air aiz 0
az1 az Of,
0 0 1

en donde los elementos de matriz a;;
cumplen con lo siguiente:

aijaik == 5jk W ],]{7 = 1,2.

Por tanto, sélo un parametro independiente es necesario para especificar
la transformacién, el cual es en este caso el angulo de rotacion ¢.
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Transformaciones ortogonales

Ejemplo: rotacién en un plano

Expresando en términos de ¢ la transfor-
macién anterior:

33,1 = $1COS 911 + SUQCOS 912,
— ) = 21Cos ¢ + z2Sen ¢,

$/2 = :chos 921 + SCQCOS 922,
— b = —x1Sen ¢ + 22Cos ¢,

/
T3 = I3,

por tanto los elementos de matriz de la transformacién son,

all = COS gf), alg = Sen ¢, a3 = 0,
as1 = —Sen ¢, ase = Cos ¢, asg = 0,
ag1 =0, agz =0, azz = 1.
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Transformaciones ortogonales
Ejemplo: rotacién en un plano
Construyendo ahora la matriz de transformacion,

Cos¢p Sen¢ 0
A= |-Sen¢p Cos¢ 0
0 0 1

Analizando la condicién de ortogonalidad,2

aiia1l + agiaz =1,
aiiai2 + agiaz =0,

a12a12 + agea =1,

en donde se sustituyen los elementos de matriz obtenidos,
Cos? ¢+ Sen? ¢ = 1,
Cos ¢Sen ¢ — Sen ¢pCos ¢ = 0,
Sen? ¢ + Cos? ¢ = 1.

2
AijAik = 5jk
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Transformaciones ortogonales

Clasificacién de las transformaciones

La matriz A la podemos considerar como un operador tal quer’ = Ar.

Transformacién pasiva Transformacién activa
X.
2

)

Sélo afecta al sist. coordenado, ex- Afecta a la funcion en si, cambian-
presando alguna funcién en términos dola en una nueva funcién en el mismo
del nuevo sistema coordenado. sistema coordenado.
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Transformaciones ortogonales
Propiedades generales
Tenemos B y A tal que: La adicion de matrices se define
como:
z, = brjz; & = agay,
C=A+B,

si definimos el producto:
P = Cij = aij + bij,

C = AB, , - . iy
asi también la op. de inversion, con
= Cij = Qigby;- Ay A1 tal que:
1 - / !/ /
El producto de matrices no es con Ty = QT T = aj;T),

mutativo, pero si asociativo: 7 P
— wk = ak-ia/ijxj,

BA # AB, en donde se debe cumplir:
ya que: [BAJ;; = birak; # cij
(AB)C = A(BC). akiai; = Okj,

AA =1,
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Transformaciones ortogonales

Propiedades generales

Se cumple de igual manera que
para matrices ortogonales:

A_1 =A — agj = Qji,
AA = AA =1.

En particular, para una matriz

cuadrada A,

a;j = aj; — simétrica,

a;; = —aj; — antisimétrica.

Para la transf. de un operador
bajo un cambio de coordenadas,

G = AF,
— BG = BAF,
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pero también,

BG = BAB !BF,

A’ =BAB!,
lo cual se conoce como una trans-
formaciéon de similaridad.

Finalmente tenemos que para el
determinante,

|AB| = |A[B],

y si la matriz A es ortogonal:
AA =1,

— [Al|A[=1,

A2 =1.
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Angulos de Euler

Introduccién

e Para definir la orientacién de un sélido en el espacio en la formu-
lacién Lagrangiana, es necesario un set adecuado de coordenadas
generalizadas.3

e Los elementos de la matriz de transformacion ortogonal pueden
ser expresadas en términos de estas coordenadas generalizadas.

e Las matrices de transformacién que representan la orientaciéon de
un sélido rigido deben de evolucionar de manera continua desde la
matriz unidad (transformacién propia: det = 1).4

e Tal set debe contar de tres parametros independientes, conocidos
como los angulos de Euler.

e Estos son definidos como tres angulos de rotacién sucesivos tal que
su aplicacién realiza una transformacién de un sistema coordenado
a otro.

3los nueve elementos a;; no son adecuados ya que no son independientes.
“por tanto una op. de inversién no es permitida (det = —1).
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Angulos de Euler

Descripcidén: convencién—x

p 56

Procedimiento

1. Rotar el sistema inicial zyz un angulo ¢ en sentido antihorario
alrededor del eje z, dando como resultado el sist. £nC.

2. Rotar el sistema intermedio ¢£1¢ un angulo 6 en sentido antihorario
alrededor del eje &, produciendo el sist. &'n/(’.

3. Finalmente, el sist. £'n’(’ es rotado en sentido antihorario un angulo

1) alrededor del eje ¢’, produciendo el sist. x'y'z’.

Por tanto, los angulos de Euler ¢, 8, v especifican la orientacién del
sist. 2'y'2’ y pueden ser utilizados como coord. generalizadas.
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Angulos de Euler

Descripcién: convenciéon—zx
La matriz de transformacién A, del sistema zyz al 2/y’z’, puede verse

como el producto de tres transformaciones por separado:
Definiendo cada una de las matri-

La rotacién inicial respecto z,
ces de rotacion,

¢ = Dx, )
Cos¢p Seng¢p 0
también para la transformacién de D= |-Sen¢ Cos¢ 0],
En¢ a &' 0 0 1
¢ =C¢ 10 0
y por dltimo la rotacién a x'y’z’: O RS e
0 —Send Cosf
r ’
x = B¢, Cos1y Senvy 0
teniendo al final, B=|—-Seny Cosy 0
0 0 1
x' =Ax V A =BCD. 4
/47
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Angulos de Euler

Descripcién: convenciéon—zx

%€

Por tanto, la matriz producto A = BCD viene dada como:

CosyCos¢p — CosfSengpSent) CosySeng + CosfCospSentyp  SenpSend
A = | —SenyCos¢ — CosfSen¢pCosyp  —SenypSen¢g + CosfCos pCosyp  CosypSend | |

SenfSen¢ —SenfCos¢ Cost

y para la transf. inversa x = A~'x’ sabemos que A~! = A -,

CosypCos¢p — CosfSenpSenyy  —SenyCos¢ — CosfSenpCosyp  SenfSeng
CosypSeng + Cosf#CospSentyy —SenySeng + CosfCos pCostp  —SenfCos¢ | .
SentySenf CosypSend Cost

A=
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Angulos de Euler
Parametros de Cayley-Klein
Son una representacién de la transf. ortogonal en cuatro pardmetros

complejos dados por «, B, vy § con las constricciones § = —y* y
0 = a*:

2= 402 =57 (P —a’+6° =%  Ab—ap
A= |52+ =8 =5 (P +a®+ 8+ %) —i(v0+aB)|,

B6 — ary i(ay + B9) ad + By
donde A es real, ya que haciendo la sustitucién:

a=ey+ies, B=eatie;, V e2+elt+el+ed=1,

se tiene:
6(2) +e2 —e3— e% 2(e1e2 + epes) 2(e1es — epes)
A = 2(ejeg — eges) e% = e% + e% = e% 2(ege3 + epeq)
2(e1e3 — epe2) 2(eze3 —ege1) €3 —e? —e2 + €3
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Teorema de Euler

Definicion
Consideremos el caso de que la orientacién de un sélido rigido varia®
con el tiempo de una manera continua, entonces A = A(t) es una
funcién continua en ¢, en donde a t = 0 se tiene A(0) = 1.

Teorema de Euler

El desplazamiento general de un sélido rigido con un punto fijo en el
espacio estd dado como una rotacién alrededor de algiin eje.

El teorema de Euler involucra tres condiciones:

e Para cualquier rotacién dada es posible encontrar un eje tal que al
aplicar una rotacién alrededor de él, se podra reproducir la rotacién
original.

e Una direccién especifica, el eje de rotacion, no es afectada por tal
rotacion.

e La magnitud de los vectores presentes o involucrados no se ve afec-
tada por el efecto de la rotacién.

%si la posicién también cambia, entonces bastara con incluir una traslacién.
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Teorema de Euler

Demostracién
Para demostrar el teorema de Euler basta con encontrar un vector R
tal que tenga las mismas componentes en ambos sist. de coordenados.
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Es decir: Para que la ecuacién anterior tenga
solucién, se debe cumplir que |A —
R’ = AR = )R, M| =0,
= (A-)X1)R =0, a1 — A am a1
a1 az — A azs | =0,
.. el teorema de Euler se traduce as1 ass asz — A

en que la matriz ortogonal que
describe el movimiento del sélido
rigido tiene A = +1.

Expresando en forma matricial,

expresando lo anterior en ecs.,

Z ai; Xk = Z Xij0jk Ak,
J J

air — A a2 ars X1 en donde el primer subindice de
azt ap—A a4 X21' =0, X;; indica la componente y el se-
a31 a32 azs — A X3

.. tendremos 3 soluciones.

Mecanica Clasica — M.C. Fisica

gundo el eigenvector.




Teorema de Euler

Demostracién

Regresando a la demostracion,
usemos la prop. de ortogonalidad,

(A-1)A=1-A,
aplicando el determinante,
A —1[]A|=]1-A]
Sabemos que |A| = |A| = +1,
— |A-1|=]1-A|
lo anterior se cumple cuando:
A—1|=0 — X=+41,

ya que |A — 1| =0.
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Por tanto, uno de los eigenvalores
A de A tiene valor +1.

Para encontrar los demas, usemos
la prop. de que la magnitud de
un vector es invariante ante una
transf. de coordenadas:

RI'R' = (AR)'AR,
=R'ATAR = R'R,
en donde hemos considerado el
caso mas general de que R y A
sean cantidades complejas,
— RI'R’ = \W'RIR,
AN =1V AR = )R

27/47



Teorema de Euler

Demostracién

Lo anterior indica que todos los eigenvalores de la matriz A tienen una
magnitud unitaria.%

De esto podemos extraer dos casos posibles:
e Si todos los eigenvalores son reales:

o Todos los eigenvalores tienen valor +1 = A =1 <« caso trivial !!

o Un eigenvalor es +1 y los otros dos son -1 =- tal transf. equivale a
una inversion en 2D con el tercer eje sin cambios, o también a una
rotacion de 7 alrededor del eje que permanece sin cambios.

¢ Si no todos los eigenvalores son reales:
o un eigenvalor es +1 y los otros dos son complejos conjugados de la

forma e'®, e,

Por tanto, podemos concluir del teorema de Euler que cualquier ma-
triz ortogonal (que sea diferente de la unidad) tendra un y sélo un
eigenvalor igual a +1.

®|A| = 1 = A1 X235 debido a la transformacién de similaridad: el determinante
es invariante ante tal transformacién.
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Rotaciones finitas
Definicidon
Consideremos una rotacién activa,

' — ON + NV + VG,

donde,

W:n(n'r),

"" ]E:N —r—n(n-r),

0 NV =[r—n(n-r)]Cos ®,
@ (r x n)Sen ®,

sustituyendo las expresiones anteriores y reordenando:

r' =rCos® +n(n-r)(1 — Cos®) + (r x n)Sen ®,

se obtiene la formula de rotacion de un vector.
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Rotaciones finitas

Relacién con los angulos de Euler
Para expresar el 4dngulo de rotacién ® asociado a A’ = BAB™! en
términos de los angulos de Euler, usamos la invariancia de la traza,

TrA = Qg5 = TI'AI,

donde,
Cos® Send 0
A'=|-Sen® Cos® 0],
0 0 1

CosypCos¢p — CosfSenpSeny) CosypSeng 4+ CosfCospSentyy  SenypSend
A = | —SenyCos¢ — CosfSengCostyp  —SenpSeng + CosfCos pCostp  CospSend | |

SenfSen¢ —SenfCos¢p Cosf
por tanto,
i) h+ 1 0
14+2Cos® =a;; = Cos 7= Cos @J; l/)Cos 2
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Rotaciones infinitesimales

Comparacién con rotaciones finitas

Si desearamos considerar la orientacién de un sélido como una cantidad
vectorial, siendo la direcciéon el eje de rotaciéon, = tales vectores, aso-
ciados con las transf. A y B, deben cumplir la conmutacion aditiva:

Av+Bv:Bv+Ava

analizando la adicién de dos
rotaciones, es decir, una
aplicada después de otra:

AB # BA,

por tanto, las rotaciones
finitas no pueden ser con-
sideradas como cantidades
vectoriales.
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z

(a) Vertical position
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(c) Rotated 90° about

(b) Rotated 90° about z’
mmtermediate y*

v

{b) Rotated 90° about y*

(c) Rotated 90° about
intermedhate '




Rotaciones infinitesimales

Definicién

Rotacién infinitesimal: transformacién ortogonal de un sistema de
ejes coordenados en el cual las componentes de un vector son casi las

mismas en ambos sistemas.
Para una rotacién infinitesimal,
= T + €T,

(05 + €ij)j,

~ o0~

xXT.
€T.:

6

~

en notacién matricial:
x' = (1+ e€)x.

.. la transformacién representa la
identidad mas un operador in-
finitesimal.

Ahora, definiendo dos transf. in-
finitesimales diferentes, 1 + €1 y
1 + €9, entonces:

1+e)(l+e)=...

300 = 12+€11+1€2+6162,
(14+€)(1+e)=1+¢€ + e,

entonces, la conmutacion de

rotaciones infinitesimales si es val-
ida.

Al salvar la restricciéon de conmutacién, ahora podemos definir a las
transformaciones infinitesimales como cantidades vectoriales.
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Rotaciones infinitesimales

Descripcion de los angulos de Euler
Expresemos la transformaciéon A

CosyCos¢p — CosfSengpSen) CosySeng + CosfCospSentyp  SenpSend
A = | —SenyyCos¢p — CosfSenpCosyp  —SenySeng + CosfCos pCosyp  CosypSend | ,
SenfSen¢ —SenfCos¢ Cosb

como una rotacién infinitesimal, para ello hacemos los desplazamien-
tos angulares infinitesimales,

Cosll =1, Senll=dIl V Il =1, ¢, 0,

con lo cual se obtiene:

1 (d¢+dip) 0
A= |—(d¢+dv) 1 9|
0 —ds 1

en donde se ha considerado dIIdIT’ — 0.
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Rotaciones infinitesimales

Descripcion de los angulos de Euler

b & C
E¥a -
"\\
——7 -
( ¥ ¥
LA
T £

Por tanto, las tres rotaciones suscesivas de los angulos de Euler pueden
se consideradas como,

A = dok + doi + dibk = dfi + (d¢ + dip)k.

en donde se considera que para rotaciones infinitesimales,

/ o o
a~a V a=ijk.
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Rotaciones infinitesimales

Propiedades y aplicaciones

La inversa de A =1 + € es,
A l=1- €,
ya que,
AAT'=(1+e)(1—-€) =1.
Explotando que A es ortogonal,

A'=A=(1+¢),
. €= —F,
es decir, la matriz infinitesimal es

antisimétrica, por tanto sus ele-
mentos de la diagonal son cero.

Omar De la Pefia-Seaman | IFUAP
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Proponiendo una forma para e,

0 Qs —dS)y
€= |—dQs 0 iy |,
dQy  —dy 0

en donde df2; son los tres paramet-
ros independientes que especifican
a la rotacion.

Para conocer el significado de los
dS);'s, recordemos:

r'=(1+eé)r,

/ _ /
= r —r=dr =er.




Rotaciones infinitesimales
Propiedades y aplicaciones

Expresando en forma matricial lo Rotacién en sentido horario
anterior,

0 ng —ng 1
dI'/: —dQ3 0 dQl o ,
dQde  —dy 0 3

nd® = dQ

expandiendo,
dl‘/l == l‘2dQ3 — .1:3(192,

dl‘/Q = l‘gdﬂl — Jilng,
dmg = l’ldQQ — .CEQdQl,

lo cual representa el producto cruz
de la rotacion infinitesimal:

dr' =r x dQ2 =r x nd®,
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Rotaciones infinitesimales

Propiedades y aplicaciones
Hasta ahora todo el analisis ha sido hecho tanto para rotaciones pasivas
en sentido antihorario como activas en sentido horario.

Definiendo ahora los resultados obtenidos para rotaciones activas en
sentido antihorario:’

Férmula de rotacion
' =rCos® +n(n-r)(1 — Cos®) + (n x r)Sen P,
Rotacion infinitesimal
dr' =d2 xr = (nxr)d® = —(r x n)d®,

Matriz antisimétrica de la rotacion infinitesimal

0 —ng dQQ 0 —ns Up)
e=| d3 0 —d | = | n3 0 —nq|dd.
—dQQ dQl 0 —N2 ni 0

"regla de la mano derecha.
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Contenido: Tema 04

4. Cuerpo rigido |: cinematica

4.5 Razén de cambio de un vector
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Razén de cambio de un vector

Descripcion
Consideremos un vector general relacionado con el movimiento de un
s6lido,® conforme el sélido se mueve, el vector variara, pero tal cambio
dependeré del sistema coordenado del observador:
¢ Fijo en el sélido: el vector G fijo en el sélido no sufre cambios.
e Fijo en el espacio: el tnico cambio que G sufrird con respecto al

sistema del sélido sera una rotacion.®

= (dG)space = (dG)body + (dG)rota

en donde,
(dG)ot = dQ2 X G,

por tanto, la razén de cambio esta dada como,

(dG) :(dG') YwxG YV wdt=dQ.
dt space dt body

8¢l vector de posicién o el momento angular total, por ejemplo.
%en sentido antihorario.
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Razén de cambio de un vector

Conexién con los dngulos de Euler
El desarrollo anterior fue para un vector general G, por lo que podemos

considerar lo siguiente como un operador,

d - d 10
(dt)s_ (dt>r+wx

Podemos expresar la velocidad angular instantanea w en términos
de tres rotaciones sucesivas con velocidades angulares,

qu:(ZS, wy = 6, w¢=¢7
tal que se pueda definir:
W = Wy + Wy + Wy,

sin embargo cada wyy corresponde a un sist. diferente (dado por dif.
transformaciones), por lo que es necesario expresarlas en un mismo sist.

Yen donde s y  denotan las derivadas temporales en los sistemas coordenados
del espacio y rotante, respectivamente.
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Razén de cambio de un vector

Conexién con los dngulos de Euler
Para expresar w en el sistema coordenado del sélido, usamos la
informacion de los angulos de Euler, cuya transf. es A = BCD.

Wy = ¢k7 Wy = 9€/a
Wy — w'¢, wy — wlg,
= Awd) = w'¢. = Buwy= w/g.
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Razén de cambio de un vector

Conexién con los dngulos de Euler
Donde las expresiones de las matrices usadas anteriormente son,

CosypCos¢p — CosfSenpSeny) CosypSeng + Cosf#CospSentyy  SenypSen
A = | —SenyCos¢ — CosfSenpCosyp  —SenySeng + Cosf#Cos pCosyp  CosypSend | ,
SenfSen¢ —SenfCos¢p Cosl

Cosvyp Sentp 0
B=|—-Seny Cosy 0],
0 0 1

por tanto, aplicando las transformaciones tenemos,
wy = Awg = $Sen 1)Sen 01’ + dCospSen 0 + $Cos OK’,
W'y = Bwy = §Cos i’ — 8Sen 1j,
W'y = wy = YK/,
= W= ((ﬁSeanenH + 6’Cos¢) i+
ot (q'scowsen 6 — fSen ¢) i+ (1/} + ¢Cos 9) K.
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Razén de cambio de un vector
Aplicaciones
Aplicando el operador de razén de cambio al vector de posicion,

(dr) _(dr) +wXr = Vg=V,4+wXr
dt), \dt/, T ’

aplicando nuevamente el operador al vector de velocidad recién obtenido,

() = (@), v [(3), ree]
= <f;;'> +<5t>r(w><r)+w>< (g)r—kwx(wxr),

_@ +<dw>x+2 x(dr)+ X (w xr)
_dtZT dtrrw dtrwwr,

d
= aszar+<;:> Xr+2(WwXvy)+wx(wxr),
T

en donde a corresponde al vector aceleracién tanto en el sistema fijo
(s) como en el del cuerpo (7).
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Razén de cambio de un vector

Ecuacién de movimiento
La ecuacidon de movimiento en el sistema inercial s, es:

e
a2 |’

S

F=ma;,=m

expresandola en el sistema coordenado del cuerpo r,

d? d d
Fegp=m d—t; r—F—2mw><(dz‘)r—mw><(w><r)—m((;)TXI'.

Analizando los términos ateriores,

* m(dw/dt), x r: es diferente de cero solamente para sistemas coor-
denados con aceleracion angular.

® mw X (w X r): es el término de la fuerza centrifuga, y actia en el
sistema aln cuando la particula estd estacionaria (v, = 0).

® 2mw x (dr/dt),: se le conoce como fuerza de coriolis, el cual sera
cero cuando v, = 0 6 cuando v, || w.
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Razén de cambio de un vector
Movimiento en la superficie terrestre
Analicemos el movimiento de cuerpos en la superficie de la Tierra,
considerandola como un sistema no inercial, en comparacién con el
espacio (sistema fijo),
= dw/dt =0,
ya que la velocidad de rotacién de la Tierra sobre su eje (w) es approx-

imadamente constante.

Ademas, tenemos que considerar la fuerza gravitatoria entre la Tierra
y el cuerpo,

r
F = —GmeT—S,

lo cual, tomando en cuenta que por el momento el cuerpo estd en
reposo, da como resultado:

r
=—-Gmr— —w X (wXr),
g mTrg ( )

es decir, la fuerza gravitatoria y la centrifuga dan como resultado la
fuerza de gravedad en la superficie terrestre.
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Razén de cambio de un vector

Movimiento en la superficie terrestre

Por tanto, la ecuacion de
movimiento es,

d’r S (dr)
m| — | =mg— 2mw —,
dt? & dt o
=mg+2m(v X w), Yo
en donde nos queda que el vxa

movimiento del cuerpo serd modi-
ficado por el término de Coriolis,

el cual serd 1 tanto a v como a w.
mientras que para el mismo mov.

en el hemisferio sur serd a la
izquierda, y en el Ecuador seri
nula tal defleccién.

Para el caso de un movimiento
horizontal en el hemisferio norte,
tendremos una defleccién hacia la
derecha del movimiento,
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