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5. Cuerpo rigido Il: ecuaciones de movimiento
5.1 Momento angular y energia cinética de rotacién.
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Momento angular y energia cinética de rotacion

Principios elementales: movimiento de traslaciéon + rotacién

En el caso mas general de movimiento de un sélido se tienen dos com-
ponentes, el movimiento de traslacion y el de rotacion:

e Traslacion: se requieren tres coordenadas para definir el movimiento
de un punto del sélido (normalmente el centro de masas), relativo
a un sistema coordenado externo al cuerpo.

e Rotacion: son necesarias tres coordenadas para definir la orientacién
relativa a un punto del sélido (angulos de Euler).

Por tanto, para describir el movimiento de un sélido en el espacio, es
posible desacoplar los esquemas, por ejemplo:

Momento angular: L =R x Mv+ L'(¢,0,7),
Energia cinética: T = %MU2 +T'(0,0,v),
Energia potencial: V=Vomu 6 V="V,
= Lagrangiano: L=T -V = Loy + L' (¢,0,)
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Momento angular y energia cinética de rotacion
Momento angular
El momento angular de un sélido rigido en movimiento con un punto
estacionario es:
L= mi(ri X VZ'),

como r; es la dist. de la i-ésima particula referenciada al punto esta-
cionario = v; en el espacio sélo depende de la rotacién del mismo,

(vi) (dri) <dri> +twxr,; = wxXr
V; _= —_— = —_— ; V; = ~7
1)8 dt s dt ., (2 1 (2
entonces, L = my;[r; X (w x 1)] = myfwr? — r(r; - w)].!
Expandiendo por componentes,
L= [miwx(r? = a:?) — ML Yy — MT 2w, )1+ ...

A [mywy(ry — 3/12) — MiTYiWe — MY ZWz]j + - ..

2
— 27) — MiT 2wy — MY Ziwy K.
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Momento angular y energia cinética de rotacion

Momento angular
De la expresidon anterior deducimos que L estd relacionado con w por
medio de una transformacion lineal L = Iw,

Ly = Ipw, + Iazywy + I w,,
Ly = Lyzws; + Iyywy + Iyw;,
L,=1,w;+ Izywy + I w:,
en donde Ij;, = m;(8;5r7 — rijrir) tal que:
) . o 2 2
e [;;: coef. de momentos de inercia, ejem: Iz = m;(r; — x7),
e [;;: productos de inercia, ejem: I, = —m;x;y;,

Para el caso de sélidos continuos, tendriamos la siguiente expresion:
Ly, = /Vp(r2(5jk —xjzp)dV, ¥V j,k=1,2,3,

donde los elementos del sist. coordenado han sido denominados z; y
en general (por convencidn) se elige el sistema fijo en el sélido.
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5. Cuerpo rigido Il: ecuaciones de movimiento

5.2 Tensor de inercia y momento de inercia
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Tensor de inercia y momento de inercia

Tensores: fundamentos

Definimos en el espacio cartesiano tridimensional un tensor de N-ésimo
rango con 3% componentes como,

Tijk..., (con N indices)

el cual se transforma bajo una transformacién ortogonal A de la sigu-
iente manera,

Tijh...(X') = aiamasn - Timn..(X):

De la definicidon anterior podemos analizar algunos casos sencillos,
e Tensor de rango cero: cantidad escalar.

e Tensor de primer rango: T} = a; T} = es equiv. a un vector.

e Tensor de segundo rango: T}, = a;1@jm Ty, => se transforma de

manera equivalente a una matriz cuadrada.?

°T' = ATA ' = ATA, = T/, = aqyTimajm
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Tensor de inercia y momento de inercia

Tensores: fundamentos

Los vectores A y B son utilizados para  asi como por la izquierda,
construir un tensor de segundo rango,
E=F-T V E; = F;T},
T = AiBj,
de igual manera se puede cons-
donde, truir un escalar S, mediante el
proceso de contraccién:

o (Toe To) _ (AsBe AsBy
“\n. 1,,)] " \4B, AB,] S=F.-T-CV §=FT;C,

Definimos el tensor unidad 1: finalmente, al ser T construido
por los vects. A y B se cumple,

Lij = dij,
T-C=AB-C)=(B:-C)A,

el producto punto por la der., F-T=(F -AB=(A-F)B

D=T-C V D, =T,C,,
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Tensor de inercia y momento de inercia

Tensor de inercia
Definimos al tensor de inercia® I tal que:

L=1 w.

Por otro lado, tenemos la definicion de la energia cinética:
1
T 2
= §mﬂ)i s

en donde v; es la velocidad de la i-ésima particula relativa a un punto
fijo, medida en el sistema coordenado inercial,

1
= T= Emivi (wxrg) = %m’(rl X Vi),

pero m;(r; x v;) =L,

3de segundo rango
Omar De la Pefia-Seaman | IFUAP Mecanica Clasica — M.C. Fisica




Tensor de inercia y momento de inercia

Momento de inercia

Sea w = wn, entonces:

-1 2 1
r=2-% w:w—n-I-n:fIwQ,
2 2 2

en donde la cantidad I es un escalar* y se le conoce como el momento
de inercia relativo al eje de rotacién n.

Para encontrar como esté definido I, expandamos la energia cinética,

~E 2 ot -]
= %cﬂ {n m; [nr? —1(r; n)}},
Lo

“un doble producto punto de un tensor T con vectores define un escalar.
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Tensor de inercia y momento de inercia

Momento de inercia

De manera tradicional se define al momento de inercia como el pro-
ducto de la masa de la particula por el cuadrado de la distancia per-
pendicular del eje.

En ecuaciones,

I:mi(rixn)2,

=m;(r; x n) - (r; X n),

-
:w—;(wxri)'(wxri),
1
T = -Iu?
274}

lo que demuestra la equivalencia de definiciones para el momento de
inercia 1.
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Tensor de inercia y momento de inercia

Ciélculo del momento de inercia

Para el calculo de I necesitamos definir un eje de rotacién:®

Consideremos el movimiento re-
specto el eje a con origen O:

I, = m;(r; X n)2,

relacionando con el eje paralelo b
que pasa por el centro de masas,

r; = R + r/iv
m;[(r'; + R) x n]2,

= I

expandiendo,
I, = mi(r'; x n)? + M(R x n)? 4+ 2m;(R x n) - (r/; x n),
=m;(r'; x n)> + M(R x n)? —2(R x n) - (n x m;r’y).

®el cual consideramos fijo en el espacio, de lo contrario I = I(t).
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Tensor de inercia y momento de inercia

Ciélculo del momento de inercia

Analizando los términos de la ecuacién anterior,

I, =mi(r'; xn)?> + M(R xn)? —2(R x n) - (n x m;r';),
e m;(r'; x n)?: representa el momento de inercia respecto el eje b que
pasa por el centro de masa, Ip.

e M(R x n)% describe el momento de inercia del sélido como si
estuviera concentrado en el centro de masa, con respecto al eje
original.

e —2(R xn)-(n xmr';): debido a la definicién de centro de masa
este término se anula.®

Por tanto, la expresidn se reduce a,

I, = I+ M(R x n)? = I, + M(R%3,5 — RoRp),

lo cual se conoce como el teorema de los ejes paralelos.

®m;r’; = 0 cuando r'; esta referenciado al centro de masas.
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Tensor de inercia y momento de inercia
Calculo del momento de inercia
Describiendo ahora las cantidades  siendo:
necesarias para aplicar el formalismo

Lagrangiano, ri=) ay, =) 1],
J j
1 2
Tror = imi(w X 1;)°, Ejemplo
1 9 Se tiene un cubo homogéneo de
- §waw5mi(6aﬁri ~ Tialip), densidad p, masa M vy arista a,
cuyo origen es el punto (0,0,0)
- §Ia5waw5’ = el tensor de inercia es:
en donde a y 3 denotan las compo- 2 —ib -1b
nentes de w y r;, definiendo: I=|-3b 26 —3b

1
i 1; 2
, “hp Sy o2y
Ing = mi(0a8T; — TiaTig),

o 2
Iaﬁ _ /Vp(,r)(éaﬁTQ o -'L“aIIB)dV, en donde b = Ma~”.
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5.3 Ejes principales y momentos principales de inercia
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Momentos de inercia
Propiedades y ejes principales

De la definicién de los momentos de inercia,

2
Tog = mi(0apT; — TiaTis),
se observa que las componentes del tensor son simétricas,
Iaﬁ = Iﬁou
lo cual indica que sélo existen seis coordenadas independientes en el

tensor de inercia.

En general, los momentos de inercia dependen de dos factores:
e Localizacion del origen del sistema coordenado del sélido.
e Orientacion de este sistema coordenado respecto al sélido en si.

Por tanto, debe existir un sistema coordenado en el cual el tensor de
inercia sea diagonal, con valores I, I, y I3, en donde las componentes
de L =1 w seran:

Ly = Lw, Lo =Iws, L3=Isws.
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Momentos de inercia
Propiedades y ejes principales

Para la energia cinética se tiene una situacién similar,

I
rowlw
2

Para encontrar tal sistema de ejes coordenados en donde I sea diagonal
aplicamos una transformacién de similaridad’, considerando I respecto

a un eje que pasa por el centro de masa:

1 1 1

3 i 0 0
I=RIpR talque Ip=(0 I, 0],
0 0 I3

en donde,

e [1, I, I3: son los momentos principales de inercia.

e 2/ 4/, 2': son las direcciones definidas por la matriz rotacién R, y
se conocen como ejes principales del tensor de inercia.

"la rotacién R. estara dada en términos de los angulos de Euler ¢, 6, y 1.
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Momentos de inercia

Propiedades y ejes principales

Para el caso en el que no se puede tener por inspeccién a priori los
ejes principales del problema, siendo que el tensor I esta referenciado
respecto al centro de masa del sistema, éstos se pueden obtener

resolviendo:
lo cual representa una ecuacién de eigenvalores, cuya solucién se ob-
tiene de:

I:m: -1 Imy I:):z

Iy Iy—1 I, |=0V I,%¥ I,
sz Izy Izz -1

en donde los eigenvalores I; seran los momentos de inercia princi-
pales, y los eigenvectores corresponderdn al set de ejes principales

{«',y,2'}.
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5.4 Ecuaciones de movimiento de Euler
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Ecuaciones de movimiento de Euler

Consideraciones generales

Para poder aplicar de una manera mas sencilla los conceptos hasta
ahora desarrollados con el fin de resolver las ecuaciones de movimiento
de un sélido, tomemos en cuenta las siguientes consideraciones:
e Seleccionar un punto de referencia adecuado en el sélido:
o Si un punto del sélido estd fijo en un sistema inercial = se escoge
ese punto.
o Si no hay algiin punto fijo = se selecciona el centro de masas.
e |dentificar de manera clara la separacién de la energia cinética en
movimientos de traslaciéon + rotacion:

1

T ==z
2

1
Mv? + 5[&;2.

e En lo posible, identificar y seleccionar como sistema coordenado a
los ejes principales del sélido, con el fin de simplificar el problema.
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Ecuaciones de movimiento de Euler
Formulacién Lagrangiana
Tomando en cuenta las consideraciones anteriores, podemos expresar

el Lagrangiano como,

L(Qa Q> = LC(QCa QC) + Lb(‘]b7 Qb)a

donde,
e [.: es la parte del Lagrangiano correspondiente a las coordenadas

generalizadas del centro de masa {q., 4 }-
e [4: corresponde a la orientacion del sélido, respecto al centro de
masas, descrito por las coordenadas generalizadas {gs, ¢}
Para expresar la energia cinética de rotacion, podemos elegir los ejes
principales, teniendo una expresién simple de T,

1 1 1
T = 5]10.)% + 5[2&}% + 5[3&)3 vV L; = Luw;.
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Ecuaciones de movimiento de Euler

Formulacién Newtoniana: ecuaciones de Euler

Obteniendo las ec. de movimiento
de la parte rotacional,

dL
() =NV N:I'Z'XFi
dt /)

y transformando al sistema coor-
denado del sélido,

(dL> —(dL> +wxL
at ), \dt ), ’

dL
N=— +w x L,
dt
la cual corresponde a la ecuacidén
de movimiento del sélido relativo

a los ejes del mismo.
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Expandiendo la ecuacién anterior
en componentes,

dL;
7dtz + €ijrw; L, = Ni,
dw;
= Ii—dtl + €ijrwjwidy = N;

considerando que estamos en los
ejes principales (L; = Lw;),

= L —wows(lo — I3) = Ny,
Ipiy — wawi (I3 — I1) = No,
Isws — wiwa(I) — I) = N,

correspondiendo a las ecuaciones
de Euler.
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