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Contenido: Tema 06

6. Oscilaciones
6.1 Pequeias oscilaciones
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Pequenas oscilaciones

Formulacién del problema
Consideraremos las siguientes condiciones para los sist. bajo estudio:
e Sistemas conservativos: V =V (q1,...,Gi,Gi+1,---,qn)-
¢ Excluir constricciones dependientes del tiempo: f(g;) # f(g;,1).
e Equilibrio estable: Q; = —(0V/dq;)o = 0; (8°V/9q?)o > 0.

Eq +dE, —_— —
|
Ey+dE - — E
5t N7
q,— q,—
(a) Stable (b) Unstable

Omar De la Pefia-Seaman | IFUAP Mecanica Clasica — M.C. Fisica



Pequenas oscilaciones

Formulacién del problema
Estamos interesados en el movimiento del sistema cerca de la vecindad
de la configuracién de equilibrio estable,

qi = qoi + i, YV i < qoi,

por tanto, expandiendo el potencial alrededor de g,

oV 1( 0%V
Vgt ) = Vigors - qon)+ [ =) mit= [ 22— mimi+. ..
(q1s---5qn) (q01 ) )+<8q2~>077 +3 (8%8%)077 nj+

pero debido a la condicién de equilibrio:

8V)
=0,
(8%’ 0

1( 0%V 1
( ) ninj = 5‘4,;'771'77_7‘,
0

~2 \ 9q:0q;

en donde se ha corrido el origen de V' para coincidir con Vj.

Omar De la Pefia-Seaman | IFUAP Mecanica Clasica — M.C. Fisica




Pequenas oscilaciones
Formulacién del problema
Realizando el mismo procedimiento para la energia cinética,
1 . 1 .. . .
T'= 5mijdiq; = 5mijiing, donde gp =y,
y m;; es funcién de las coordenadas g,

8I'k 8I'k
m“(qlw'wq ): mg PN
gl ) =2 g

por tanto, expandiendo alrededor del punto de equilibrio,

am..
mz](qlavqn) :mij(QO1,~'-»QOn)+ < ) lj) 77/€+
ak /o

al sustituir en la expansién de T, vemos que el tinico término que sobre-
vive de m;;, para mantener la aprox. arménica, es el correspondiente
al punto de equilibrio,:

1, ..
T = iT;j’f]ﬂIj, V T = m4j(qot1, - -, qon)-
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Pequenas oscilaciones
Formulacién del problema
Con las expresiones para V' y T podemos construir el Lagrangiano,
1 .
L=T =V = (Tt = Vignin),

aplicando las ecs. de Lagrange y tomando las n's como las coordenadas
generalizadas,

d (0L oL .
dt(@ﬁ)_am_o Vi=12,...,n,

tenemos,

d [ OL . oL
% (am) = Tijﬁ]: 87771 - _anja

por tanto, obtenemos la ecuacion de movimiento:
Tigijj + Vigng = 0,

resolviendo obtendremos 7);, con lo cual llegaremos a g; = qo; + 7);.
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Contenido: Tema 06

6. Oscilaciones

6.2 Ecuacién de eigenvalores y transformacién de similaridad
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Ecuacion de eigenvalores

Solucién de la ecuacién de movimiento

Tenemos que la ecuacién de movimiento para los pequefios desplaza-
mientos 7); es,

Tijijj + Vignj = 0,
la cual representa un sistema de ecuaciones diferenciales lineales, te-
niendo como solucién funciones tipo:

= 1= —wZCaje*’”t, E

N = C’aje*““t
sustituyendo en la ec. de movimiento,

(Vij — wQTij)aj =0 V aj =cte.

se obtiene un sistema de n ecuaciones homogéneas para las a;'s, el
cual tendra solucién cuando se anule el determinante de los mismos.

'en donde C'a; da una amplitud compleja de la oscilacién para cada ;.
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Ecuacion de eigenvalores
Solucién de la ecuacién de movimiento

Expresando el determinante del sistema de n ecuaciones anterior:

Vi1 — w?Ty Vig — w?Tho
Vo1 — w?Tyy Vag — w?Tyo
Va1 — w?Tyy =0,

se obtiene una ec. de orden n en w?, conocida como ecuacién secular,
y cuya solucién dard n raices que determinan el conjunto de frec.

naturales de oscilacion {wy,ws,...,wy}, para cada una de las a;.
Lo anterior se puede expresar como,

Va = \Ta,

e toda A es real y positiva,

e |os eigenvectores a son ortogonales,

e |a matriz de los eigenvectores A diagonaliza tanto V como T.

9
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Ecuacion de eigenvalores

Propiedades de la ecuacién secular
Para encontrar la manera en que diagonaliza A tanto a V como T,
consideremos aplicar la ecuacién secular al vector columna ay:

Vak = )\kTak,
ahora, la ecuacién adjunta a la anterior sera:
alV=xalT — &V=\aT,
donde alT es el vector adjunto y V, T matrices reales y simétricas.?

Multiplicando por &; la primera ecuacién por la izquierda y a; a la ec.
anterior por la derecha,

élVak = /\kélTak, 51Vak = )\lélTak

restando: (A — A\;)a;Tag = 0.

2V = Vi, Toy = Ty
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Ecuacion de eigenvalores

Transformacién de congruencia

Si todas las raices de la ec. secular son distintas, se tiene:
()\k — )\l)ﬁlTak =0 = aTa,=0V I 7é k.

Ademas, siendo que los valores aj; no estan completamente deter-
minados, se puede proponer lo siguiente para remover tal pseudo-
indeterminacion:

éikTak = 1,

De las ecs. anteriores observamos que tenemos un set de n ecuaciones,
formando ahora con todos los eigenvectores a; una matriz cuadrada A
con elementos a;z, por tanto:

ATA =1,

lo cual se conoce como una transformacién de congruencia.3

3se relaciona con una transformacién de similaridad C’ = BCB ™!, donde para
matrices ortogonales: A~' = A.

Omar De la Pefia-Seaman | IFUAP Mecanica Clasica — M.C. Fisica




Ecuacion de eigenvalores

Transformacién de congruencia
Para analizar las propiedades de una transformacion de congruencia,
introduzcamos lo siguiente,

Va, = Ny Tay, = Vijajr = Tijau e ¥V Mg = Mg,
= en notacién matricial: VA = TAM\,

multiplicando ahora por A por la izquierda:

AVA = ATAX = AVA =),
o también para calcular \: |V —A\T| = 0.

Resumiendo los resultados obtenidos hasta ahora,

Coordenadas cartesianas Coordenadas generales
= Tij = dijmqj, = T3 # 0ijmij,
ATA =1, AVA =V, ATA =1, AVA =V,
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6. Oscilaciones

6.3 Frecuencias de vibracién libres y coordenadas normales
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Frecuencias de vibracion libres y coordenadas normales

Frecuencias de vibraciéon
Previamente obtuvimos que la solucién oscilatoria era:
iwt

i = Caie_ 3

en donde se involucra el set completo de frecuencias {wy,...,wy}, el
cual representa al set completo de eigenvalores y se conoce como las
frecuencias libres de vibracion o de resonancia del sistema.

Por tanto, la solucién mas general involucra una combinacién lineal
de todas las wy,

i = chaikem’“t vV Cy € C,
k

siendo que para cada solucién A\, = w,% podemos tener tanto +wy 6
—wyg, por tanto para un caso general:

N = aik(cl;‘reiwkt 4 Ck_e_iwkt),
1 = frairCos(wit + Ok ),

siendo aj, el eigenvector asociado a .
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Frecuencias de vibracion libres y coordenadas normales

Coordenadas normales
Las frecuencias wy son determinadas por la ecuacién secular, y los
factores de escala Cj por las condiciones iniciales del problema:

7;(0) = Re Craze, 1i(0) = Im Crazpwy, *
de lo cual tenemos un set de 2n ecs. para hallar los 2n valores de Cy.
Para resolver, expresemos las ecs. anteriores en un esquema matricial,
1n(0) = AReC, n(0)=AlmCw,
aplicando AT por la izq. en ambas ecuaciones tenemos,
ATn(0) = ATAReC = ReC = ATn(0),
= ReC) = Zajl kM (0

AT7H(0) = ATAImCw = ImCw = ATn(O),

1 )
= ImC; = "N > aTenk(0),
I
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Frecuencias de vibracion libres y coordenadas normales

Coordenadas normales
Una vez teniendo las expresiones para los n coeficientes Cy, (parte real
e imaginaria), se obtiene la descripcién total de 7;,

ni =Y Crage “*
k

la cual serd una suma de funciones oscilatorias en wy,.

Es posible transformar 7; a un sistema de coordenadas generalizadas
que sean periddicas, conocidas como coordenadas normales,

n; = a;i¢; = n=A(.

Analizando la forma de la energia potencial para estar coord.,

1 1. 1 e e
V=§Vijnmj = VzinVn, pero ) = A( = (A,

1x- 1 1
= V= 5CAVAC = 50\4’ = iwzg,f.
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Frecuencias de vibracion libres y coordenadas normales
Coordenadas normales
Para la energia cinética,

1 .. 1. .. . 3 %z
T:§Tij77i77j = T=§nTn, pero 1 =A(, 11=C(A,
13- . 1%. 1. .
T=-CATAC = =(E = —(6,.
= 2C ¢ QCC 2<A,CA

De V() y T(¢;) notamos que no contienen términos cruzados .. A
produce una transformacion de ejes principales.

Expresando el Lagrangiano en estas coordenadas,
L=T-V= Cka; wk p

aplicando la ecuacién de Lagrange,

d (0L OL (@D
— | == =0 = G+wile=0 = (= Cre ™",
8Ck 8Ck
donde wy, son las frecs. de los modos normales de vibracion.
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6. Oscilaciones

6.4 Vibraciones forzadas y efectos de fuerzas disipativas
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Vibraciones forzadas y efectos de fuerzas disipativas
Vibraciones forzadas
Oscilacién forzada
Cuando el sistema original es puesto en un movimiento oscilatorio medi-
ante una fuerza externa [(t), la cual afecta al sistema atin a tiempos
t>0.

Tenemos, que I es la fuerza generalizada que corresponde a la coord.
n;, por tanto, hallando la fuerza generalizada (; que corresponda a la
coord. normal ¢,

aI'j

Q=2 Fj 5> = Qi=afj V G =1
j 1

Aplicando la ecuacién de Lagrange,

d (0L oL 1v4 1

—(=)-==0Q;, V L=T-V ==({ — w2,

dt (a@) ac ~ 27 2
obtenemos las ecuaciones de movimiento,

i +w2G = Qi
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Vibraciones forzadas y efectos de fuerzas disipativas
Vibraciones forzadas
La ecuacién de movimiento representa una ec. diferencial no—homogénea,
la cual tendrd una solucién tipo:

Gi(t) =¢M)+cP(t) Vv ¢(t) = sol. homogénea, ¢F(t) = sol. particular.
Para obtener ¢ (t), suponemos que Q; = Qo;Cos (2t + §;), en donde
Q) es la frecuencia de la fuerza externa = se propone:
¢? = B;Cos (% + 6;),
sust. en la ec. de movimiento se encuentra la expresiéon para B;,
F+wi?=Q = Bi= %,

i
por tanto, la solucién general es,

Qoi
5 Cos (Qt + ),

h —iw;
Gi=CF+ (P = Creint 4 20

i

= n =07+ = a;i(} + D).
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Vibraciones forzadas y efectos de fuerzas disipativas

Vibraciones forzadas
Solucién particular ¢”
Amplitud de la fuerza generalizada Qy;
Q puede excitar algin modo normal (j de vibracién si tiende
a mover a las particulas en la misma direccién que el modo original
(Qox # 0).
Proximidad de Q) y w;

Las oscilaciones (Q;'s & (;'s) estaran en cuando < w; y

(fase 7) cuando > w;.
Conforme Q2 — w; el modo (; serad excitado en mayor medida que los
demds, pero cuando Q ~w; = ¢ — oo !

La solucién ¢¥ — oo no es valida ya que estamos en el marco de
pequeias oscilaciones. La sol. correcta por tanto se obtiene de:

lim Clp = wtﬁ
Q—w; QWZ

®Usar L'Hépital con respecto a Q (lim, . f(z)/g(z) = limy—. f'(x)/g'(2)). %
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Vibraciones forzadas y efectos de fuerzas disipativas
Amortiguamiento
La solucién obtenida anteriormente indica que el sistema incrementa
su amplitud indefinidamente y linealmente en ¢, lo cual no es realista,
indicando la falta de efectos disipativos en el modelo.

Considerando tales efectos como funciones de disipacién dependi-
entes de la velocidad de las particulas,

..
donde la razén de disipacion es dE/dt = —2F . F > 0.

Calculando la fuerza de amortiguamiento,

OF OF or
dvg’ vy, du,
61‘]

F:—VvF:—<

(‘91‘ oF 1 )
I O el 2 b = —5 Fyjtij.

6 ) L e L 2 2 2
Funcién de disipacién de Rayleight: F'= (1/2) )" (kavi, + kyvi, + k2v7.)
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Vibraciones forzadas y efectos de fuerzas disipativas

Amortiguamiento

Expresando la ecuacién de Lagrange en términos de las coordenadas

normales (;,
i <8L> oL — 0
dt - (3]

&) 9G
en donde,
1 o 1. . 1 1
T = §Tij77i77j — 5@@; V= §Vij77i77j — 5%2(@-2,
1 o 1_ .. oF o0Fp :
F=gFmn — §Fi€i€i77 = Qi = o o T —FiG-

Por tanto, se obtiene la ec. de movimiento sustituyendo los términos
anteriores en la ec. de Lagrange:

b+ Fibi+wi¢G =0

lo cual representa una ecuacién diferencial homogénea lineal en (.
"en donde se ha aplicado una transf. de congruencia.
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Vibraciones forzadas y efectos de fuerzas disipativas

Amortiguamiento

Proponiendo una solucién oscilatoria a la ec. anterior,
! .
¢ = Cie™ ™' Wl = frec. general del sistema,
y sustituyendo en la ec. de movimiento obtenemos,
1/2

. F\?
”5_(2” ’

lo cual indica que tenemos una parte no—oscilatoria, ya que w, € C.

/2 - 2_ . g . L
Wit wF—w; =0, o ow =i+

La solucién para (; es, por tanto:

/2,
9

G = Cie—iwgt _ Cie_Fit/26_i[wi2_(Fi/2)2]

ilw?—(F; /2)2]Y? I f
ifwf—(F/2?] e, representa la oscilacién en si'y se le conoce como

frecuencia natural de oscilacion.
e ¢ Tit/2: indica una atenuacién de la amplitud debida al efecto de
amortiguamiento (F; > 0), disipando la energia.
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Vibraciones forzadas y efectos de fuerzas disipativas
Efectos combinados: excitaciéon y amortiguamiento
Si consideramos ambos efectos en el sistema, excitacion y amor-
tiguamiento, tendremos una ecuacién de movimiento del tipo:

G+ FG+witi=0Qi V Qi = Que™.
Usando los resultados anteriores podemos proponer una solucién,
Git) = ¢'(t) + ¢ (2),
donde,
. 1/2 .
) = C’ie*Fit/Qe_’[w?_(Fi/Q)z] b)) = Bie*" « sol. propuesta.

Siendo que la amplitud B; se encuentra sustituyendo (¥ en la ec. de
movimiento,
Qoi

w? — 02 +iQF;

B; =
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Vibraciones forzadas y efectos de fuerzas disipativas

Efectos combinados: excitaciéon y amortiguamiento
De la solucién completa se tiene lo siguiente:
° Cl-h' al término de oscilacién natural con un factor de amortiguamiento

se le conoce como respuesta transitoria.
e (7 la componente de excitacién muestra una amplitud finita atin
en {2 = w; y se le llama respuesta de estado estacionario.

Respecto a la fuerza de excitacion, (); y la respuesta ¢” a la misma,
observamos que no estdn necesariamente en fase,
Im(Qo;/B; QF; -
Tg’yz (QO@/ z): . 1278 v QOZZW?—Q2+Z'QFZ',
RG(QOz/Bl) wi — Q Bl
y donde la amplitud del estado estacionario estd dada como,

| Qo
[(w? - 92) +02F7) "2

|Bi| =

8donde Tg~y representa la diferencia de fases.
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