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7. Ecuaciones de Hamilton
7.1 Transformaciones de Legendre y ecuaciones de Hamilton
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Transformaciones de Legendre y ecuaciones de Hamilton

Principios fudamentales

El método Hamiltoniano no es superior ni aporta informacién adi-
cional al sistema bajo estudio respecto al formalismo Lagrangiano, sin
embargo tiene sus ventajas:

Formalismo Lagrangiano
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n grados de libertad: ¢;'s.

n ecuaciones de movimiento de
segundo orden:
d (OL) _ 9L _
dt \ 0¢; dq; —

se necesitan de 2n condi-
ciones iniciales para determinar
el movimiento del sistema.

El estado del sistema se repre-
senta como un punto en un es-
pacio de configuraciéon de n
dimensiones.
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Formalismo Hamiltoniano

e 2n grados de libertad: ¢;'s y
pi,S.
e 21 ecuaciones de movimiento

de primer orden.

e ‘. se necesitan de 2n condi-
ciones iniciales para determinar
el movimiento del sistema.

e El estado del sistema se repre-
senta como un punto en un es-
pacio fase de 2n dimensiones.




Transformaciones de Legendre y ecuaciones de Hamilton
Transformacién de Legrende
En el formalismo Hamiltoniano las 27 variables correspondientes son:
e Coordenadas generalizadas: ¢; Vi=1,2,...,n.
e Momentos conjugados: p; = 0L(q;,q;)/0¢; ¥V i=1,2,...,n
donde el set {(¢;,p;)} se le conoce como variables candnicas.

La transicién del formalismo Lagrangiano L(q,q,t) al Hamiltoniano
H(q,p,t) se realiza mediante:

Transformaciones de Legrende
Consideremos una funcién de dos variables f(x,y), tal que su diferen-
cial total sea:

of of

d + a—dy = udx + vdy,

entonces, si queremos cambiar la base (z,y) a (u,y), tal que ahora
una nueva funcién dg se exprese en términos de du y dy, definimos:

df—

g=f—ur = dg=df —udr —zdu, = dg=vdy— zdu.
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Transformaciones de Legendre y ecuaciones de Hamilton

Transformacién de Legrende

Comparando el resultado anterior de dg con la diferencial total,

dg

dg dg dg
dg = vdy — xdu = ==d d : = — = ——=.
g = vdy — xdu a2y y—l—auu L 9y’ T 90

Aplicando ahora la transformacion de Legrende a L(q,¢,t) tal que
nos arroje H(q,p,t),

oL oL

L L L
dL = 57(]‘in + S-dgi + %dta pero p; = oL = 9L 1

YA o VT 8

oL
dL = p;dg; + pidg; + Edt.

Construyendo H(q,p,t) en funcién de L(q,q,t):

H(q'»p-, f) - Qi])i - L(Q» Qvt)a

Ysust. p; en d/dt(0L/8¢;) — OL/dq; = 0.
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Transformaciones de Legendre y ecuaciones de Hamilton

Ecuaciones de Hamilton
obteniendo la diferencial total de H(q, p,t) definido anteriormente,

H(Q7p7 t) = qu’b - L(Q7 Q7 t)7
= dH = ¢dp; + pid¢; — dL,
oL
= qidp; — pidq; — ——dt,
q;ap; — p;aq ot
oOH oOH oH

, dH = —dp; + —dq; + —dt.
pero op; pi + 94, q; + ot

Relacionando términos de las expresiones anteriores, obtenemos 2n
relaciones conocidas como las ecuaciones candnicas de Hamilton,
oOH ) oH OH oL

.0 Pi=—%7— o = T A

op; ' dq; ot ot

i =

las cuales constituyen el set de 2n ecuaciones de movimiento de primer
orden que reemplazan las n ecs. de segundo orden provenientes del
formalismo Lagrangiano.
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Transformaciones de Legendre y ecuaciones de Hamilton
Notacién simpléctica
Las ecuaciones de Hamilton se pueden expresar en una forma com-
pacta, construyendo un vector columna n con 2n elementos:

N = qi, Nitn =Dpi, V1<i<n,

igualmente, generamos el vector columna 0H/0n,

oH OH OH oOH )
< > = < ) = V1<i<n.
7 +n

o), g’ an ~ Opi’

Finalmente, definimos una matriz J de 2n x 2n,

0 1 = 0 —1
donde 0 es la matriz n X n con todos los elementos cero, y 1 es la

matriz unidad de n x n, cumpliendo J las sig. propiedades:

J=31=1, J=-J=J37", ’=-1, |J|=+1
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Transformaciones de Legendre y ecuaciones de Hamilton
Notacién simpléctica
Por tanto, con las definiciones anteriores podemos expresar las ecua-
ciones de Hamilton de una manera mas compacta,
OH
1=J—".
Como ejemplo, expresemos el sistema de dos sets de variables canéni-
cas: (q1,p1), (g2, p2),

q1 0 0 1 0 8H/8q1
QQ . 0 0 0 1 6H/8q2
[)1 = 1 0 0 0 8H/8p1 ’
pg 0 -1 0 0 8H/8p2

lo cual cumple con lo obtenido anteriormente,

. OH  OH
qZ - 8pl, pZ - aql y

Omar De la Pefia-Seaman | IFUAP Mecanica Clasica — M.C. Fisica



Contenido: Tema 07

7. Ecuaciones de Hamilton

7.2 Coordenadas ciclicas y teoremas de conservacién
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Coordenadas ciclicas y teoremas de conservacion

Coordenadas ciclicas en el Hamiltoniano

Recordemos que en el caso de la formulacién Lagrangiana se consi-
deraba a una coordenada g¢; ciclica si no aparecia explicitamente en L,

por tanto,
dt \9q; ) 9dqj i

oL ) oOH oH
pero — =p; & pj=—F7— = ——— =0,
94, 0q; 9q;
una coordenada ciclica también estard ausente en el Hamiltoniano
y el momento conjugado serd una cantidad conservada.

Ahora, para el caso de la dependencia temporal, recordemos que del
Hamiltoniano llegabamos a lo siguente,

oH _ oL
ot ot
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Coordenadas ciclicas y teoremas de conservacion

Conservacién de la energia

Analizando la diferencial total dH (p, q,t),

dH = ggdpi + gqui + %—fdt,

dH O0Hdp; OHdg¢; OH .. .. OH

ﬁzapig aqiﬂﬁLEZQipi*pi%ﬁLﬁa

dH OH 0L
dt ot ot

Entonces, observamos que,

e Si L # L(t), = H # H(t) .. H es una cte. de movimiento.

e Si el potencial es conservativo (V = V{g;}) y la transf. a coor-
denadas generalizadas no depende explicitamente del tiempo =
H=T+YV.

IMP: las cond. anteriores no son mutuamente necesarias y suficientes!!

e Un sistema puede tener H = cte. pero H 1T+ V, 0 ...

e ... puedeser que H =17+ V, pero H = H(t) = H # cte.
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Contenido: Tema 07

7. Ecuaciones de Hamilton

7.3 Procedimiento de Routh y formalismo de inversion
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Procedimiento de Routh y formalismo de inversién
Aplicacién a sistemas con coordenadas ciclicas
Cuando tenemos alguna coordenada ciclica, digamos ¢, hemos visto
el efecto en ambos formalismos,

Formalismo Lagrangiano Formalismo Hamiltoniano
L — H =
L(Qh <oy Qn—1; q'17 cee 7QTL7 t): H(qh ey qn—15P1y -+ 3y Pn—1; a7t)7

.. alin tenemos un problema de n  al ser ¢, ciclica = p, = a = cte,
variables ya que el set {¢;} sigue por lo que tenemos n — 1 coorde-

apareciendo completo! nadas y una cte. de integracién «,
. OH
W e

El procedimiento de Routh consiste en aplicar la transformacion
Hamiltoniana sélo a las coordenadas ciclicas, tratando las demas en

el formalismo Lagrangiano.
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Procedimiento de Routh y formalismo de inversién
Definicién
Si tenemos que las coordenadas ciclicas son g1, - - ., gn, definimos una
funcién 2, conocida como Routhiano,

n
R(q1s- -G53 Gy dsi Pstts- - Pust) = Y pidi — L,
1=s+1
lo cual significa basicamente,
R(Q1, -5 Qn; q'la v 7q's;ps+1a <o Pnj t) =
Hcycl(ps—l-b ooc apn) - Lnoncycl(‘]la o5 qss QI’ 000 745)7

en donde tenemos para las s coord. no-ciclicas las ecs. de Lagrange:

d (OR OR
— =] —-—=—=0, V i=1,...
dt <5q'z‘> 0q; ' 'Y
y para las n — s coord. ciclicas las ecucaciones de Hamilton,
OR OR
—=-0=0& —=¢;, Vi= 1,...,n.
0q; p Opi 4 VAN "
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Procedimiento de Routh y formalismo de inversién

Ejemplo: problema de Kepler
En el problema de Kepler tenemos una particula que se mueve en un
plano bajo la influencia de un potencial central general V (r) = —k/r",
= el Lagrangiano es,

L= %(7’«2 +720%) + rﬁn

Observamos que la coord. ciclica es ¢/, siendo el momento conjugado
po, por tanto el Routhiano ser3,

R(vavpe) = p0‘9 — L= p99 — %(1’2 + T2é2) _ E’

Ta?’L
oL

v p(g:%:mr% & =1

mr2’

e 1 5 kK

= R(T’, 72,]79) =

2mr2 2 rn
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Procedimiento de Routh y formalismo de inversién
Ejemplo: problema de Kepler (cont.)

Ahora, para hallar las ecuaciones de movimento, aplicamos el formal-
ismo Lagrangiano para las coord. no-ciclica r,
pg nk

e R S <
or mr3  pntl

(o _on_ .
dt \ or -

Aplicando ahora las ecuaciones de Hamilton a la coord. ciclica 6,

OR )
%——pe—(),
opg ~ mr?’

= pg=mr?) =1=cte.

resultado que se habia obtenido previamente, pero mediante un pro-
cedimiento mas laborioso.
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Procedimiento de Routh y formalismo de inversién

Formalismo de inversion
En muchas ocasiones el Lagrangiano puede ser descrito como la suma
de funciones homogéneas? de diferente grado:

L(qla Q’wt) - LO(Q’Lvt) + Ll(qHQ’Lat) + LQ(qi7 Qiat)7

siendo, Si, ademas, se cumple:
e [y — grado cero en ¢;, e [,1 — funcién lineal en ¢;,
e [, — grado uno en ¢;, e [o — funcién cuadratica en ¢;,

e [ — grado dos en ¢;.

entonces el Lagrangiano puede ser descrito, de manera general, como:

L(qv qv t) = LO(Qa t) + qlal(qa t) + 1/2 qumT’L(qv t)a
L(q.4,t) = Lo(a.t) + 4'a + /2 q'Tq,
donde q representa el vector de velocidades generalizadas, a un vector

columna y T una matriz que pueden depender de {g;}.
2en término de las velocidades generalizadas
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Procedimiento de Routh y formalismo de inversién

Formalismo de inversion
En la notacién vectorial planteada anteriormente, expresamos el Hamil-
toniano, mediante la transformacién de Legrende,

H(Q?])?t):qu_L v p:a+TQ73
. |
=q'(p—a)— iqTTq—Lo,

siendo que para obtener la forma de H(p, q,t) es necesario sustituir q
en términos de p mediante la regla de transformacion,

a=T'(p-a) = ¢ =(pf-af)T 4

Con lo anterior obtenemos finalmente la expresién para el Hamiltoniano,

1 _
H(g,p,t) = 5 (p' —a') T (p—a) - Lo.

3lo cual viene de la relacién p; = OL/dq;.
“donde T es simétrica.
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7. Ecuaciones de Hamilton

7.4 Ecuaciones de Hamilton desde principios variacionales
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Ecuaciones de Hamilton desde principios variacionales
Principio de Hamilton modificado
En célculo de variaciones se estudié el principio de Hamilton en el
espacio de configuraciones,

t
51=6 [ L(gqt)dt =0 V¥ qt1) = bq(ts) = 0.

t1
Ahora, se desea expresar lo anterior en términos del Hamiltoniano,

con lo cual se obtiene el principio de Hamilton modificado en el
espacio fase:

t
5155/2 [pigi — H (g, p,t)]dt =0,
t1

en donde se impone que la accién I sea estacionaria bajo variaciones
independientes de q y p vy fijo en los extremos:

pi — pi+eni(t), tal que dp;(t1) = dpi(t2) =0,

¢ — ¢+ eéi(t), tal que dgi(t1) = dgi(t2) = 0.
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Ecuaciones de Hamilton desde principios variacionales

Principio de Hamilton modificado
Calculando la variacién en el principio de Hamilton modificado,

t2 H H
/ {pi(;(ii + ¢iop; — 0 Spi — 85%] dt =0,
t1

dq;

Opi

donde analizando el primer término,

. d d .
Di0g; = pza(é%) = %(pz(s%) — pidg;,

el cual es sustituido en la expresién:

27d OH OH
i0q;) — Di0q; + §i0p; — dpi — —08¢; | dt =0,
/t1 [dt(p i) — Pidg; + GiOp 907~ 7g, q}
"2 A : oOH OH
= / d [pidqi] +/ [—pz‘5qz' + ¢i0p; — 3 opi — v5Qi:| dt =0,
t1 t1 Di dq;
integrando el primer término, observamos:
to
= d [pidqi] = pidaily? = pi(t2)6qi(ta) — pi(t1)dqi(t1) = 0.
1
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Ecuaciones de Hamilton desde principios variacionales
Principio de Hamilton modificado
Entonces sélo nos queda el segundo término,

t2 . . OH OH
/t [—pz‘&h + ¢iop; — —0p; —

5 }dt:(),
1 Op;

87(11'%

del cual agrupamos:

¢
/ : qu - 8H> opi — (Pz‘ + 8H) 5(11‘] dt =0,
t1 Op; 9q;

como tenemos que las ¢;'s y p;'s son coordenadas independientes,
entonces las d¢;'s y 0p;'s también lo son, por tanto:

oOH OH
i — =0 & p;+— =0,
qi 3pi Di aC_h’
las cuales representan a las ecuaciones canénicas de Hamilton,
O0H OH
& B o— — .
qi Op, Di 0%‘
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Ecuaciones de Hamilton desde principios variacionales

Hamilton con constricciones
En el caso de que las variables candnicas no sean todas indepen-
dientes, sino que esten conectadas mediantes condiciones auxiliares:
Yr(qi, pist) =0,

es necesario desacoplar las var. canénicas {(g;, p;)} mediante el uso de
los mult. de Lagrange en el principio de Hamilton modificado,

t2
5/ [piQi - H - Z)\lﬂbk] dt =0,
t1 I

en donde aplicando las variaciones se obtiene:
to
/t lfs (pidi — H) = )\k5¢k] dt =0,
1 k

donde la primera parte de la expresion anterior se resuelve exactamente
igual que en el caso sin constricciones:

t2 ‘ ta /| , OH OH
6 (pigi — H)dt = / <_pi6Qi + ¢idpi — . -0p; — e
i1 t1 Pi q;
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Ecuaciones de Hamilton desde principios variacionales

Hamilton con constricciones
mientras que para el segundo término, tenemos:

Oy Oy,
8% 6 * 8171

sustituyendo ambos resultados en la expresidon obtenida anteriormente
y agrupando:

to
0:/ [5(]02‘61'@'—11)—2)\1@5%] dt =
t k

1
t2 . OH 8¢k X OH 81/Jk
—p; — — — oq; + | ¢; — A op; | dt,
/tl [( P 0, 8qi> ¢ <q api Z “op )
y debido a que, ahora si, los {0g;} y {dp;} son independientes, se
obtienen las ecs. canodnicas de Hamilton con constricciones:
51/% i OH Oy,
i & = —Di-
dq; dq;

5¢k(QZap’L?t) - 5 79

8pz k
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Contenido: Tema 07

7. Ecuaciones de Hamilton

7.5 Principio de Minima Accién
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Principio de Minima Accién

Variacién A

El principio de minima ac-
cion involucra la variaciéon A que
1,4 A, tiene menos restricciones que la
variacién 4.

9

e La variaciéon de la trayectoria
puede tener limites diferentes
en ¢ que la trayectoria original,

e Puede haber variacién en las co-
ordenadas ¢ de los limites:
9 v mi(t1),ni(tz) # 0.

Expresando por tanto la variacion A de la accién:

to ta+Ats 2
A Ldt= / L)dt — [ L(0)dt.
t1 t1+Aty t1
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Principio de Minima Accién
Variacién A
La variacion A se compone de dos partes,
e Cambio en el integrando en la trayectoria alterna pero con los
[imites en ¢ de la original.
e Cambio en los limites de la integral de la trayectoria original.
Por tanto, podemos expresar la variacion A de la sig. manera,

to+Ato

to to to
A Ldt = dLdt + L(0)dt — L(0)dt,
t1 Jtq Jt1+At Jtg

'ty
_ / SLdt + L(ts) Aty — L(t1) Aty
Jtq

La variaciéon de la primera integral se realiza como en el caso del prin-

cipio de Hamilton, excepto que dq;(t1),dq;(t2) # 0,
t2

t2 t2 [OL oL oL
5Ldt:/ [ < )]5 dt+ 2Z6q = pidgl
t1 t1 aqi 04q; 04; t1 N

en donde el primer término corresponde a la ecuacién de Lagrange.
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Principio de Minima Accién
Variacién A
Por tanto, la variacién queda como,
to
A Ldt = L(tQ)AtQ — L(tl)Atl + pzéqz\z = (LAt —i—piéqi)ﬁ .
t1

Expresando ahora la variacién dg; en q,
términos de Ag;:

Ag;i(2) = qi(ta + Aty, ) — q;i(t2,0),
= qi(ta + Ato,0) — g;(t2,0) + ...
..+ Oém(tz + Atg),
= qi(t2,0) + Gi(t2,0) Aty + ...
— qi(t2,0) + an;(t2) + an;(tz) Ata,
Agi(2 ) = qz(2 0)Ata + d¢;(2).
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Principio de Minima Accién
Variacién A
Reescribiendo la variacién de la integral de accién,
to
A | Ldt = (LAt + pidgi)| = (LAt — pigiAt + piAg)|;

1

= ([L — pidi] At + piAgy) |7

= (pidgi — HAD) .

El resultado anterior debe cumplir con las siguientes condiciones,

e Se consideran sistemas donde . # L(t), H # H(t) = H es una
cantidad conservada.

e La variacién A es tal que H se conserva en todas las trayectorias
posibles (a's).

e Las trayectorias alternas deben cumplir que Ag;(t1), Agi(ts) = 0,
atn manteniéndose At £ 0.

to
= A Ldt = —H(Atg <1 Atl).

ty
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Principio de Minima Accién

Variacién A
Bajo las mismas condiciones anteriores, vemos que accién también se
puede expresa como,

to to
Ldt = / (plqz — H) dt,
t

t1 1

to
= /t Ppig;dt — H(tg — tl).

1
Aplicando ahora la variacién A al resultado anterior,

t t
A : Ldt = A/ 2piqidt = H(AtQ = Atl),
t

t1 1

t
pero, A “Ldt — —H(Aty — Aty),

t1

o
= A Pigidt=0.
Jty

lo cual representa el principio de minima accion.
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