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Contenido: Tema 08

8. Transformaciones canénicas
8.1 Definicién de transformaciones candnicas y funcién generatriz
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Transformaciones canénicas y funcién generatriz

Motivacién
Consideremos un problema en el cual el Hamiltoniano es una cte. de
movimiento y donde todas las coordenadas ¢; son ciclicas:

= p; = q; = cte,,
por tanto, el Hamiltoniano se puede expresar como:
H=H(aj,a,...,0n).

En consecuencia, las ecuaciones canonicas de Hamilton vendran
dadas como,

pi=—5—-=0& ¢=-—=uw,
en donde:

wi:wi(al,ag,...,an):cte. = ¢ =wl+p V [B;=-cte,

lo cual representa la solucién del problema.
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Transformaciones canénicas y funcién generatriz
Transformaciones puntuales
El objetivo de transformar el sistema de coordenadas en que trabajamos
(en un problema en particular) es simplificar la expresién y solucién
del mismo,
Qi = Qilg,t),
lo anterior se conoce como una transformacion puntual en el espacio
de configuracioén.

En el formalismo Hamiltoniano, donde tenemos 2n ¢'s y p's indepen-
dientes, necesitamos:

Q’i :Q’L(Qapvt)7 B :P’L(Q7pat)7
siendo ahora la tranformacién definida en el espacio fase. Ademas, el

set (), P) deben ser variables candnicas, por tanto:

T aP/L 9 (2 aQZ bl
en donde K = K(Q, P, t) representa al Hamiltoniano transformadg
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Transformaciones canénicas y funcién generatriz

Transformaciones candnicas

Para que las (), P) sean consideradas variables candnicas, deben
cumplir con el principio modificado de Hamilton,

to
5 (PiQi ~K(Q,P, t)) dt =0,
t1

siendo que las coordenadas originales (¢,p) también cumplen con el
principio,
to
0 A (pigi — H(g,p,t))dt = 0.
1

Para que el principio de Hamilton modificado se cumpla en ambos
esquemas, los integrandos deben ser conectados mediante la relacién:

. . dF
pigi — H = P,Q; — K +Ea

conocida como transformacién canénica y F la funcién generatriz.!

!F dependiendo de una mezcla de las coordenadas de los espacios fase.
Omar De la Pefia-Seaman | IFUAP

Mecanica Clasica — M.C. Fisica



Transformaciones canénicas y funcién generatriz

Transformaciones candnicas
El papel de la funcién F' es de actuar como un link entre los sistemas

(¢,p) y (Q, P), por tanto, analizemos cuando:

F= Fl(QaQat)
Aplicando la transformacion candénica con esta funcién generatriz:
dF

Pz‘%—HZPiQi—KﬂLfdt,
. 0F; 8F1, 0F;
Qi K + 5+ 5ot + 55 O

S )

como las coordenadas ¢; y ; son independientes, entonces:

OF, oF, OF,
pi = y Po=—54 K=H+—-.
Pi= 5, 20; 1 5

2debido a la definicién de la funcién generatriz F' = Fi(q, Q, t).
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Transformaciones canénicas y funcién generatriz
Transformaciones candnicas
Se puede dar el caso en que p; no pueda ser expresada como p;(q. ), 1),
si no mas bien como p;(q, P,t), por tanto necesitamos una funcién
generatriz F' = F'(q, P, t),

F:FQ((],P,t)—QZB

Sustituyendo lo anterior en la transformacién canénica,

) . dF
piQi_H:Pz'Qz’_K""%a

=PFQi — K+ 72 — Qb — QiF;,

OF aF OF
=K+ 2+ 24+ -=F - Qb

ot Og; OP;
B O - OR o0y
0—(7’”3%)%*(@ 8P>P+(H K*W)
) ‘78F2 o 8F2 - ()FZ
= pl”iaqj’ Qz*aipia K = +W’
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Transformaciones canénicas y funcién generatriz

Tipos de transformaciones canénicas

En general, se cuentan con dos transformaciones adicionales,
F=F(p,Qt) & F=F(pPi),

que junto a las dos iniciales, forman el set de transformaciones candni-
cas basicas:

Transformaciones candnicas basicas

Funcion generatriz Derivativas
F="F(q,Q,1) p;=0F1/0q; P, =—0F /0Q;

F = Fy(q, P, t) — Qi P; pi = 0Fy/0q;  Q; = 0F»/0P;
F = F3(p, Q,t) + ¢ips ; = —0F3/0p; Py =—0F3/00Q;
F = Fy(p, P,t) + q¢ipi — Q:P;  qi = —0F4/0p; Qi = 0F4/0P;
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Transformaciones canénicas y funcién generatriz

Tipos de transformaciones canénicas
Finalmente, cabe mencionar que una funcién generatriz no tiene por
que ser una de las basicas anteriores para todos los grados de libertad
del sistema.

Por ejemplo,
F/(thQ,Pl,Qg,t),

en este caso se tiene que,
F = F'(q1,p2, P1,Qa2,t) — Q1 P1 + q2p2,

dando como resultado las siguientes relaciones para las ecuaciones de
transformacién o derivativas:

Lor _or
pl—&h, 178P1’

OF’ OF' OF’
q2 _87]92’ 2——%7 K=H+ v
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Transformaciones canénicas y funcién generatriz

Ejemplo: oscilador arménico

Consideremos el oscilador armoénico en una dimension,

2 2
p kq 1 2 2 9 k 2
H=—+— V — =w".
om T g S g W ) V=
Entonces, nos planteamos la posibilidad de encontrar una transforma-

cion candnica de la siguiente forma,

P
p= F(P)CosQ, q=L)sen,
mw
tal que el Hamiltoniano pueda ser expresado como:

f4(P)

2m

f2
K=H-= En)(Cos Q + Sen? Q) ,
con lo cual ) seria una coordenada ciclica en el nuevo sistema, obte-
niendo asi una expresién para el problema mucho mas sencilla de re-
solver.
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Transformaciones canénicas y funcién generatriz
Ejemplo: oscilador arménico
Proponiendo la siguiente funciéon generatriz para obtener tal transf.,

2
mw
P = T CtgQ,
donde las ecuaciones de transformacién vienen dadas como,
OF; OF; mwaq?
:—lzquCth, P= L. g

dq
resolviendo para ¢(P,Q) y p(P,Q),

T 0Q  2Sen?Q’

1/2
q= (2P> Sen@, p= (2me)1/2 Cos Q,
mw

.". se encuentra la expresién para f(P) de la propuesta original:
1/2
f(P) = (2Pmw)'/?,
lo cual nos arroja como Hamiltoniano,

K = H = f*(P)/2m = wP.

Omar De la Pefia-Seaman | IFUAP Mecanica Clasica — M.C. Fisica



Transformaciones canénicas y funcién generatriz
Ejemplo: oscilador arménico
Del Hamiltoniano H = wP en el sistema (P, Q) se observa:

e () es una coordenada ciclica,
e . P es una constante de movimiento: P = E/w.

Obteniendo las ecuaciones candnicas de movimiento,

- OH B 3
Q_a—P_w = @ =wt+a.

Con la ecuacién anterior se pueden hallar las soluciones para ¢ y p:

1/2 oF \1/2
q= <£) Sen (@ = < 2) Sen (wt + ),
mw

mw

p= (2me)1/2 CosQ = (2Em)"? Cos (wt + a),

g p?

1= .
2F /mw? T omE

3la segunda ecuacién es P = —9H/0Q = 0
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Transformaciones canénicas y funcién generatriz
Ejemplo: oscilador arménico
Graficando en ambos sistemas (¢,p) y (Q, P),

(2mE)V 2 (E/ma?)! /° P
/2
., (2mE)
e N
7 4 \\OJV
i 172
( mw7)

p=(2Em)"?Cos(wt+a) q= ( 22 )1/2 Sen (wt + «)

mw?

2
q p —
2E/mw? + 2mE 1

Q

P P

£ E

© 14
o

B | 7T 2z 1 ot 20t 7}
P=F/w Q=wt+a P =-Efe
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Transformaciones canénicas y funcién generatriz

Esquema de solucién

Solution of the canonical equations
of Hamiltonian H

(H;4(0), p(0)) (q(1), p(1))

/

Canonical forth

transformation Canonical back

of Hamiltonian M(0) M1 () transformation
and initial of the solution
conditions Solution of the canonical equations

of Hamiltonian H'

(K35 Q(0), P(0) (Q(1r), P(1))
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Contenido: Tema 08

8. Transformaciones candnicas

8.2 Enfoque simpléctico y transformaciones infinitesimales
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Enfoque simpléctico y transformaciones infinitesimales
Formulacién simpléctica o matricial
Otro método para describir las transformaciones candnicas es la for-
mulacién simpléctica o matricial.

Consideremos una transformacién canénica restringida,?

y calculando la derivada temporal de @); en las ecs. anteriores,
. 0Q;. 0Q;. 0Q;0H 0Q;0H
Qi = 4+ 5P = vl ot
8(]]' apj aq]' apj apj 8(]]‘
Por otro lado, si se invierten las transformaciones previamente descritas:
g =q;(Q,P), pj=p;j(Q,P),
.". se puede considerar H(q,p) = H(Q, P), por tanto, calculando:

OH _ 01 Op; | OH 0y
BH - 8pj 8Pz 8qj 8R '

4es decir, que no depende del tiempo.
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Enfoque simpléctico y transformaciones infinitesimales

Formulacién simpléctica o matricial
Comparando los resultados de ); y 0H /O P;, tenemos que si se cumplen

las relaciones siguientes:

(an) :<apj) 0Q; :_<aqj> N Q.:E)H‘
q.p ok Q’P, op; ap OFi/qr oF

8qj
es decir, la transformacidon sera canonica.
Realizando un procedimiento similar para P;(p, q),
5 op; . op; . oP,0H O0P,0H
Pi=—o—dj+—Pi= 55— 57
9q; Op; 9q; Op;  Op; g;
OH _ OH Op; , OH Oq;
0Q; 0Op;j 0Q;  dq; 0Q;’

. oH oP; Op; op; Jg;
= P=——+ & =— ( J > g it < ( J )
0Q; (3%)% Qi) o.p <8Pj>q7p Qi) q,p
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Enfoque simpléctico y transformaciones infinitesimales
Formulacién simpléctica o matricial
Para expresar lo anterior en forma matricial, recordemos que 17 contiene
los 2n elementos g;, p;, con las ecs. de Hamilton dadas como:
i OH 0 1
n=J— V J= ,
on -1 0
por lo que de manera similar se puede expresar un vector de 2n entradas
Qi, P; para una transformacion canonica,

¢=<¢(Mm).
Para ello se aplican las derivadas temporales y asi hallar las ecs. de
movimiento de @); y P,

. 0G
i =—"n; YV i,5=1,2,...,2n,
Gi o, J
expresando de forma matricial lo anterior,

. H Y
g:Mn:MJa— v Mijzai
on
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Enfoque simpléctico y transformaciones infinitesimales
Formulacién simpléctica o matricial
Continuando con el procedimiento, podemos considerar H(n) = H(()
gracias a la transformacion inversa, por tanto:
OH 0H 0¢; OH - 0H
= 7& = _— = Mi’
Oni - OC; O on a¢
relacionando el resultado anterior con el de ¢,

. 0H - OH
(=MJ— =MIM—.
on o¢
Por otro lado, la transformacién canénica dada por ¢ = ((n) mantiene
H como el nuevo Hamiltoniano, por tanto:

0H : OH
1=J— = =J—,
=I5, ¢=J3 c
lo cual comparado con el resultado anterior nos arroja:
MJIM = J,

tal que la transformacién ¢ = {(n) sea candnica.
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Enfoque simpléctico y transformaciones infinitesimales
Formulacién simpléctica: propiedades y ejemplo
Algunas de las propiedades de la condicion simpléctica para una trans-
formacién canédnica son,

MIM=J = MJI=JM! = JM=M1J°% = MJM =J,
en donde M es conocida como la matriz simpléctica.

Como ejemplo analicemos el caso de la funcién generatriz F' = F5(q1, P1)—
Q1P + Fi(q2, Q2), donde Fa(q1, P1) = 1 P1 y Fi(q2,Q2) = ¢2Q2,

. dF
pi(ji_H:PiQi—K‘i‘%a
oF OF oF oF . oF .
i —H + K+ PQ; = i+ 54+ 5P+ 5@
P = H+ K+ Q=50 + 5P+ 5 ¥ P, *aQiQ

p1g1 +p2ge — H = PiQ1 + PyQ2 — K — PLQ1 — Q1P +.

——Qa,

OF, OFy . OF, o0F
P1 + 2= 90,

°J? = —1.
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Enfoque simpléctico y transformaciones infinitesimales
Formulacién simpléctica: propiedades y ejemplo
Relacionando término a término tenemos,
prd1 +p2de — H =PiQ1 + P2Q2 — K — PiQ1 — Q1P + ...
OF: oF; OFs . oFy -

h . )
P,
+ a0 a1+ 902 g2 + op, ! + anQQ,
p1=0F»/0q1 = P, p2=0F1/0¢2 = Q2,
Py=—0F/0Q2 = —qq, Q1=0F»/0P, = q1,

en donde F5(q1, P1) = 1P y Fi(q2, Q2) = ¢2Q2.

Expresando lo obtenido anteriormente en términos de la formulacion
simpléctica tenemos,

Q1 Q1

_ @ Q2

"7 - pl 9 C Pl
D2 Py
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Enfoque simpléctico y transformaciones infinitesimales
Formulacién simpléctica: propiedades y ejemplo
Por tanto, la transformacién ¢ = M queda como:

Q1 1L 0 0 0] |q Q1
Qf _ |0 0 0 1f |G| _|pe
P 0 0 1 0| |pm Pl
Py 0 —1 0 0| |pe —{o

en donde se ha usado el res. de la transf. obtenida anteriormente.®
Ahora, obteniendo las ecs. de Hamilton para las variables transfor-
madas, ¢ = JOH /¢, independiente de la transformacién F',:

Q1 0 0 1 0][-~
Q| |0 0 0 1] |-P
Pl |-1 0 0 0|]|Q
P, 0 -1 0 0| ] Qs

donde —PF, = 0H/0¢; para {1y Goi y Qi = OH/A(; para (3 y (u.
®el par 1 sin cambios y en el 2 intercambiados con signo opuesto.
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Enfoque simpléctico y transformaciones infinitesimales
Transformaciones infinitesimales
Para el caso de transformaciones canénicas ¢ = ((7,1) se sigue man-
teniendo que MIJM = J,7 aunque el procedimiento anterior para de-
mostrarlo no.
Por ello, podemos considerar:

si 7 — ((t), entoncesnp — C((to) .. C(to) — (1),
es también una transformacién canénica, siendo tg una constante fija.

Por tanto, si podemos demostrar que ((ty) — ((¢) es una transf.
candnica, entonces llegaremos a que 7 — ((#) también lo es.

Para ello introducimos el concepto de transformacién canodnica in-
finitesimal, en donde solamente términos de primer érden de los in-
finitesimales son retenidos en el célculo:

Qi=¢qi+9q, Pi=pi+0op;, = (=n-+om.

"conocida como condicién simpléctica.
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Enfoque simpléctico y transformaciones infinitesimales

Transformaciones infinitesimales
En el formalismo de las funciones generatrices, una transformacién
candnica infinitesimal puede ser expresada como:

F2 ZQIPZ+€G(Q7P7t)7

obteniendo las funciones de transformacién para Fb,

OF;, oG oG
=2 P o Sy = Py = —ea
Dj dg 7T g Dj i Pj dq;
OF; oG oG
Q]—aipj—qj—i-ea—Pj = (5qJ—Q]—q]—ea—Pj.

En la ec. para dg; se tiene que es lineal en ¢, ademas de que Py p
difieren por un infinitesimal = a primer orden podemos hacer P; — p;,

5~—68—G .0 *e%

en donde G(q, p) es la funcion generatriz de la transformacién canénica

infinitesimal.
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Enfoque simpléctico y transformaciones infinitesimales

Transformaciones infinitesimales

Para demostrar que la transformacién infinitesimal { = 1 + dn es
candnica, calculemos el Jacobiano:

0

M = <

— > _ 14+ _q
on + on +6J8n6n

2
9(om) G =328
on

en donde la segunda derivada representa una matriz cuadrada simétrica,

0°G\  9G
onom ), . Omidn;’

Debido a J = —J, M viene dada como:

~ 0*G

M=1-¢ J

onon
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Enfoque simpléctico y transformaciones infinitesimales

Transformaciones infinitesimales

Calculando la condicién simpléctica,
~ 0°G 0°G
MIM=(1+e) J
< e a"7377> ( 577877 )

J
-1
( +€J8n8n)< 877377 )

0*G
nom J+J88J+O()

=J—-eJ—
MJM =J.

Por tanto, la condicién simpléctica se mantiene para cualquier trans-
formacién candnica, ya sea que involucre al tiempo o no.
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Contenido: Tema 08

8. Transformaciones candnicas

8.3 Corchetes de Poisson e invariantes candnicos
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Corchetes de Poisson e invariantes candnicos

Definicién y fundamentos
Consideremos a f = f(p,q,t) = su derivada total viene dada como:

i _of of . Of
dt ot * Oqy G+ Opx P
d 0 of oH O0f o0H 0
R A B T
dt ot Oqp Opr,  Opg Oqi ot
en donde se ha definido al corchete de Poisson de f y H como:

_0f0H _0f 90H

Para el caso de que f sea una cte. de movimiento,® se tiene:

3f
+[f, H] =
y si ademas la cte. de movimiento cumple con que f # f(t) =
[f,H] = 0.
8df /dt = 0.
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Corchetes de Poisson y de Lagrange e invariantes canénicos
Propiedades

En general, para cualquiera dos cantidades f vy g, el corchete de Pois-
son se define como:

: af 0Og af 0Og
[fig]l = 5 A o Ao -
Oq Opr. Opk, Oqx:
Algunas propiedades de los corchetes de Poisson son las siguientes,

[f.9]=—1l9. f],

[f,c] =0 V c=cte.
[f1 + f2,9] = [f1,9] + [f2, 9],
[f1f2, gl = filfe, 9]+ f21f1, 9],

[f,] [g{ ]+{f,g‘g].

Sifog corresponde a pr O g, entonces,

of

0
[fv(Jk] :_87%’ [fvpk] f

g
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Corchetes de Poisson y de Lagrange e invariantes canénicos
Propiedades
De la propiedad anterior se sigue que,
Adicionalmente, si consideramos que f sea una variable canénica y
g = H, entonces:
lak, H] = G,  [pr, H] = P,

lo cual representa a las ecuaciones candnicas de Hamilton en el
formalismo de corchetes de Poisson.

Otra propiedad importante es el teorema de Poisson,

d d
[f,g] =cte. & 4 =) .. fy g son ctes. de movimiento,
dt  dt
as¢omo también la identidad de Jacobi,

[f7 [gahH + [ga [h7 f]] + [h? [fv.g]] <0
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Corchetes de Poisson y de Lagrange e invariantes canénicos

Invariantes candnicos
Del comportamiento del corchete de Poisson para las variables canéni-

cas {¢;,p;} se habia observado que,
[9i,q51 =0, [pi;p;j] =0, [gi,pj] = dij,

ahora analicemos el comportamiento de los corchetes cuando se aplican
a un nuevo set de coordenadas canédnicas {Q;, P; }:

. 0Q:0Q;  0Q; 0Q;
1@ Qs = Oqr Opr. Opr Oqr’
_@%%Jra%%: 0Q; _0

- OP, 0p, ~ OP, 0q,  OP;

en donde se han usado las derivativas:

OF: OF: 0Q; Op
BlapFpt) = Qi=gp & m=%," = 5 =op

OF. OF. 0Qi dq
F4(pjvpj7t)_> Ql:aipj & qi:_apj = Opp :_8};2“
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Corchetes de Poisson y de Lagrange e invariantes canénicos
Invariantes candnicos
Analizando ahora el siguiente corchete:

OP; 0P; 0P, 0P;
P, P;] = tZ73 7@73’
i, Fy) Oqr. Opr Opk, Oqi
apk 6Pj aqk an . (‘3PJ

= — - - = O’

Qi Opr Qi Iqy, Qi

lo cual se obtiene aplicando las derivativas siguientes:
OF, o0F; OP; Opy,
Fi(g;,Qj,t) = Pi=— i = B - aQr
1(g5,Qj,t) — 90, & p dq; = oq 0Q;
OF; OF3 oP;  Oqgy
0.t P=— i = - '
F(pj, Qj,t) — Y= T o 00

Qi
Finalmente, para el siguiente corchete:

[Q P] _ an 3Pj _ 8@1 (913] _ 8pk% - 6qk£9ﬁ _ 8Pj
U Oq Opr Opr Oqx - OP; Opr 0P Oqr 0P
con lo cual se demuestra que las mismas relaciones se cumplen para
{Qi, P;}, .. los chorchetes se mantienen ante una transf. candnica.

i 61])
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Corchetes de Poisson y de Lagrange e invariantes canénicos
Invariantes canénicos
Analizando ahora el comportamiento del corchete de Poisson de dos
funciones arbitrarias f(q;,p;,t) y g9(q;,pj,t), bajo dos diferentes sets
{q,pi} y{Qi, P;} relacionadas mediante una transformacién canénica:

f(g5,p5) = [ 1Qk(a5,p5), Pr(gspi)]
9(q5:p5) = 9[Qr(a5,p5), Pr(gs, i)l

por tanto, calculando el corchete:

_(af 0Q: , 0f 33> 09 0Q; 09 01 .
0Q; Oqi.  OF; 0qi,) \ 0Qj Opr, ~ OP; Opy,

”_<8f 0Q;  0f ap,-) ( 99 0Q; . 0g apj>

9Q; dpr, P, dpy,

0Q; 0q, ~ OP; Oqy,
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Corchetes de Poisson y de Lagrange e invariantes canénicos

Invariantes canénicos

Del resultado anterior, realizando los productos y agrupando los térmi-
nos que representan los corchetes de las coord. transformadas:

af o of o0
[f? g]q7p 851 an] [Ql?Q]] a; ag [P’L;P]
of dg of dg
-+ an 8P [Q17 ]] aP an [Q]7 ]a

9Q; OP; OP; 0Q; "~ 0Q; 0P, 0P 0Q;’
[f? g:lq7p = [f? g]Q’P 9

es decir, el corchete de Poisson se determina de manera univoca por
las funciones f y g, independiente del sistema coordenado, siempre
y cuando la transf. de {¢;,p;} a {Qi, P;} sea canonica.

:<8f89_8f aq) o Of 99 Of dg

gdonde: [Q”QJ} = [R,P]] =0 Yy [Qi,Pj] = 51]
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Corchetes de Poisson y de Lagrange e invariantes canénicos
Corchetes de Lagrange

Otro invariante candnico es el llamado corchete de Lagrange, definido
como,

~90f o9 Of g’

en donde si f y g corresponden a dos miembros del set (¢,p) =

oqy, 0 opy, 0
{f,0},, = qx Opk Dk 0qk

{¢j,ax},, =0, {pj.pr},, =0, {4,pe},, = djk-

IMP: Muchas de las propiedades de los corchetes de Poisson se cumplen
también en los corchetes de Lagrange, excepto la identidad de Ja-
cobi.10

*°[f, 19, hl] + [g, [, fI] + [h, [£, ] = 0
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Contenido: Tema 08

8. Transformaciones candnicas

8.4 Teoremas de Liouville y Noether
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Teoremas de Liouville y Noether

Fundamentos: espacio fase
En el formalismo Hamiltoniano el estado del movimiento de un sistema
mecanico con 1 grados de libertad esta caracterizado por:
e 1, coordenadas generalizadas ¢, qo, . . ., qn
e 1 momentos conjugados pi, po, ..., Pn,
en donde las 2n coordenadas y momentos son independientes y rep-
resentan las coordenadas candnicas del sistema.
Las coordenadas y momentos forman espacios particulares,
® (q;,p;): espacio 2n-dimensional cartesiano llamado espacio fase.
e (¢;: subespacio n-dimensional llamado espacio de configuracion.

e p,;: subespacio n-dimensional llamado espacio de momentos.

Para el caso del espacio fase, el curso del movimiento de un punto
(qi,pi) es conocido como la trayectoria de fase dada por la repre-
sentacion paramétrica ¢y (1), py(t).
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Teoremas de Liouville y Noether

Espacio fase del péndulo planar

Consideremos al péndulo planar Construyendo el Hamiltoniano,

--------------- >y H=T+V,
= mi%¢? /2 — mglCos ¢,
= 1030/2ml2 —mglCosp = E.

Por tanto, la trayectoria de fase
Py = pgo(‘P) es:

X

Si tomamos a ¢ como la coorde- Py = j:\/QmP(E—i—mglCos ®),
nada generalizada,

Po

= L =mi*p?/2 + mglCos ¢,

pp = OL/8¢p = mi*p. ﬁ /_[ =
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Teoremas de Liouville y Noether

Espacio fase del péndulo planar

|
|

OO
NNE

N

>>Q
:

T

Al ser E un parametro en la trayectoria de fase tendremos dos casos:

0= j:\/QmZQ(E + mglCos ¢),

e ' < mgl: las trayectorias son curvas cerradas (tipo elipse) = el
péndulo oscila .. el movimiento es de vibracion.

e F > mgl: las trayectorias son curvas abiertas = el péndulo con-
tinda su movimiento .". el movimiento es de rotacion.
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Teoremas de Liouville y Noether

Teorema de Liouville
Consideremos un gran nimero N de puntos independientes, idénticos
entre si, = son descritos por el mismo H, .'. si todos los puntos a
un tiempo t; son distribuidos en una regién (| del espacio fase 2n-
dimensional con volumen:

AV = Aq1Aga ... Aqn - Ap1Aps ... Apy,

entonces podemos definir la densidad como p = AN/AV y donde con
el curso del movimiento G; — (5 de acuerdo a las ecs. de Hamilton,

PA P

Ly

) q t>t,
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Teoremas de Liouville y Noether

Teorema de Liouville

PA PA

t q t>t, q

Teorema de Liouville

El volumen de una region arbitraria del espacio fase se
los puntos de la frontera se mueven de acuerdo a las

La densidad de puntos en el espacio fase en la vecindad de un punto
que se mueve con el fluido es

41
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Teoremas de Liouville y Noether

Teorema de Liouville

El segundo enunciado del teorema de Liouville establece una ecuacién
de continuidad,

5 Pt
o |
0= V(pt) + 5 D c
0 0 dp
8/) 30 gy, A B
=9t "0 Pag. T [
ap apk: q'
“F k
- Opp. it p 8p
Por otro lado, de las ecuaciones de Hamilton tenemos:
Oi _ M op_ oH
Oqr,  OprOqy Opi; dqi0py’
Oqr, ~ Opy
= 0==—+ =
0qr.  Opx
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Teoremas de Liouville y Noether

Teorema de Liouville

Sustituyendo en la ecuacién de continuidad, tenemos

ap 8p g Op . Opk

8t+8 K+ p 8q +8p Dk +p 8p =0,
dp  Op 0 B
EJF(T k+67pk_0a

Op  Op OH  Op OH

L P,
ot Oqi Opr,  Opi Oqi;
dp
s H —
5t +[p, H] =0,
dp
a=Y

por tanto,

p = cte.

lo que demuestra el teorema de Liouville.

Omar De la Pefia-Seaman | IFUAP Mecanica Clasica — M.C. Fisica



Teoremas de Liouville y Noether

Teorema de Noether y transformaciones puntuales
La conexién entre invariancia y conservacion en sistemas coordenados
puede ocurrir en casos en donde no existan coordenadas ciclicas o
ignorables.

Teorema de Noether
Si el Lagrangiano es ante una familia de transformaciones,

entonces su sistema dindmico posee una , la
cual puede ser hallada conociendo el Lagrangiano y la transformacion.

Las transformaciones que se mencionan son del tipo puntuales,
Ve = 1/}04((]0“6) v ¢a|€:0 = qa,
en donde € representa a la familia de transformaciones.

Para demostrar el teorema, asumimos que L es invariante ante la
familia € de transformaciones,

L(g,d,t) = L (¥(a,6), (g, €):t) -
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Teoremas de Liouville y Noether

Teorema de Noether
Calculando la derivada respecto e,

OL.  OL 9o | OL Ot
O Oy O i), Oc’

y evaluando cuando ¢ — 0:

O _[0Lov) L [OL 9
¢ |y L0%a Oe Joog [0 O |
oL oL _.
0L = %5%)4 + 87%5(]0“
| I N . _ 9%
donde: 1/104|6:0—qa7 ¢a‘E:O—Qa7 0Ga = e |y’ 0Go = De EZO:

ahora, recordando,

d<3L5 )_(ifm)(g 4 9L .
di \Bg, 1) = \dt gy ) %7 By, %
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Teoremas de Liouville y Noether

Teorema de Noether

Sustituyendo en 0L,

oL oL
L =——0q0 + 7 90Ga,
) 8qa5q + 8q,q5q

oL d OL d [ OL
L=(———+— o -\ 53 9%« |,
0 (8% dtaqa>5q+dt<aq'a5q)

d [ OL
O0L=— (=93¢, .

dt <8q‘a q)

en donde el primer término se anula ya que se trata de las ecuaciones
de Euler-Lagrange.

Invocando ahora la invariancia de L, se tiene:

d (0L oL
L=0 = —|(=——0 =0 .. I'=_—-—dqa.
dt (aq'a qﬂ“) o
Lo anterior representa una constante de movimiento, demostrando

el teorema de Noether: a cada simetria de q descubierta en L corres-
ponde una constante de movimiento.

Omar De la Pefia-Seaman | IFUAP

Mecanica Clasica — M.C. Fisica



Teoremas de Liouville y Noether

Teorema de Noether: generalizacién
El teorema de Noether se puede generalizar, en el sentido de que L no
tiene por que ser estrictameente invariante ante una transformacién, si
no que puede cambiar como:

Le =L+ ®(q,t,e).

Ahora, como sabemos que una transformacion de norma,
d

deja las ecuaciones de movimiento y de Lagrange invariantes, el teo-
rema de Noether especifica que tal transformacién dard una constante
de movimiento.

En ese caso:
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Teoremas de Liouville y Noether

Teorema de Noether: generalizacién
Combinando el resultado anterior con la variacién del Lagrangiano,
L d JL d
i (8_8,)5 (24,).
0qn  dt 04, dt 04
d 8L

8L
= Z5q, — 0%,
/ dt(aqadq 5)

por tanto, se llega a que la expresion:

oL
= O(Ia —0d
Jqa
es una constante de movimiento.

Debido a lo anterior, el teorema de Noether establece que una cte. de
movimiento se asocia con toda invariancia de norma del Lagrangiano
bajo una familia de transformaciones dada.
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