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Funciéon Principal de Hamilton

Ecuaciéon de Hamilton-Jacobi

Recordemos que el objetivo de una transformacién candnica es simpli-
ficar el problema de tal manera que encontremos coordenadas ciclicas
en el sistema de coordenadas transformado.

Ahora, si fuera posible encontrar una transformacion tal que:

(g;p)ent — (qo.po) ent =0, V go,po = ctes.
= ¢=q(q,p0,t) & p=p(qo,p0,1),
por tanto, la misma transformacion representa la solucién del problema.

El nuevo set (), ) que cumple con lo anterior, cumple de igual manera
con las ecuaciones de Hamilton para el nuevo Hamiltoniano i ((), P, t):

oK . 8K

lo cual da como solucién K = cte, exigiendo que sea K = 0.
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Funciéon Principal de Hamilton
Ecuacién de Hamilton-Jacobi

Recordando la relacién entre Hamiltonianos en una transf. candnica,

oF OF
K_H—FE = H(g,p,t)+ En =0.

Por tanto, se debe encontrar la funcion generatriz de esta transfor-
macién, la cual es del tipo F5(q, P,1),! en donde se debe cumplir:

._8F2 Q_%
p’L_ 8q27 1_8Pi’

reescribiendo la ecuacion de transformacion para Fb,

0Fy OF: OF: OF:
2, =2 2:t>+ 2Z0;

H(ql,qQ,---,qn; ..... -

Oq1 " Ogqa°
lo cual se conoce como la ecuacion de Hamilton-Jacobi y representa

una ec. diferencial parcial en F, de (n + 1) variables q1,q2, ..., qn;t.

lde entre las cuatro posibles, Jacobi seleccioné Fs para su desarrollo.
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Funciéon Principal de Hamilton

Definicién de la funcién principal de Hamilton
A la funcién Fy de la ecuacién anterior se le conoce como funcion
principal de Hamilton,

F2 ES:S(q17q27"'7qn;a17a27”'7an+1;t)'

Al aparecer S como derivada en la ecuaciéon de Hamilton-Jacobi, se
tiene que si S = S’ es una solucién entonces S = 5" + Sy V Sy = cte.
también lo es,

S(QlaQ27 ey Qni O, 00, L, Ol t)
Ahora, de la def. de F, = F5(q, P,t) y las derivativas relacionadas:

0Fy,  0S(q,a,t) 0F, 0S(q,a,t)

b o VTOR . om "

invirtiendo las ecuaciones de p; y ¢;:

Pi=a;, pi=

G = 0B, pi = pilesB.0),

obteniendo la sol. completa de las ecs. de movimiento de Hamilton.
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Funciéon Principal de Hamilton

Interpretacién fisica de la funcién principal de Hamilton
Calculando la derivada total de S(q, «, t),

as _os . 0
dt oGl o
pero recordando,

88 88

por lo que relacionando ecuaciones,

s

dt =pigi—H=1L,

por tanto, ‘
o= /Ldt + cte.

S es la accidn evaluada a lo largo de una trayectoria dindmica.
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Funcién principal de Hamilton
Ejemplo: oscilador arménico
El Hamiltoniano para un oscilador arménico es,

1 k
sz—(p2+m2w2q2> v wQ:—,
m m

en donde la funcién principal de Hamilton viene expresada como:
oS
S=85(q,P,t) ¥V p=—.
(6. P1) ¥ p=7

Construyendo de lo anterior la ecuacion de Hamilton-Jacobi,

H<qaaS7t)+as_O’

dq ot
L6 8
2m \ dq 7 4 o

Ahora, proponiendo una solucién para .S, mediante separacién de vari-
ables entre q y t:

S = 51(t) + Sa(g)-
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Funcién principal de Hamilton

Ejemplo: oscilador arménico (cnt.)

Por tanto, sustituyendo en la ec. de Hamilton-Jacobi se tiene:

L (05! st 05
dq 2 ot ’
1 85’2(6_[))2 mw? 5 . B

o () S0 =

De lo anterior se llega a:

q° = «a, Y a = cte. de separacion.

—51(t) =

1 (dSQ( )) +m;u2 9

dq

2m

Resolviendo para Si(t),
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Funcién principal de Hamilton
Ejemplo: oscilador arménico (cnt.)
Resolviendo para S3(q),

1 [9S5(q)\> 2 95: 24
L 5§Q)) + B¢ = o S2 = \ama—mig

por tanto, S viene dada como:

S(q,a,t) = /dq\/Qma — m2w?q? — at.

Recordando de la transformacién canédnica debido a S(q, «, t):

oS oS
aiqi’ Qi = @

Po=o;, pi= = B,

entonces, para () se obtiene:

1/2

B = Q— —f/dq (20 —mutg?) " — 1.
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Funcién principal de Hamilton

Ejemplo: oscilador arménico (cnt.)

Integrando la ec. anterior,

Para obtener el momento conjugado:

95 _ 9S:(a)

- dqg  Oq
p(t)=v2maCosw(f +t).

— \/2moz — m2w?2q?,
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Funcién principal de Hamilton

Ejemplo: oscilador arménico (cnt.)
Finalmente, hallando el significado de las constantes v y 3, se usan las
ecuaciones para ¢(t) y p(t),

\/ Senw B+t = ¢21) = Sen2w(6+t),

p( ) = maCosw(B +t) = pt) = (2ma)Cos2w(6 +1),

y relacionando los resultados anteriores:
2 2
mw p
2
= —q +
2« 2ma

=1,
1 2 2 2
(mw q —i—p)zazE,
2m
por tanto, « es la energia conservada del sistema F.

Para (3 reconocemos de la ec. ¢(t) que representa al tiempo inicial ¢y,

_5 = to,
= la energia y el tiempo son variables candnicas conjugadas.
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9. Teoria de Hamilton-Jacobi

9.2 Funcién caracteristica de Hamilton
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Funcién caracteristica de Hamilton

Hamiltonianos independientes del tiempo
Cuando el Hamiltoniano no depende del tiempo, la funcién principal
de Hamilton se puede expresar inmediatamente como:

S(q, o, t) = W(q,a) — aqt
en donde W (q, «) representa la funcion caracteristica de Hamilton.

Con lo cual la ec. de Hamilton-Jacobi queda como sigue:

o’ ) ot

oW
H (g, 2> )=au,
<q ’ 0%) =

en donde H tendrd un valor constante igual a «;.
Recordando la transf. del Hamiltoniano con funcién generatriz W(q, ),

ow
K:H—FW = K:H:O[l,

indicando que W (¢, «v) arroja una transformacién canénica en la cual
todas las coordenadas seran ciclicas.
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Funcién caracteristica de Hamilton

Hamiltonianos independientes del tiempo
Respecto a la funcién caracteristica, tendremos ahora las siguientes

relaciones,

0S(q, o, t) . OW:(q,a)’ 0; :8S(q,a,t) . oW (q,oz)‘

8qi dqi 80@' 0()4,',
Ahora, por otro lado, para conocer el significado fisico de W(q, «),
calculemos su derivada total,

P = o, pi=

dW(q,a) OW .
dt B 0q; %

dW (g, @) .

T = Pi4i,

integrando la ecuacién anterior,
W:/pz'didt = W= /pid(]ia

lo cual representa la accién abreviada del principio de minima accién

de Hamilton.
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Separacion de variables en la ecuacién de Hamilton-Jacobi

Fundamentos
Se dice que la coordenada g; es separable en la ec. de Hamilton-Jacobi
cuando la funcién principal de Hamilton se puede separar en dos partes
aditivas, una dependiente de ¢; y la otra independiente de ella.

Si ¢ es una coordenada separable, entonces:
S(q1,92, -, ns a1, a2, .. anst) = Si(qisan, 00, .. o t) + .
e+ 82, Qa0 ),

siendo que la ec. de Hamilton-Jacobi también se puede separar en dos
ecuaciones, una para S y otra para 5.

Cuando en la ec. de Hamilton-Jacobi todas las coordenadas son sepa-
rables, se habla de un sistema completamente separable, entonces:

S = Z Si(qi, 1,0, ... ap;t),
i

85, aS,
o H (g =t -=0V H= H;.
H(wigt) + 5 >
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Separacion de variables en la ecuacién de Hamilton-Jacobi

Fundamentos
Para el caso de que H # H(t), entonces para cada S; se tiene:
Si<q,j; N1, X2, . ..,0p; f) — I/VL‘((]L‘; 1,09, ... ,(Y,L) - ()zif,

entonces el Hamiltoniano queda expresado como,
oW

Hi; (qi;aq_)('\/i v Zai:')’ & ZH’i:H7
g i i

en donde «; se les conoce como las constantes de separacion.

Considerando el caso cuando una coord. es ciclica en el sistema, por
ejemplo ¢ = p; = € = cte, por tanto la ec. de Hamilton-Jacobi es:

I ( ow 8W) a
gee ey € ey = 5
q2 qn; 8(]2 8(]” 1
con lo cual, aplicando la separacién de variables para ¢, se tiene:

W = Wl(qlaa) + W/(q27' g -,q'n,;a)7

de donde se observa que la ecuaciéon de Hamilton-Jacobi anterior in-
volucrara solamente a WW’.
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Separacion de variables en la ecuacién de Hamilton-Jacobi

Fundamentos
Por tanto, la solucién para Wy vendra dada como,

oWy
=€ = —
D1 8q1 3
indicando que ¢ es una constante de separacion, y cuya solucién para
W1 viene dada como:
Wi=eqn = W:W'—i—eql.

Generalizando, si tenemos s coordenadas no-ciclicas de las n totales,

entonces el Hamiltoniano serd H(qi,....qsiD1, - Dsy Qsilse -y Q)
con:
S n
W(qr,- - @mian, .. an) = > Wilgson,...an) + Y g,
i=1 i=1+s

quedando s ecuaciones de Hamilton-Jacobi por ser resueltas:

oW; P
H; (fh‘,aqi) =aqa; V ;Oﬁ:’}’
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Variables angulares y de accion
Sistemas de un grado de libertad

Consideremos sistemas que sean:

¢ Independientes del tiempo: H(q,p) = a; = cte. =
p = p(g, ar).

e Periddicos: libracién y rotacién.

Libracién e Orbita cerrada en el espacio

fase.

e p.q son funciones periodicas
con la misma frecuencia.

e La posicion inicial ¢y se en-
cuentra entre dos ceros de la
energia cinética.

e Ejemplo: oscilador arménico
unidimensional.
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Variables angulares y de accion
Sistemas de un grado de libertad

Rotacién e Orbita abierta en el espacio
| fase.

f e p es una funcién periddica de
¢ con cierto periodo qq.

® ¢ no estd acotado y se puede
incrementar indefinidamente en
el tiempo.

e Ejemplo:  un cuerpo rigido

4 rotando alrededor de un eje con

7 q como el angulo de rotacién,

= q— q-+2m,

lo cual no producird cambios en el sistema, aunque ¢ se incremente
indefinidamente.
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Variables angulares y de accion

Sistemas de un grado de libertad

Para un sistema en cualquier movimiento periédico, introducimos una
nueva cantidad conocida como variable de accion,

J = y{ pdg,
en donde se integra sobre el periodo completo del movimiento.?
Ahora, como p = p(q, ), entonces:
J=J) = H=HJ)V H=on3

Definiendo en este caso la funcién principal, en el esquema de Hamilton-
Jacobi:
S(g,a1,t) =W —ayt ¥V W =W(q,J).

2ya sea de libracién o rotacién.
3independiente del tiempo: H # H(t).
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Variables angulares y de accion

Sistemas de un grado de libertad
Obteniendo ahora la coordenada generalizada conjugada de .J mediante
las ecuaciones de transformacién:#
()U

w

a la cual le podemos aplicar Ias ecuaciones canénicas de Hamilton en
este sistema (w, J):
OH(J)
w = =v(J) V v(J)=cte.
o =) Y u(J)
= w=vt+p,

por tanto, w es una funcién lineal en el tiempo.

Para conocer el significado fisico de w, consideremos el cambio que
experimenta en un ciclo completo, ya sea de libracién o rotacion:

“Q; = 05/0a.
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Variables angulares y de accion

Sistemas de un grado de libertad
Considerando la expresidon anterior y la def. de w en términos de la
funcién caracteristica W':

ow oW ow
Aw = ¢ —dg = dg ¥V w=—
TV 0™ T P o™ T YT e
debido a que J es independiente de g entonces puede salir de |a integral,
d (oW d
Aw=— ¢ —dg=— dg® = 1.
TS g M T ar 7{ ped

Ahora, por otro lado:

w=vt+ = Aw=vAt V At= 7 = periodo.
Relacionando los resultados anteriores,
l=vr = v=1/1,

por tanto, v es la frecuencia asociada con el movimiento periddico de
p y/o g, con lo que w representa entonces una variable de angulo.
5]77', = 85/8%
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Variables angulares y de accion
Sistemas completamente separables
Para sistemas completamente separables y conservativos se tiene:

S(q;ast) = ZW (gi;a1y ..., apn) —t ¥ Zaizfy,
i

siendo,
a8 8Wi(qi;a1,...,an)

a% 0q; ’

pi =
de donde se obtiene:
pi = pi(qis a1, ..., o),

lo cual representa la ecuacion de la érbita de la proyeccion del sistema
puntual en el plano (g;, p;) del espacio fase.

Se podran definir variables de angulo y accion para el sistema cuando
todos los pares conjugados (¢;, p;) describen 6rbitas cerradas (libracién)
o funciones periddicas en ¢ (rotacién):

Ji:%pidqi, N i:1,...,n
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Variables angulares y de accion

Sistemas completamente separables y coordenadas ciclicas
Adicionalmente, si se tiene el caso de que una coordenada g; sea ciclica,
entonces se tiene que p; = cte, lo cual implica:

e La érbita en el plano (¢;,p;) se b
reduce a una recta horizontal.

e Este caso representa el limite de
periodicidad tipo rotatorio.

e Debido a que tiene un periodo
indeterminado, se le puede asig-
nar uno arbitrario a g;: 7, = 2.

i
Por tanto, calculando J; para este par (¢;,p;), se obtiene:

Ji = }[p dq; = 2mp;,

teniendo idéntico comportamiento todas las variables ciclicas.
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Variables angulares y de accion
Sistemas completamente separables y coordenadas ciclicas
Regresando a la expresion general para las variables de accion J;,

8W/Z i3 A1y .05 Op
Ji = ]{pidqz' :7{ (g 6; )d%'a

de donde se puede obtener:
Ji = Ji(al, ag, ... ,Oén) = ;= ai(Jl, JQ, ey Jn),

por tanto, la funcion caracteristica puede expresarse en las nuevas
variables de accidn:

W = W(qlaQQ7' . 'aQn;JhJQ?' . aJn) = ZWJ(QﬁJbJQ’N]n)a
J

en donde el Hamiltoniano estard expresado también en términos de las
Ji's,
H=y=H(1,J2,...,Jn) ¥ 7= o
i
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Variables angulares y de accion

Sistemas completamente separables y coordenadas ciclicas
Tal como el caso de solo una variable, es posible asignarle a cada .J; su
variable de angulo conjugada,

_ W~ OWi(gi s )
9 _Z 0J;

w; ) vwi:wi(qlv'”a%’l;le'”aJn)a
J
las cuales cumplen con las ecuaciones canédnicas de Hamilton:
e — OH (J1,J2y ..., Jn)
; =
0J;

y pueden ser integradas, debido a que las 1;'s son constantes,

= Vi(Jl, JQ, ceey Jn),

w; = vit + G;.

Analizando ahora el cambio de w; en un periodo de la coordenada gy,
mientras las otras se mantienen fijas:
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Variables angulares y de accion

Sistemas completamente separables

Desarrollando la expresién anterior
ow; 0*W ow
Apw; = dgp= ¢ ———dk V w; = —,
KO P g " T ageo; Y
como J; es independiente de g, entonces puede salir de la integral
0Jy
Oki-

A 0 8Wd ]{ B
R= 57 P 00 T o prdgr = g

Ahora, por otro lado, recordando:

= Aw,=viT; V 7, =AL

w; = vt + G;
Relacionando los resultados anteriores
1
Vi = —,
Ti

lo cual representa la frecuencia del movimiento correspondiente ¢;
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