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Contenido: Tema 10

10. Teoria candnica de perturbaciones
10.1 Transformaciones candnicas y teoria de perturbaciones
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Transformaciones candnicas y teoria de perturbaciones

Fundamentos

Supongamos que tenemos el Hamiltoniano,

H(q,p,t,€) = Ho(q,p,t) + €H1(q, p, )
en donde:
e [1j: es el Hamiltoniano del sistema no-perturbado.

e Hy: esla perturbacion al Hamiltoniano, siendo la diferencia H — Hy
muy pequefia, controlada por el pardmetro e.

Entonces, se puede considerar que existe una transformacién candnica
dependiente de ¢ tal que:

(Q7p7t)6 — (Q?P)t)Ga v H(q,p,t)E%K(Q,P,t)e
en donde K (Q, P,t) sea mas sencillo de resolver que H(q,p,t).
En este enfoque se tendra:

e ¢ = (: la transformacién canédnica es la identidad.

e ¢ # 0: una transformacién canédnica que nos lleva a K(Q, P, ).
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Transformaciones candnicas y teoria de perturbaciones

Transformacién canénica via S(q, P, t)
Consideremos una transformacién canédnica tipo S(q, P, t;:¢) en donde
€ es fijo y muy pequeio, entonces:

dS5(q, P,t
K(Q,P,t)—H(q,p,t)—l-(qat),l
en donde ¢ = ¢(Q, P,t), p = p(Q, P, t).

Ahora, expandiendo ¢, p, K, y S en potencias de €:

K=Ky+eKi+€eKy+...
pi =P +epi;+ €+ ...
G = Qi+ eqi +€qi+ ..
S:quz-—i—eSlJreQSg—i—...
en donde S(q, P,t) = q;P; representa la funcién generatriz relativa a

la transformacion identidad.
en donde se ha escrito S(q, P,t;¢) = S(q, P,t) por simplicidad.
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Transformaciones candnicas y teoria de perturbaciones
Transformacién canénica via S(q, P, t)
Pero de la transformacién candnica se sabe:

oS oS
;= — & i = 0
Pi= 50 Qi op,
entonces, sustituyendo S por su expansion en p;,
oS 0 9
pz—%—£<quz+651+€ SQ+),
051 9055
=P, +e€ + € +...,
" By 9qi
pero,

pi=Pi+epri+epit...,

comparando término a término las Gltimas dos ecuaciones se tiene:

o aSy
Pki = 8(17' .
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Transformaciones candnicas y teoria de perturbaciones
Transformacién canénica via S(q, P, t)
Realizando el mismo analisis con @);,

oS 0
Q=35 =3p (a:P+eS1+ S+,
951 4,08
_q2+€6PZ-+€ 3P¢+”"
pero,

G =Qi+eqitElqit. ..,

sustituyendo la ecuacién anterior en Q);:

051 oS
Qi:Qi"‘e((hz 8P>+6 <Q2z 8P2>+ o
para que la ecuacién anterior se mantenga, se debe cumplir:

o 7(9514
ki = OPL .

Omar De la Pefia-Seaman | IFUAP Mecanica Clasica — M.C. Fisica



Transformaciones candnicas y teoria de perturbaciones
Teoria perturbativa
Expandiendo ahora al Hamiltoniano (¢, p,t) a primer orden,

H(Qapa t) = HO((va t) + EHl(q7p7 t)v
para ello se aplica Taylor en Hy respecto (Q, P),?

0Hy 0Hy
Ho(p,q,t) = Ho(Q, P;t) + (¢ — Qi) 2% | (i — B) i
donde, ¢;=Q;+eq;, pi=2F + €P1is
0Hy
= Ho(p,q,t) = Ho(Q, P,t) +€(I1Z8Q +epLisn oD,
pero:  qr; = _95% & pri= %,
’ OP; T 0g

B 051 0Hy 051 0H,
= Holp,g:t) = Ho(@, Bt) +¢|—55 Q; ' 9Q; OP,;

Ho(p,q,t) = Ho(Q, P,t) + €[S1, Ho].

2f(-1’7 y) = f(wo,y0) + (¥ — 20)0f /0%|wg,y0 + (¥ — Y0)If /OYlag,yo + O(2)
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Transformaciones candnicas y teoria de perturbaciones
Teoria perturbativa
Para Hi(q,p,t) se realiza un desarrollo similar,

Hl(qapat) = HI(Q7 P? t)-'-O(E), = €H1(q,p,t) = 6H1(Q7P7 t)+0(62)
Por tanto, sustituyendo en H(q,p,t),
H(Q7p7 t) = HO(Q)I)? t) + 6H1(q7p7 t)7
H(q,p,t) = Hy(Q, P,t) + € (H1(Q, P, t) + [S1, Hy)) -
Ahora, recordando la transformacién candnica para el Hamiltoniano,
oS
K(Q5P7t> = H(q7p7t) + 57
entonces se sustituye la expresién para H(q,p,t),
08
ot’

= Ho(Q. P+ (Hi(@ Pot) + (51, Hol + 5o )

K(Q,P, t) = H()(Q,P, t) + E(Hl(Q,P, t) + [Sl,H()])

donde: S =¢q;P,+€eS; — 0S/0t=edS;/0t.

®/35
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Transformaciones candnicas y teoria de perturbaciones

Teoia perturbativa

Recordando finalmente la expresion de K(Q, P,t) en potencias de ¢,
K(Q,P,t) =Ko+ €Ki + &Ko + ...,

y comparando con el resultado anterior,

K(Q,P,t) = Hy(Q, P,t)+e¢ (Hl(Q, P, t) + [S1, Hol + 8;2) +0(€?),

se llega al siguiente resultado:

K(:)(Qﬂp',‘t) = HO(Q=P7 f)7
oS
K1(Q, P, t) = Hy + [S1, Hol + 07;,

La ecuaciéon anterior muestra como se obtiene K7 en funcién de S,
sin embargo en problemas de dindmica ambas cantidades necesitan ser
encontradas de manera simultanea.
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Contenido: Tema 10

10. Teoria candnica de perturbaciones

10.2 Teoria de perturbaciones para sistemas unidimensionales
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Teoria de perturbaciones para sistemas unidimensionales
Transformacién canédnica a variables de angulo y accién
Consideremos que el Hamiltoniano es una cantidad conservada =
H(q,p,t) = H(q,p), en donde el H perturbado viene dado como:

H(qvp) = HO(Qap) + EHl(va)'

Asumiendo ademas que se tratan sistemas de naturaleza periddica,
entonces un set adecuado de variables candnicas para describir a H
son las variables angulares y de accion:

(¢:p) = (w,J) V H(q,p) = K(J) = E(J).
Para hallar tal transformacién canénica, primero se procede a obtener:
(¢,p) = (wo, Jo) ¥V Ko(wo, Jo) = Ho [q(wo, Jo), p(wo, Jo)| = Ko(Jo),

definiendo:
K1 (wo, Jo) = Hi [q(wo, Jo), p(wo, Jo)] ,
vV K(wo, Jo) = Ko(Jo) + eK1(wo, Jo),

siendo (wy, Jy) las variables angulares y de accién de Hy.

Omar De la Pefia-Seaman | IFUAP Mecanica Clasica — M.C. Fisica




Teoria de perturbaciones para sistemas unidimensionales
Transformacién canédnica a variables de angulo y accién
Del resultado anterior:

K(wo, Jo) = Ko(Jo) + eK; (wo, Jo),

es imporante enfatizar que K (wo, Jy), Ko(Jo), y K1(wo, Jo) son can-

tidades conocidas:

® H(p,q) es conocido del propio problema a tratar.

e La transformacién canénica (q,p) — (wo, Jo) se obtiene al aplicar
el procedimiento de VAA al sistema de Hj.

Ahora, recordando que K es integrable y con movimiento periédico, y

por tanto que posee un set de variables (w, /) propias = existe una

transformacién canénica tal que:

(wo, Jo) = (w,J) V K wy(w,J),Jo(w,J)] = K(J)=E(J]),

encontrando tal transformacién canédnica, y relacionandola con la transf.
(¢,p) — (wo, Jo) el problema puede ser resuelto, es decir, es posible
obtener E(J).
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Teoria de perturbaciones para sistemas unidimensionales
Transformacién canédnica a variables de angulo y accién
Para resolver (wo, Jo) — (w,.J), se aplica la siguiente transf.:3

S(wo, J) = woJ + €S1(wo, J) + €2Sa(wo, J) + ...,
en donde wgJ es la transformacién identidad.

De la transformacién candnica se conocen las siguientes relaciones:

oS oS

Jo= 22 =92
0= Bwy’ VT BT

en las cuales se sustituye S expresada como una expansién:

98 081 509
Jo—awO—J—i-EiawO—i-ekawo—i-...,
0S5 _ 0% 08

w—aj—wg Eaj € a7 Gy

3del tipo 2: F» = S(q, P).
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Teoria de perturbaciones para sistemas unidimensionales
Transformacién canédnica a variables de angulo y accién
De igual manera se expande E(J) en potencias de e,

E(J) = Eo(J) + €E1(J) + €Ex(J) + ...,
= K(wo, JQ) = Ko(Jo) + GKl(wo, Jo).

Para describir cada término de E(.J), también se expande en potencias
de (J() — J) ] K(wo, J()):

K (wo, Jo) = Ko(Jo) + eK1(wo, Jo),

= Ko(J Jo—J) — —(Jog—J
0( )+(0 )8JO J+2(0 ) an J+
oK
ot Ky (wo, J) 4+ €(Jo — J) —| +...
0Jo |y
en donde:
o 051 2852 9 2(881)2
Jo J—e—awo—i—e—awo—i—... & (Jo—J) =¢ w0 +
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Teoria de perturbaciones para sistemas unidimensionales

Transformacién canédnica a variables de angulo y accién

Sustituyendo las expresiones de (Jy — J),

— 851 2652 8K0
K(w07J0)_KO(J)+<€8W)+€an )aJ—i—

4 Le <851)2+ 0K
2 19 (G )+ ot
051 | 505 )8[(1

+e€ 1(w0,J)+e(eaw0+e a0y 37 +

agrupando en potencias de ¢,

05, 0Ky

K (wo, Jo) :KO(J)+6[ - +K1(w0,J)} A

2|09 0K, 1 (651 )2 9*Ky i 081 0K,
dJ2 " dwe 0J | T

owy 0J 2

B’UJO
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Teoria de perturbaciones para sistemas unidimensionales

Transformacién canédnica a variables de angulo y accién

Comparando el resultado anterior con la expansién de E(J) = K (wy, Jo),

E(J) = Eo(J) + €E1(J) + By (J) + ...
081 0Ky

K (w0, Jo) = Ko(J) + ¢ [&Uo e +Kl(w0,J)} +o

2 lasz 0Ky 1 (651 )2 O?’Ky 98 8K1]

dwy 87 2 \wy) 92 T dwo 07
e igualando término a término hasta segundo grado de ¢, se obtiene:
Eo(J) = Ko(J),
051 0Ky

El(J):Kl(wo,g])-f—aiu)ow:Kl(wQ,J)+[Sl,KQ],
By() = 252 0K 1<asl>2 0*Ky | 05 0K,
2T Bwe 07 2 \0wy) 0JZ ' Odwy 0T

donde es necesario conocer simultaneamente Ej(J) y 9S)/0wy, debi-

endo determinar cuatro cantidades, de solo dos ecuaciones.
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Teoria de perturbaciones para sistemas unidimensionales

Transformacién canédnica a variables de angulo y accién
Para obtener las expresiones de Ej(.J) se evaltan los promedios en un
periodo del movimiento, respecto a wy:

o) = [ ),

en donde el promedio es realizado a un J fijo, lo cual conlleva que cada
una de las derivadas 0S5k /0wg sean periddicas en wy.

Debido a esta periodicidad en las derivadas de Sk, es que se puede
concluir que Sk es igual periédica, por lo que es posible expresarlas
(funcién y derivadas) en términos de series de Fourier,

Sk(wo,J) = Z Sk(J, m)eimwo,
con lo cual, los promedios de 0Sy /0wy se anularan:
<8Sk> 1 /2798,

Owg 27 Jo  Owg wo =0
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Teoria de perturbaciones para sistemas unidimensionales
Transformacién canédnica a variables de angulo y accién
Calculando ahora el promedio de las expresiones para Ej(.J), comen-
zando con I (.J):

B 051 0Ky
E\(J) = Ki(wo, J) + we 9T
B 051\ 0Ky ,
= EI(J)<K1(w07J)>+<8wO> 8J )
El(]) == <I(1(UJ(], ])> ,5
despejando de E1(J) a 051/0wy,
05 - <K1>*K1 _8K0
dwe ) " Y =S5

La solucién de la ec. anterior es Si(wp, J) + o(J), donde o(J) es una

funcién arbitraria cuyo papel es afiadir una fase a w, .. o(J) = 0.
W) = F(I).
5(8S) /dwo) = 0.
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Teoria de perturbaciones para sistemas unidimensionales

Transformaciét candnica a variables de angulo y accién

Aplicando ahora el promedio para Es(J),
050K 1 <851 >2 PKo 08 0K,
N aw() oJ 2 8w0 8J2 awo oJ ’

]S\ | 1w [ [051)? 951 0K
- EQ(J)V0<3U)0>+23J<<3UJ0> >+<awoaJ>’
pero se sabe que:

<ask>_0 ¢ 951 _ (K - K,

Es(J)

8’11)0 IZ40)

OJwy

< ( aSl ) 2>
por tanto: — =
(91!)0
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Teoria de perturbaciones para sistemas unidimensionales

Transformacién canédnica a variables de angulo y accién

<§i§8§§1> ulo<(<;;> Kl)aafffng
= (G ) o0 = (G )

sustituyendo ambos resultados en Fs(J),

1 vy 1/, 1 [/0Ki\ . oK, .
B = gy (1) - 0 (57 ) 0 = (57|

Entonces, de la expresion original de Ea(J):

También:

95y 0Ky 1 (881 )2 O’Ky 95 0K,

() = 22
2J) = 500 7 572 " Bwg 0

(911]0

y con el resultado anterior, es posible despejar 055 /dwy.

Omar De la Pefia-Seaman | IFUAP Mecanica Clasica — M.C. Fisica



Teoria de perturbaciones para sistemas unidimensionales
Transformacién canédnica a variables de angulo y accién
Realizando el despeje e insertando la expresion para F3(J) se obtiene:

0S8 1 0K 0K 0K 0K
2_{< ]><K1>< 1K1>(‘)]]<K1>+]K1+

dus = 2\ o7 £ o7
1 aVO 2 -\ 2 - @ 2

Se observa, por tanto, que el requerimiento de que 2 = F/(.J) nos lleva
a ecuaciones diferenciales parciales para S; y S5.

Con las expresiones para Ej(.J) obtenidas anteriormente se obtiene:

E(J) = Eo(J) + €E(J) + €Ey(J) + . ..
EU):KMJ%+dKﬂ+f21{:lam[@ﬁ>—<Kﬁﬂ+.”

Yo

.“+<§?>mn<§?x§},

en donde las frecuencias del sistema perturbado son v = 0E /0.J.
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Contenido: Tema 10

10. Teoria candnica de perturbaciones

10.3 Teoria de perturbaciones para sistemas de n-dimensiones
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Teoria de perturbaciones para sistemas de n-dimensiones

Generalizacién en n-dimensiones
Generalizando las consideraciones anteriores para n grados de libertad,

en donde wy = {wd, w3,...,wity Jo={J§,J3,..., J§}, se tiene:
o 05 ga 95 505
owg owg owg
o 5 e 081 408
“oge 0T 95 T By

Con lo cual, aplicando el mismo formalismo desarrollado anteriormente,
se obtiene para la expansion de E(J),

Eo(J) = Ko(J),

0K,
E1(J) = K1(wo, J +Z Juc V(C)Y(J):a‘!]s,
Wo
N o (952 851 8K1 81/5“ 851 851
Ex(J) = Za: (”0 owg aw aua) 8J5 owg ouwl’

en donde J representa al set {J!, J2,... J"}.
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Teoria de perturbaciones para sistemas de n-dimensiones

Generalizacién en n-dimensiones
Para calcular los promedios en la expansién de E(J) usamos,

1 2T 2T 27
<f(w0,J)>:(27r)n/0 dw(l)/o duf.. [ dug f(uwo, J)

Como en el caso unidimensional, F(.J) = (K1), con lo cual se tiene:

Tal como se realizd anteriormente, el lado derecho de la ecuacién an-
terior se puede expandir en series de Fourier:

(K1) = K1 =Y Om(J)e™™° V m-wy=1Y muwg,
m (e}
en donde los coeficientes O, vienen dados por,

1 2m 2 2y n —im-w
@m:(2ﬂ_)n/0 dwé 0 dwg/o dwO [<K1>—K1]6 .
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Teoria de perturbaciones para sistemas de n-dimensiones

Generalizacién en n-dimensiones
De igual manera expandiendo 57,

= Si(J;m)e™wo,

por tanto,

Z 0 851 —ZZ Ly - Sl J m) Zm'WO,

comparando ambas expansiones se obtiene:
Om(J)

SL(J; m) — m

Esta expresién provee una solucién al problema a primer orden (S7)
siempre y cuando el denominador sea diferente de cero.

Cuando vy-m es cero se tiene el caso de resonancias, conocido también
como sistemas degenerados, en los cuales la teoria perturbativa falla

al describir el sistema.
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Contenido: Tema 10

10. Teoria candnica de perturbaciones

10.4 Invariantes adiabaticos
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Invariantes adiabaticos
Condicién adiabética
Cuando H depende explicitamente del tiempo, su solucién es compli-
cada, debido a la dificultad de encontrar ctes. de movimiento.
Sin embargo, cuando la dependencia temporal del sistema es lo sufi-
cientemente lenta, entonces:
e Existiran variables dindmicas que varian poco, por tanto, es posible
considerarlas practicamente ctes.
e Tales cantidades resultan ser las variables de accién de sistemas
completamente integrables.
Consideremos un sist. unidimensional, completamente integrable, que
realiza un movimiento finito, caracterizado por un pardmetro A:

H = H(q,p, ),
y en donde A varia con el tiempo, pero lentamente, en un periodo T
del movimiento, tal que:
Td\/dt =TA <X = A=cte.

obteniendo asi lo que se conoce como condicién adiabatica.
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Invariantes adiabaticos

Condicién adiabatica
Para analizar como afecta tal consideracién al sistema, se calcula la
razon de cambio de F,

di_OH . OH . OH{ OH; dE
at ol apt T aa o ar

en donde los primeros dos términos se cancelan debido a las ecuaciones
canénicas de Hamilton.
Por tanto, para analizar la variaciéon de E se toma el promedio en un

periodo de movimiento,
dt 8)\

siendo A = cte. en el caso de la condicién adiabatica, y donde el
promedio viene dado como:

(1)L rony,
o\ T o\
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Invariantes adiabaticos

Condicién adiabatica
Para calcular el promedio anterior, es posible utilizar una de las ecua-
ciones canénicas de Hamilton,

 OH 1 OH\ !
=% dt‘aH/apdq‘<ap) da.

donde el periodo T' se puede calcular en términos de ¢ como:

T -1
T :/ dt = 7{ (8H> dq.
0 dp

Sustituyendo los resultados anteriores en la expresiéon de 0H/OA,

(42) -5 2Ly A T om,
at / oN/  TJo ox

)

Op
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Invariantes adiabaticos

Condicién adiabética
Debido a que las integrales de la ec. anterior se realizan en trayectorias
donde \ = cte. = F = cte., pudiendo definir p = p(q, /, \), en donde
FE y X son independientes por tanto calculando:

d _dE
6H8p 8H_

o (0! __bn
oy \ap) T ox

Sustituyendo el resultado anterior en la expresion de (dE/dt),

() s () ()

Oop

it &)
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Invariantes adiabaticos
Condicién adiabatica
Reordenando el resultado anterior,

() f G a2 (55) a0

Op Ip 6
7{[< dt>8E+)\8/\} dg =0.

Ahora, por otro lado, analizando la accién del sistema,

J = j{pdq,

y calculando la diferencial total de J respecto al tiempo, considerando
p=p(g, E,N),

dJ _ rdp ., Op OFE  Op ; Bp] _}{[8;08E Bp}
prill el _ﬂaEat T 5.0 oE ot Tax’| %

®donde (dE/dt) es independiente de ¢ y haciendo H — E dentro la integral.
" $(0p/dq)dg = §(9H/dq)dg = ¢ dH = 0.
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Invariantes adiabaticos

Condicién adiabatica

Calculando el promedio temporal del resultado anterior:

(o) = # [5G )+ o3

dt/ ] |OF O

sin embargo, se habia encontrado que para sistemas en donde aplica la
condicion adiabatica se cumple que:

dE\ Op dp B
Y{K di > 8E+)\6>\]d =0
dJ
Z V=0
() -°
por tanto, se tiene que la accién es un invariante adiabatico, es decir,

J permanece constante cuando el pardmetro )\ varia lentamente tal
que \T' < X\ = )\ = cte.
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Invariantes adiabaticos

Ecuaciones de movimiento

A=cte. = S =S5(q,J)
Transformaciéon candénica

_os 0
p_aq7 _8J7

Ecuaciones de movimiento de
Hamilton

K:H—i—% = K=H{),

jz—a—K:O = J =cte,,
ow

,_8_K_V = w=vt+pf

W= o= w = vt + f3.

Omar De la Pefia-Seaman | IFUAP
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A=At = S = S(a, JA®)
Transformaciéon candnica

os o
p_aq’ _8(]’

Ecuaciones de movimiento de
Hamilton

oS

K=H+—
+8t’

en donde:

S:/pdq.




Invariantes adiabaticos

Ecuaciones de movimiento
Se observa que es necesario hallar 0S/0t para obtener las ecuaciones

de movimiento en el caso A = A(%):
oK . 0K

T= 0w T s

Para ello se usa:

S = / pdg, ¥ p=plg, B, \(t)),

oS
%= opaa=5 [ SR = [/ pd‘—’]
05 :
= )\0)\ = M (w, J),

en donde se ha definido:
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Invariantes adiabaticos

Ecuaciones de movimiento

Por tanto, de la expresién para el Hamiltoniano transformado,

oS
K=H+—
+6t’

= H(J)+ M (w, ),

se hallan las ecuaciones de movimiento cuando A = \(¢):

: 0K oA
i i W

. oK oA .
w = W = I/(J) + ﬁ)\

en donde v(J) = OH/JJ es la frecuencia de oscilacién calculada
considerando A\ = cte.
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