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Definicién y ecuaciones de Euler

Fundamentos
Consideremos el siguiente Tenemos la relacién,
problema basico, )

yl\ (z2,y2) f = f[y($)7y (x),x],

definida en una trayectoria y(x) en
el intervalo [z1,z2] y en donde

dy
/ i ——
El objetivo fundamental es deter-
(z1,91) -
minar y(z) tal que

ye= /sz fly(z),y (), x]dx

>

x

x: variable independiente definida

en el intervalo [z, x9].

y(x): funcién de = definida en el sea un extremal.

mismo intervalo y diferenciable.
4
/22
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Definicién y ecuacién de Euler

Fundamentos

en donde « es una cantidad infinites-

yA (-T27yz) ) .
imal y n(z) satisface,

n(x1) = n(z2) = 0.

Para tal familia de curvas, J se puede
expresar como,

(21,31) J(a) = /“f[y(x,a>,y'<x,a>,x]dx,

con la condicién de extremal dada
como,

Sea y(x,0) la trayectoria solu-
cién y y(z, «) alguna trayecto-
ria vecina, tal que, dJ ()

y(z, @) = y(z,0) + an(z),
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Definicién y ecuacién de Euler

Ecuaciéon de Euler

Para determinar el resultado de la condicién anterior, calculamos la
diferencial de la integral J(«),

T = [ flu(w.0).v'(2.).aldo.

1
0o _ [0t o ov),,
doa Joy 1Oy Oa Oy Oa '

Considerando la segunda integral,

1

=Oofoy ., _ [Ofon 9y _ 9 _ on
w Oy 8ad$_ - 8y’8mdw v 8a_n(x) da Ox’

por tanto,

da

0J _ /:2 [gzjjn(a:) + 91 On dx.

1
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Definicién y ecuacién de Euler

Ecuaciéon de Euler

De la expresién anterior, integrando el segundo término por partes,
2 0f 0 0 2d (0
o1 9 g = of —/ ( f) n(z)dz, *
1 z1 ay

;. Oy ox oy’ ()
debido a la condicién de que la familia de curvas (representada por
el pardmetro «) debe pasar por (z1,¥1),(x2,y2), entonces n(x;) =
n(x2) = 0, por tanto,

o0J 2 [Of af (‘)n] /9”2 [af d Of]

— = — — | dx = —_—— dzx.

Jda _/xl [8yn(x)+(’)y’ oz “* o L0y dx 0y n(z)dz
Con lo cual, la condicién de extremal estarda dada como,

oJ z2 af d af}
=4 9 _ 297 L1 g
a=0 /1'1 () [811 dx 9y’ | ,—¢

da
lfudv zuv—fvdu
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Definicién y ecuacién de Euler

Ecuacién de Euler
Como n(z) es una funcién arbitraria, entonces J(«) es un extremal si,

lo que se conoce como ecuacion de Euler.

Ademas, tenemos que la cantidad

9y _
daa—a = by,

representa el corrimiento infinitesimal del recorrido alterno con respecto
al recorrido correcto y(x) en el punto x, por tanto representa un de-
splazamiento virtual.

Esta notacién se utiliza también para la condicién de extremal,

o7
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Definicién y ecuacién de Euler
Segunda forma de la ecuacién de Euler
La ecuacién de Euler,
of _d (W) _o
dy dx \oy
puede ser expresada de otra manera, partiendo del funcional f(y,v', x):
o ooy orof of
dx Oyox Oy 0x Oz’
~ L2 O
ahora, por otro lado, consideremos:
d 0 0 d (0
restando ambas ecuaciones, tenemos:
LA AN SR TAE]
oy’ y dx \ 0y’ Oz
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Definicién y ecuacién de Euler
Segunda forma de la ecuacién de Euler
De la ecuacién anterior agrupando términos,

L (0) - v a0

yf)y oy’
(-84 - -6

donde se observa que el término de la derecha corresponde a la

ecuacion de Euler,
-4 )
oy dz\oy)]

d(; OF _Of
P (f y ay/> alL 07

por tanto, tenemos:

lo cual se conoce como segunda forma de la ec. de Euler.
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Definicién y ecuacién de Euler

Segunda forma de la ecuacién de Euler: Braquistocrona

R Ahora, por conservacién de en-
x ergia, junto con V(y = 0) = 0,
tenemos que

1
imv2 =mgy = v =+/2gy.

Por tanto, sust. en ¢,

/2
/ \ 2gy
Si parte del reposo y v es la veloci-

dad a lo largo de la curva, entonces identificandorel rdbciondiN
el ¢ desde 1 hasta 2 es,

yV

1+y/2

f:
2 2
t—/dt /ds. 9y
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Definicién y ecuacién de Euler

Segunda forma de la ecuacién de Euler: Braquistocrona

vt) -

oy’ Ox
, 0
4y 2) <
oy’
of
/
= f-y a—y/ = cte.
Calculando vy sustituyendo,
yY
12
Observamos que f es ind. de z: 1 ;_ y _ =,
. gy 2gy(1+y"®)
Fua) = 1oL
$.¥)= 2qy reduciendo llegamos a:
ahora, recordando la segunda y(1+ y,z) =a VY 2a = cte.

forma de la ec. de Euler, 2
22
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Definicién y ecuacién de Euler

Segunda forma de la ecuacién de Euler: Braquistocrona

Reescribiendo:

proponiendo,

2
y(1+y") = 2a y = a(l—Cosb)
2ay —y? 0 = z = a(f—Senb),
2 T
Yy
ydy lo que corresponde a las ecs.
/QGy_yz = paramétricas de una cicloide.
(x1, 31) na 27a
’ RN ™ x
’ e ia N KA
/ I ef \ RN
Aab NP !
g Pl )% / Ty
2ar STl
Cycloid
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Contenido: Tema 03

1. Célculo de variaciones

1.2 Generalizacién a varias variables, constricciones
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Generalizacion a varias variables, constricciones

Funcional con varias variables dependientes
Generalizando el prob. fundamental del calculo de variaciones para el
caso donde f es una funcién de muchas variables y; y sus derivadas y;:

2
57 =6 [ fn(@) @), 5/1 (@), v (@), i),
considerando que J = J(«) y que « etiqueta un set de curvas y; (z, a):

yl(ZL‘,Oé) = y1($70)+a771(x)7
ya(z,a) = y2(z,0) + anp(z),

yi(r,a) = wi(x,0) + an;(x),

y donde y;(x,0), y2(x,0), etc., son las soluciones del problema ex-
tremal, mientras que 7)1, 72, etc., son funciones independientes arbi-
trarias (continuas y diferenciables) de = que se anulan en los puntos

frontera.
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Generalizacion a varias variables, constricciones
Funcional con varias variables dependientes

0

féy'i> dx

Calculando la variacién de J,
ar of oy, Of Oy
92" = /Z<ay,aa T

i = [y (3

a0J - 3f dni(z) 2
92 = / Z (ay, Tol dw )
integrando por partes el segundo término,
29fdy(z) , of |° g2 d (of
1 Oy, dx do = 8yl/-m(x) . _/ (@ )da: oy} da

- (@l (2)aen [ (o),
a 1m$dx 0y, x_laad:c y! v

29y: /0a = n(), 9y /9 = dni(x)/da
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Generalizacion a varias variables, constricciones

Funcional con varias variables dependientes
Sustituyendo lo anterior en la variacién de J,

d Of \ Oy
pu /Z<8yz_d:v8yz’->8 dadz

- of dof\ .

aplicando la condicién extremal §J = 0,

d of -

debido a que las y;'s son var. independientes = Jy; también lo son,
af d (of .
—— == |=0V i=12...

la cual representa la generalizacion a varias variables de la ecuacion

de Euler.
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Generalizacion a varias variables, constricciones
Constricciones
Consideremos el caso en el que,

f {yz}yz{vx} = f(y,z,y/,z/,x)
por tanto, la cantidad a la que deseamos hallar su extremal sera
2 2
J = A f {ylay;v’p} dil? = K f(ya z,y',z',x)dm,

aplicando la condicién de extremal,

o1 _ [Poloy o100 oroe o of]
Oa_/l {8y8a+8y’8a+828a+8z’6a de
en donde,
vofog, _ [rof 9% e
1 0& da N 85’8:1:804 85’804 1 Oadx \0¢
B o5 d (0f
)i dadx (85’)dm VE=y2
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Generalizacion a varias variables, constricciones
Constricciones
Sustituyendo,

&]_/2{[8]”_d(6f)] 9 . [3f_d<‘9f)] &}dx_o
oo J1 Loy dx \0y )| oa 0z dx \92' )| O -
Ahora, para el caso en el que existe una relacién de constriccidn,

9{yix} = gy, z,2) = 0,
las variaciones dy/0a y 0z/0a ya no son independientes, por tanto
las expresiones en 0.J/0a no se anulan término a término.
Para eliminar tal dependencia, tomemos en cuenta la constriccidn,
dg_@g@_‘r_@g% ag@_ 0g 0z

) =0 Byba ~z8a

da ~ Oyda ' 9z0a

por tanto, sustituyendo;

- [ 2] - 2GR e
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Generalizacion a varias variables, constricciones

Constricciones
De la ecuacién anterior,

2o [ £ )[4 () )
da 1 Oy dxr \oy 0z dx \02 )| 0g/0z) Oa =
como Jy/Oa es una funciéon genérica que multiplica a todo el inte-
grando, se debe cumplir,

G-=@IG) -F-2@NE
Oy dx \ oy oy 10z dx \0% 0z ’
en donde se observa que el lado izq. incluye derivadas respecto 1y y 7/,

mientras que el derecho derivadas respecto = y 2/, por lo que ambas
deben ser iguales a una funcién de x solamente:

-G LA ) e
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Generalizacion a varias variables, constricciones

Constricciones

Reescribiendo lo anterior, tenemos:

af d (0f 0g
ay‘(ay)“%y

of of 99

- = M) =2 =

0z <6z ) + A=) 0z 0
en donde A(x) es una funcién por determinar, que se le conoce como
multiplicador de Lagrange.

Generalizando el caso anterior para n variables y /m constricciones, se
tiene:

gj{yivx} =0

endondet=1,2,...,nyj3=12....m
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Generalizacion a varias variables, constricciones
Constricciones isoperimétricas
Las constricciones isoperimétricas son aquellas en las cuales se re-

quiere que la integral de una funcién dada g(y, ', z) sea un valor fijo
K:

2 2
J :/ f(y,y’,x)dx vV K :/ g(y7 ylvx)d'r7
1 1

en donde K representa por tanto una constriccion integral.

Para resolver el problema aplicamos el método de multiplicadores de
Lagrange,

Wy, y',z) = f(y,y,2) + Ag(y, ¥, @),
entonces ahora tendremos un nuevo funcional A libre de constricciones:

2
H :/ h(y,y', x)dx,
1
el cual nos arroja la siguiente ec. de Euler modificada:
CARC e
oy  dx \ 0y
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