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4. Dindmica Lagrangiana y Hamiltoniana
4.1 Coordenadas generalizadas, principio de Hamilton y ecuaciones de
Lagrange
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Principio de Hamilton y ecuaciones de Lagrange

Coordenadas generalizadas
En el caso mas general, tenemos un sistema que consta de:

N particulas, 7 = 3N grados de libertad, % const. holonémicas. !

Coordenadas generalizadas

conjunto de coordenadas independientes que especifican completa-
mente la configuracién del sistema: {q1,q2,...,qn_k}-

El sistema de coordenadas original (cartesiano por ejemplo) puede ser
expresado en términos de las coordenadas generalizadas: como,

Ty = ﬂUl(QI,QZa---,Qn—kat),
x2 = 22(q1,925 - Qn—k:1t),
Tn = 2n(q1,92,- - Gn-k>1).

) =0.
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Principio de Hamilton y ecuaciones de Lagrange

Coordenadas generalizadas
Suponiendo que todas las coord. generalizadas y el tiempo cambian
ligeramente 2 por las cantidades {dg;} y dt, entonces el cambio inducido
en (por ejemplo) x; seréa:

(91‘1 8 81‘1

P gy + £ g,
R R el S

tenemos por tanto que el desplazamiento general para la coordenada
x; = 2;{qaq,t} esta dado por,

dl‘l = d

nok ox; o0x;

dz; = 8 ——dqa + ot

—dt V¥V i=1,...,n

asi como la velocidad #; = &;{qq, 4a, t}:

dl‘z — 4 8551 an Oz; axz g i
Z 1 Oqa dt 8t Z

2Por ejemplo, representar el cambio dindmico en la configuracién del sistema
cuando t se incrementa a t + dt.
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Principio de Hamilton y ecuaciones de Lagrange

Principio de Hamilton

Principio de Hamilton

El movimiento de un sistema desde el tiempo ¢; hasta el tiempo t5 es
tal que la integral de linea (llamada o ),

to
I=[ Ldt v L=T-V,

Jt

tiene un valor para la trayectoria actual del movimiento.

Sistemas monogénicos

sistemas mecdnicos para los cuales todas las fuerzas (excepto las de
constriccion) son derivables de potenciales escalares generalizados que
pueden ser funcién de las coordenadas, velocidades y el tiempo. 3

3Cuando el potencial sélo depende de las coordenadas, entonces se dice que el
sistema es conservativo.
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Principio de Hamilton y ecuaciones de Lagrange

Principio de Hamilton
El principio de Hamilton se puede expresar, por tanto, como la
variacion de la accion I:

to to
5I:5 L(leaQ’ﬁanan?’lat)dtzé L(Ql?QZat)dt
t1 t1
tal que cuando se tenga la trayectoria actual del movimiento arroje un
valor estacionario:

0l =0 YV L(g,qi,t) < trayectoria del mov.

Se observa que el planteamiento del principio de Hamilton es similar
al problema fundamental del calculo de variaciones, para el caso de un
funcional f = f(yi,y},x) en donde se requiere encontrar el extremal
de J,

2
6J:5/ Fi, g o)de ¥ AT\ .
1

Omar De la Pefia-Seaman | IFUAP Meétodos Matematicos — Propedéutico Fisica



Principio de Hamilton y ecuaciones de Lagrange

Ecuaciones de Lagrange
Del célculo de variaciones se obtuvo la ecuacion de Euler:

2 of d (of
J —/1 flyi,yjx)de = 0J=0 <= oy dr (83/;) 0,

haciendo el simil con el principio de Hamilton,

2
y mediante las siguientes transformaciones:
T =t oy = a v — 4, fWovhr) = L(g,dit),

se obtienen las ecs. de movimiento Lagrange correspondientes a la

accién I:
d OL 0L

dt 8qz 8qi
en donde se asume que las ¢;'s son independientes, por tanto el
problema requiere que las k constricciones sean holonémicas.
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4. Dindmica Lagrangiana y Hamiltoniana

4.2 Constricciones, multiplicadores de Lagrange, fuerzas generalizadas
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Multiplicadores de Lagrange, fuerzas generalizadas
Extension del principio de Hamilton a sistemas semi-holonémicos
Al contar con un sistema que posee constricciones semi-holonomicas
tipo

fk(ql)q27"')qn;q'17q27'-‘,qn):0, V k:1,2,...,m4

ya no es posible aplicar de manera estandar el principio de Hamilton
para obtener las ecuaciones de movimiento de Lagrange, debido a que
las g;'s ya no son independientes.

El procedimiento para eliminar tal inconveniente y poder aplicar La-
grange es desacoplar las fuerzas de constriccién del lagrangiano de
manera explicita mediante el método de los multiplicadores de La-
grange:

Z Akfk = 07 >
k=1

*restriccién holonémica: f(q1,q2, ..., qn,t) = 0.
®los multiplicadores de Lagrange )\ son funciones indeterminadas.
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Multiplicadores de Lagrange, fuerzas generalizadas

Extension del principio de Hamilton a sistemas semi-holonémicos

Para sistemas semi-holonémicos el principio de Hamilton se mantiene

to
5 [ Ldt=o,
t1

=
t1

ta <8L d@L)(Sth 0
- s — ] pr— 5
J

6q]' dt qu

Sin embargo, anular término a término cada elemento de la sumatoria
ya no es posible ya que las g; no son independientes debido a que aiin
estdn mezcladas mediante las k constricciones.

Para desacoplar las ¢; hacemos uso de los multiplicadores de La-
grange,

t m
5[ <L+Z)\kfk> dt = 0.

k=1

t1
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Multiplicadores de Lagrange, fuerzas generalizadas
Extension del principio de Hamilton a sistemas semi-holonémicos
De esta manera, ya podemos aplicar la variacién por separado:

og; V j=1,2,...,n oA, V kE=1,2,...,m,
teniendo asi n + m variables por determinar.

Considerando A\ = Ai(t), entonces, las n ecuaciones para dg; son 6

d <8L> —a—P:Qj v oj=1,2,...,n

dt \d; ) g
0.\ Ofi _ d (Ofu )| _ dM Ok
con: Qﬂ_kg{“[aqj dt(@%)] dt aqj}’

mientras que 0\ nos da las m ecuaciones de constriccién,

fk(q17q27"'7qn;Q17qQ)"'7QH):0 v k:1727"'7m7

y en donde (); son las fuerzas generalizadas del sistema.
®J. Ray, Amer. J. Phys. 34, 406 (1966).
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Multiplicadores de Lagrange, fuerzas generalizadas

Extensién del principio de Hamilton a sistemas semi-holonémicos: ejemplo

Consideremos una particula cuyo Lagrangiano es,

_ 1 2 2 12
L—im(az +y +z)—V(3:,y,z)

sujeto a la constriccién

fl@,g,y) =iy +ky=0 VY k=cte.

Las ecuaciones de movimiento se obtendran aplicando las ecuaciones
de Lagrange, incluyendo los multiplicadores de Lagrange:

d (0L oL
dt(@q)_aq_Qq V q=u,9,z

Oq dt

con: Qq:)\{af_d @;‘)] o f
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Multiplicadores de Lagrange, fuerzas generalizadas

Extensién del principio de Hamilton a sistemas semi-holonémicos: ejemplo

Aplicando las ecuaciones anteriores se llegan a las siguientes ecuaciones
de movimiento,

. oV
mi + \ij + Ay + = 0,
ox
mg+A5e—kA+xz+aV = 0,
dy
.oV
mz—l—@ = O,

sujeto a la constriccién:

Ty + ky = 0.

Lo anterior representa un sistema de 4 ecuaciones diferenciales, que
constan de 4 variables independientes:

* 3 coordenadas generalizadas (z, y, ),

e 1 multiplicador de Lagrange (), el cual esta relacionado con la
condicién de constriccién.

14
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Multiplicadores de Lagrange, fuerzas generalizadas

Sistemas con constricciones holonémicas

Recordando la expresion para las fuerzas generalizadas,
" O fk Ofk d\y, O f

Q=Y N[5k -5 -SSR
J kz::l 0q; dt 04q; dt 0q;

se observa que puede ser reducida para para sistemas con constric-
ciones holénomicas del tipo fx(q1,42,...,qn,t) =0,

Q; = Z )\kgfk V¥ k = num. de constricciones.
qj

Las razones para aplicar tal formalismo 7 con const. holonémicas son:

(1): no es deseable reducir todas las ¢'s a coordenadas independientes,
(2): se desea obtener las fuerzas de constriccion.

"descripcion explicita de las relaciones de constriccién en el problema.

Meétodos Matematicos — Propedéutico Fisica
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4. Dindmica Lagrangiana y Hamiltoniana

4.3 Teoremas de conservacién y propiedades de simetria
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Teoremas de conservacion y propiedades de simetria
Momento generalizado
Consideremos un sistema holonémico (y conservativo), el cual tiene
n — m coordenadas ¢; independientes, 8 y por tanto el mismo niimero
de ecuaciones de Lagrange dadas por,

d oL 0L

— =0V i=12,. —m.

Woi  og T "
Al tener un sistema conservativo, entonces V =V (q1,q2, ..., qn—m),
por lo tanto, las ec. de Lagrange se pueden expresar como,
doT—-V) oT-V) doT oV .
— = =0 = ——= =0V T=T(¢).
dt 9g; 9q; dt 04 ' 9g; (¢:)

Expandiendo el primer término,

8T n—m ]
% = oa Z 5Md; =md; = pi.

8donde m son el ndmero de constricciones.
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Teoremas de conservacion y propiedades de simetria

Momento generalizado y coordenadas ciclicas

De lo anterior podemos definir una cantidad conocida como el mo-
mento generalizado o momento candnico,

oL

)i = ——.
b 04

En general, el Lagrangiano L depende de las ¢;'s y ¢;'s:

L= L(Q17q27' . '7QH—m;q17q27 .. -aQn—m;t)

Ahora, si L no contiene explicitamente alguna coordenada ¢; ° se dice
que ¢; es una coordenada ciclica, y entonces de la ec. de Lagrange,
d oL 8L_O d oL dp;

G = =p =0 = p;=-cte.
dt 8q1 8qi dt 8qz ’ dt B B e

9

aunque si puede contener la correspondiente ¢;.
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Teoremas de conservacion y propiedades de simetria

Momento generalizado, coordenadas ciclicas y propiedades de simetria

Del resultado anterior podemos llegar al siguiente

Teorema de conservacién

El momento generalizado p; correspondiente a una coordenada
es una , es decir, se conserva.

Se observa que existe una relacién entre la simetria del problema y las
cantidades que se conservan, la cual se da mediante las coordenadas
ciclicas.

Si el sistema es invariante bajo la transformacién continua de alguna
coord. generalizada, g;, entonces T'y V no variaran ante los cambios
de g;, por tanto,
oL ) oL
— 0 —

e = = — =0 = I =\cte.
9g; Di dg; Di
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Teoremas de conservacion y propiedades de simetria

Momento generalizado, coordenadas ciclicas y propiedades de simetria

invariante ante cantidades que
operaciones de se conservan:

transformacién momentos general-
continua (simetrias) izados relacionados
con tal traslacion
Traslacion en un potencial constante U # U(x,y)

/
y +y
I
y o
° ° ° | °
. ® . I ®
I
° ° ° ° ,® °
****** — k=== =
z X \Z X
° o o ®
° | °
° °
.
° z | ° X
I
|
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Teoremas de conservacion y propiedades de simetria
Momento generalizado, coordenadas ciclicas y propiedades de simetria
Traslacion en un potencial constante U # U(x,y)

y Yy
[
y o
° ° ° | °
° ° o | °
[
° ° ° ° ,® °
****** k=== --r
z x \Z X
. ® o | °
° | °
° ° .
[ ] z | o X
[
|

En este caso al tener U # U(z,y), el problema es invariante ante la
operacién de traslacién en el plano z-y:

r—=x+a y—y+p0,

por lo que las comp. de P, y P, seran constantes de movimientg
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Teoremas de conservacion y propiedades de simetria
Momento generalizado, coordenadas ciclicas y propiedades de simetria
Rotacion en un potencial constante U # U(z,y)

El sistema también serd invariante ante la operacién de rotacion re-
specto al eje z:

% — CosO%’ +Senfy’, ¥ — —Senbx’ + CosOy’,

por lo que la comp. L, serd también una cte. de movimiento.

Omar De la Pefia-Seaman | IFUAP
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Teoremas de conservacion y propiedades de simetria

Momento generalizado, coordenadas ciclicas y propiedades de simetria

Potencial constante U = U;

v

V2<0&U=U; V >0

1/ 04

En este caso como el potencial no es el mismo en todo el espacio,
entonces el problema es invariante solamente ante la operacién de
traslacion en y:

y—y+ B,

y por tanto solo P, sera cte. de movimiento.
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Teoremas de conservacion y propiedades de simetria

Conservacién de la energia

Consideremos un lagrangiano general, el cual puede ser funcién de las
coord. ¢;, las velocidades ¢; y posiblemente el tiempo ¢, entonces la
derivada total de L con respecto a t es

oL dq, oL dqZ oL clqZ 8L

dL oL oL
E:Zaq dt Zaq dt E:zi:a Zaq at

pero de las ecs. de Lagrange tenemos,

dor oL doL_oL
dtdq — dq; dtd¢ g

por tanto, sustituyendo en dL/dt,

dL  — d 8L oL dql 8L d / 0L\ OL
7_Zi:dta Za at Zdt( i) >+8t'
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Teoremas de conservacion y propiedades de simetria

Conservacién de la energia

Del resultado anterior reacomodamos términos,

oL oL d . 0L oL
_Zdt( )+8t = dt(zz.:qzaqi_L>+8t0'

La cantidad en paréntesis la llamamos funcién de energia 1°:

.. . . OL
M@, a2, - ani 1, G2y - -5 dns ) :ZQi%_La
i (2

por tanto tenemos:
dh 0L
dt ot
Si el lagrangiano no depende explicitamente del tiempo, entonces
dh/dt = 0. Por tanto, se dice que i se conserva o que se trata de

una constante de movimiento.

Ova que h tiene unidades de energia.
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Teoremas de conservacion y propiedades de simetria
Conservacién de la energia
Para conocer el significado fisico de /, consideremos un sistema de NV
particulas con const. holonémicas, ademas de fuerzas conservativas.

Para este sistema la energia cinética es,
]. _2
T= §kark V k=1,2,...,N & riy=rr(q1,92,---,qn)-
k
Como las const. son holonémicas y no-dependientes del tiempo,
. Ory, .
Ty =) G
2 g,
sustituyendo lo anterior en la energia cinética,

= 3 2m X (i) (g)

0 ory,
= T Z( rk B4 )qzqg Zauqzq]
ij
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Teoremas de conservacion y propiedades de simetria
Conservacién de la energia
La energia cinética, por tanto, es una funcion cuadratica homogénea
de las vel. generalizadas, con coeficientes de masa simétricos !

1 6rk 8I‘k

i = §ka3qz' 0g;

i 9q;

Por otro lado, del teorema de Euler de funciones homogéneas se
establece que si f es una funcién homogénea de rango n =

f()\xl, )\1'2, ‘e )\xk) = )\nf(l‘l, Ly e ooy l'k)
= = )
Zml 8301 nf
Entonces, aplicando el teorema de Euler a la energia cinética (n=2),

.. orT .
ij ¢

11
Qi5 = Qi
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Teoremas de conservacion y propiedades de simetria

Conservacién de la energia
12

Como se ha considerado que las fuerzas son conservativas ** =
L T— L T
b_g_y o OL_0T-U) _ oL _or
94 04 ¢ 0g;

Por tanto, sustituyendo en h,

oL
h = Zqi@—L

oy
= iz,
= 2T —(T-U)

= h = T+U=E.

entonces, la funcién de energia es, de hecho, la energia total del
sistema.

12¢| potencial es funcién de las coord. solamente: U = U(qi, ga, . . .
Omar De la Pefia-Seaman | IFUAP
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4. Dindmica Lagrangiana y Hamiltoniana

4.4 Ecuaciones candnicas de Hamilton
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Ecuaciones candnicas de Hamilton

Principios fundamentales

El método Hamiltoniano no es superior ni aporta informacién adi-
cional al sistema bajo estudio respecto al formalismo Lagrangiano, sin

embargo tiene sus ventajas

Formalismo Lagrangiano

e 1 grados de libertad: ¢;'s o

e 1, ecuaciones de movimiento de
segundo orden: o
d (OL) _ 9L _
dt \ 0¢; 0q;

e . se necesitan de 2n cond.
iniciales para determinar el

movimiento del sistema.

e el estado del sist. se representa °

como un punto en un espacio
de configuracién

n-dimensional.
Omar De la Pefia-Seaman | IFUAP
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Formalismo Hamiltoniano

2n grados de libertad: ¢;'s y

pis
2n ecuaciones de movimiento
de primer orden

.. se necesitan de 2n cond.
iniciales para determinar el
movimiento del sistema.

el estado del sist. se representa
como un punto en un espacio
fase 2n-dimensional.




Ecuaciones candnicas de Hamilton
Transformacién de Legrende
En el formalismo Hamiltoniano las 27 variables correspondientes son:

e Coordenadas generalizadas: ¢; Vi=1,2,....,n
® Momentos conjugados: p; = 0L(q;,¢;)/0¢; Vi=1,2,...,n
donde el set (¢.p) se le conoce como variables canénicas.

La transicién del formalismo Lagrangiano (g, ¢, t) al Hamiltoniano (¢, p, t)
se realiza mediante
Transformaciones de Legrende
Consideremos una funcién de dos variables f(x,y), tal que su diferen-
cial total sea
f of

df = d + a—dy = udx + vdy,

Ahora, cambiando la base (z,y) a (u,y) tal que ahora una nueva
funcién dg se exprese en términos de du y dy, por tanto definimos,

g=f—ur, = dg=df —udr—zxdu, = dg=vdy— xdu.
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Ecuaciones candnicas de Hamilton
Transformacién de Legrende
Comparando el resultado anterior de dg con la diferencial total,

dg dg dg dg
d — = + : == =——=.
g = vdy — xdu = d 7 —du, .. v By’ x 7

Aplicando ahora la transformacion de Legrende a L(q, ¢, t) tal que
nos arroje H(q,p,t),

oL oL oL oL oL
0q; " " g, " o™ PO P =g T P T gy
oL

Construyendo H(q,p,t) en funcién de L(q,q,t):

H(q'»p-, f) - Qi])i - L(Q» Qvt)a

Bsust. p; en d/dt(dL/dq;) —

Omar De la Pefia-Seaman | IFUAP

8L/8q7; =-0:

Meétodos Matematicos — Propedéutico Fisica




Ecuaciones candnicas de Hamilton

Ecuaciones de Hamilton
obteniendo la diferencial total de H(q, p,t) definido anteriormente,

= dH = ¢dp; + pidqg; — dL
oL
= ¢ dp; — p;dg; — —dt
qiap piaq ot
OH oOH OH
dH = dp; + —dg; + —dt
pero, o P 9 T

Relacionando términos de las expresiones anteriores, obtenemos 2n
relaciones conocidas como las ecuaciones candnicas de Hamilton,
OH ) OH OH OL
- y Pi—= — ) . = T3,
8pi ! 3(17- ot ot

di

las cuales constituyen el set de 2n ecuaciones de movimiento de primer

orden que reemplazan las n ecs. de segundo orden (provenientes del
formalismo Lagrangiano).
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Ecuaciones candnicas de Hamilton

Coordenadas ciclicas en el Hamiltoniano
Recordemos que en el caso de la formulacién Lagrangiana se consid-
eraba a una coordenada g; ciclica si no aparecia explicitamente en L,
por tanto,

d (0L oL oL
de: —|—)]—-——=—=0 = — =cte.
dt aq]' 8(]]‘ 8(]]‘

oL & 5 OH N OH
pero — =p; P =—— — =
qu . . 8%‘ 8Qj
.". una coordenada ciclica también estara ausente en el Hamiltoniano
y el momento conjugado serd una cantidad conservada.

0,

Ahora, para el caso de la dependencia temporal, recordemos que del
Hamiltoniano llegabamos a lo siguente,

oH __oL
ot ot
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Ecuaciones candnicas de Hamilton

Conservacién de la energia

Analizando la diferencial total dH (p, q,t),

dH = ggdpri—ggd%—kaaljdt

L A OHdp OHdg OH .. .. 0H
dt Op; dt ~ Ogq; dt Ot R ot
dH  9H 0L
dt ot ot

Entonces, observamos que,
e si L#L(t),= H#H(t) ... H es una cte. de movimiento.
e si el potencial es conservativo (U =U{¢;}) = H =T+ V.

IMP: las cond. anteriores no son mutuamente necesarias y suficientes!!
e Un sistema puede tener H =cte. pero H #1T +V,o0...
e ...puede ser que H =T +V, pero H= H(t), = H # cte.
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Ecuaciones candnicas de Hamilton

Principio de Hamilton modificado
En célculo de variaciones se estudié el principio de Hamilton en el
espacio de configuraciones,

t
51=6 [ L(gqt)dt =0 V¥ qt1) = bq(ts) = 0.

t1
Ahora, se desea expresar lo anterior en términos del Hamiltoniano,

entonces obtenemos el principio de Hamilton modificado en el
espacio fase,

to
ol = 5/t [pi¢i — H(p,q,t)]dt = 0.
1
Imponiendo que la accién I sea estacionaria bajo variaciones indepen-

dientes de g y p y fijo en los extremos,

pi — pi +eni(t), > opi(t1) = opi(t2) =0,
G — ¢+ ei(t), 2 dqi(t1) = 0¢i(t2) = 0.
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Ecuaciones candnicas de Hamilton
Principio de Hamilton modificado

Calculando la variacién en el principio de Hamilton modificado,
t2 . OH OH
/ [pi&h’ + Gi0p; — ~—0p; — 5611-] dt =0
t Ipi 9
analizando el primer término,

d d
i0G; = pi—(0q;) = i0G;) — Pidg;,
Pidg pdt(Q) dt(p i) — pidgq
sustituyendo,

21d OH OH
i0Gi) — Didq; + ¢idpi — —0p; — —0¢;| dt = 0,
/t1 [dt(p 4i) — Pidgi + ¢iop o527 " Ba; q} 0
"2 i : OH OH
= / d [pidqi] +/ [—piéqi + ¢;0p; — a—épi — véqz} dt = 0,
t1 131 Di 0q;
integrando el primer término,
to
= d [piéai] = pidaily? = pi(t2)6qi(ta) — pi(t1)dqi(t1) = 0.
1
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Ecuaciones candnicas de Hamilton
Principio de Hamilton modificado
Entonces sélo nos queda el segundo término,

t2 . . OH OH
/t [—pz‘&h + ¢iop; — —0p; —

5 }dt:(),
1 Op;

87(11'%

agrupando,

¢
/ : qu - 8H> opi — (1'%‘ + 8H) 5%‘] dt =0,
t1 Op; 9q;

como tenemos que las ¢;'a y p;'s son coordenadas independientes,
entonces d¢;'a 'y dp;'s también lo son, por tanto,

. OH .  OH
Qi—aT)i:O, &Prl-aqi:(),
las cuales representan a las ecuaciones de Hamilton,
. OH ) 0H
B o b= "0
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