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2. Ecuaciones diferenciales de primer orden
2.1 Variables separables
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Ecuaciones diferenciales de primer orden

Introduccién: métodos de estudio de ecuaciones diferenciales

Los métodos de estudio de ecuaciones diferenciales se pueden clasificar
en tres grandes grupos,

Analitico Cualitativo Numérico

l; e m? m’h.-;.,ﬁ

=5 Y

P, )=

I
¢

dentro de los cuales nos enfocaremos en el método analitico, comen-
zando con ecuaciones diferenciales de primer orden.
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Variables separables

Fundamentos
Ecuacion separable

Ecuacién diferencial de primer orden de la forma,

dy _ g(z)

dr — h(y)

La forma separable de una EDO también se puede expresar como:
g(z)dz + h(y)dy = 0,

integrando desde un valor de frontera (xg, yo) hasta (z,y) tenemos:

/: g(z)dx + ! h(y)dy = 0.

0 Yo

De la ecuacidn anterior observamos lo siguiente:

1. Los limites inferiores contribuyen s6lo con valores ctes. a la solucion,
= se pueden ignorar y sélo afnadir una cte. de integracion.

2. Esta técnica no requiere que la EDO sea lineal.
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Variables separables
Ejemplo

Resolver la sig. ecuacidon diferencial por el método de variables sepa-
rables,
(14 2)dy — ydz = 0.

Analizando si es separable,

dy dx
1+ — =0 - (1l4+x)dy=ydxr — —=
(1+2)dy — ydx (1+2)dy = ydx y 152

integrando,

dy B
/ /1+m — Iny =In(1+z) +Ing,
Iny = In[c(1+ )],

L y=c(l+x).
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2. Ecuaciones diferenciales de primer orden

2.2 Ecuaciones exactas
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Ecuaciones exactas

Definicion
Consideremos la forma general de las EDO de primer 6rden,
dy _ M(z,y)
bl A M dr + N dy = 0.
o Nay (z,y)dx + N(z,y)dy =0

A esta ecuacién se le dice exacta si es posible expresarla mediante un
diferencial df V f(x,y) = cte,

df = fd +a—fdy—0
0 1o}
- (%:M(x,y) & o= NG,

Para comprobar que tal f(z,y) existe, y que por tanto la EDO es

exacta:
0M_a(af> O (6f> ON
dy oy \ox) 8y8:17 az \oy) oz’
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Ecuaciones exactas

Método de solucién

Considerando que se cumple la condicién de EDO exacta:

oM  ON
M N = 2
(z,y)dz + N(z,y)dy=0 = oy~ or
por tanto, existe una funcién f(z,y) tal que,
of of _
9r M(z,y) & 57y = N(z,y),

integrando parcialmente cada una de las expresiones anteriores,

foy) = [ Mo+ 9) & fy) = [ Nay)dy+h)

finalmente, se comparan los resultados de las integrales con las
funciones ¢g(y) y h(xz) para determinar su naturaleza y asi obtener

flz,y) =c
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Ecuaciones exactas
Ejemplo
Resolver la sig. EDO por medio del método de ecuaciones exactas,
2zydx + (2 — 1)dy = 0.
Analizando si cumple con la condicién de EDO exacta,

M($,y) :2.'17y, & N(:E,y) :‘7‘2_17

oM ON oM  ON
— =22z & — =22 => — = —,
dy 0 oy Ox
por tanto si se trata de una ec. exacta, por lo que procedemos a
resolver:
of

o M(z,y) =2zy — f(x,y) Z/wada:—i-g(y)
= flz,y) =2y +9(y),
gi:mx,y):x?l 5 fy) = [ @ =1y ha)

= f(z,y) =2’y —y+ h(z).
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Ecuaciones exactas
Ejemplo
Comparando ambos resultados,

flzy) = 2*y+9y),
flzy) = 2y —y+h(z),

observamos que para poder obtener en ambos casos la misma f(x,y)
se debe cumplir:

9(y) = -y, & h(z) =0,
por tanto, obtenemos para f(z,y):
f(xay) :l'Qy—y:C,

obteniendo finalmente como solucién de la EDO,

c

y—y=c = y=

x2 -1
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2. Ecuaciones diferenciales de primer orden

2.3 Ecuaciones lineales
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Ecuaciones lineales
Definicion
Ecuacion lineal

Una ecuacién diferencial de primer orden se puede representar en

l, .
al(@) 72 +aola)y = g(z) — =2 +p(a)y = f(2).

Para resolver la ecuacién estandar, busquemos un factor p(z) tal que
transforme a la ec. diferencial en una exacta:

Ly =) > p)]

= p(@)dy + p(x)p(z)yde = p(z) f(z)dz,
o p(@)dy + [p(@)p(z)y — p(z) f(z)] dz = 0.

Omar De la Pefia-Seaman | IFUAP Ecuaciones Diferenciales — Facultad de Ingenieria



Ecuaciones lineales
Método de solucién

Ahora, recordando la condicién para que una EDO sea exacta:
Oy dp , 0 &p) 5] <8<p>
dp=gpdet5,=0 < 81‘(83/ oy \ oz

por tanto, para nuestro problema, si queremos que se tenga una
ecuacién exacta, se debe cumplir,

de = p(z)dy + [p(z)p(z)y — p(z) f(z)] dx = 0,

2 — (o) & G = ulelplaly - u() (o)
Op(x) _ 0

=

or oy [(z)p(x)y] -

Simplificando la expresién anterior,

ou(z) 0 du(x)

0 2 lupe] > B~ uapta) - LD ey,
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Ecuaciones lineales

Método de solucidén: factor integrante

Integrando la expresidn anterior se obtiene:

d:((;)) =p(x)dr = Inu(x) = /p(x)dx = p(z) =exp (/p(x)dx) :

Obteniendo el factor integrante p(x), es posible encontrar una solu-
cién general a la ecuacién diferencial,

dy B

Y+ play = f(z),
= eF% +el'plx)y=el'f(z) ¥V F= [ p(z)dz,
= % (yeF> =eflqz) — d (yeF) =ef'q(z)dz,

Omar De la Pefia-Seaman | IFUAP Ecuaciones Diferenciales — Facultad de Ingenieria



Ecuaciones lineales
Propiedades de la solucién: ecuacién homogénea
Los dos términos de la solucién y(x) tienen la siguiente interpretacién:

y1(z) = Ce ! solucién de la ec. homogénea.

Para demostrar lo anterior, observemos la ec. general,

Yoy =f@) = Lpay=0 ¥ j@)=0,

resolviendo la ec. homogénea obtenida,

C;y = - /p(:c)dm = Iny=— /p(:r)dx 5

donde recordemos,
F:/p(x)da; = Ihy=—F+B = y=Ce F,

renombrando e — C, obteniendo asi el resultado esperado.
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Ecuaciones lineales
Propiedades de la solucién: ecuacién no-homogénea
El siguiente término de la solucién,

ya(z) = e_F/eFf(a:)dx,

corresponde al término f(x), y por tanto es una solucién a la ecuacién
original no-homogénea.

Del analisis anterior se observa:

e yi(x) representa la soluciéon general correspondiente a la ecuacién
homogénea,

® yo(x) representa la soluciéon general correspondiente a la ecuacién
no-homogénea.

Es decir, hemos encontrado la solucién completa de la EDO lineal de
primer orden,

= @)y = @) ¥ y=y}) + 15" @).
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Ecuaciones lineales

Ejemplo
Consideremos la siguiente ecuacién diferencial,
d
22 4y = 2%,
dx

la ecuacién es no homogénea, la cual expresando en la forma estandar,

dr 4 d
d%vj - ;y = 2%¢® comparando: % +p(z)y = f(2),
= pla)=——, f(x) =2,

hallando por tanto el factor integrante,

w(x) = exp {/p(az)dm] = exp [/—idaz}

—4

= exp[—4Inz] =exp [In(x*‘l)} =¥
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Ecuaciones lineales

Ejemplo
Multiplicando la ecuacién diferencial por el factor integrante obtenido
anteriormente,

dy 4 _
%—;y:flfsex Vv op(e) =2t
1dy 4
~ aldr 257 ze’,
d [y
= /d {3/4] = /a:emdx,
7
integrando: % =ze® —e"+C . y=(z— 1Dzt +Cxt
7
en donde tenemos:
yi(z) = Cz* sol. homogénea,
ya(z) = (z—1)z%e®, sol. no-homogénea.
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2. Ecuaciones diferenciales de primer orden

2.4 Soluciones por sustitucién
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Soluciones por sustitucién
Ecuaciones homogéneas
Si una funcién tiene la siguiente propiedad,

fltz,ty) =t f(z,y) V a €R,
entonces se dice que se trata de una funcién homogénea de grado a.
Una ED de primer orden en forma diferencial,
M(z,y)dx + N(z,y)dy =0

se dice que es homogénea si ambas funciones coeficientes M y N
son ecuaciones homogénicas del mismo grado,

M(tz,ty) =t“M(x,y) & N(tz,ty) =t*N(z,y),

.. se pueden expresar mediante las sustituciones propuestas como:
y=ur = M(z,y)=2°M1,u) & N(z,y)=z*N(1,u),
r=vy = M(z,y)=y*M(v,1) & N(z,y) =y*N(v,1).

siendo equivalente aplicar cualquiera de las sustituciones, dando lugar

a una ED de primer orden separable.
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Soluciones por sustitucién

Ecuaciones homogéneas

Para ejemplificar el punto anterior, analizemos:

M (z,y)dx + N(z,y)dy = 0,
oo x2*M(Lu)dr + 2*N(Lu)dy =0 V y = uzx,
= M(1,u)dx + N(1,u)(udr + zdu) =0 V dy = udx + xdu,
[M(1,u) +uN(1,u)]dx + zN(1,u)du = 0,
dz N(1,u)
z M(1,u) +uN(1,u)

du =0,

la cual representa una ED de forma separable.

De manera analoga, se tiene para y = vz,

M(v, 1
(v, 1) dv+ —= =0.

vM(v,1) 4+ N(v, 1) Yy
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Soluciones por sustitucién
Ejemplo
Resolver la siguiente ecuaciéon diferencial,
(2% + y?)dx + (22 — zy)dy = 0,
intentando por el método de sustitucion, observamos:
M(z,y) =2+, & N(z,y) = a® -y,
por tanto, ambas funciones son de grado 2, entonces proponemos:,
y =uzx, dy=udr+ xdu,
= (2 +u2?)de + (2* — uz?) (udz + xdu) =0,
(1 +w)a?dx 4+ (1 — u)2z3du = 0,

la cual ya se trata de una ecuacién separable, por tanto, procedemos

como corresponde,
dr 1—u

du =0,

x +1+u
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Soluciones por sustitucién
Ejemplo
integrando la ec. anterior,

d 1-— d 1—
W2 =0 = /—x:/ Yqu=0
T 1+u x 1+u

/dx:/<1—2)dm vV m=u+1, dm=du,
x m

Inz = m — 2lnm + InC’,
Inz = u — 2In(u + 1) + InC, !

Inz = LI 2In (W) + InC,
x x

lo cual reordenando queda como:

(z +y)°

|
n Cx

=2 = (z+y)?=Czxe¥/2 (1)

1 4+ InC’" = InC.
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2. Ecuaciones diferenciales de primer orden

2.5 Ecuacion de Bernoulli
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Ecuacion de Bernoulli

Definicion
La ecuacion de Bernoulli es una ecuacién de primer orden no-lineal,
cuya forma general es de la siguiente manera,

dy n

Ir +p(x)y = f(x)y™ V neR.

Esta ecuacién, sin embargo, puede convertirse en una lineal realizando

el siguiente cambio de variable,

1
n

U = yl_ = y=ul-r,
du _,dy dy 1 du
— =(1- "= == == n_—.
dzx ( n)y dx dzx 1-— ny dzx
Sustituyendo, por tanto, en la ec. de Bernoulli, tenemos:
1, du n
Y o ey = flaly,
du 1-—n
> @ -ny Tt = @)1-n),
du

f(z)(1 —n), EDO lineal.
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Ecuacidon de Bernoulli
Ejemplo

Resolver la ec. diferencial,

d
ey =a?y,
dx

analizando la EDO, se observa que se trata de la ecuacién no-lineal de
Bernoulli,

dy B n dy 1 B
%+p(w)y—f(w)y = Tt oy=ay V n=2,

proponiendo por tanto el sig. cambio de variable,

u=y'™ = u=y' V n=2
dy du
=7l -2
A dx dx
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Ecuacién de Bernoulli
Ejemplo
Sustituyendo en la ec. diferencial,

d 1 d 1
7y+fy—xy2 = _u_27u+7 -1 _l'u_Qa
dr x dv

d

du _uw _ —x, EDO lineal.

dr =«

Resolviendo por factor integrante,
1
ue) = oo [plads| ¥ pa) =1,
_ (1 _ _ _ 21T 1.1
= exp xdx = exp[—Inz] = exp {In(m )} =27 .

Multiplicando la ec. diferencial por factor integrante,

du u N ldﬁ U
dr = xdr 12
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Ecuacidon de Bernoulli
Ejemplo

la ec. anterior puede ser expresada como una diferencial total,

1 1
du U B d{ ]:_1,

frg :> - —
rdr 22 de |z

integrando la ec. anterior,

d[lu}:_l N /d[u}:—/dm,
dr |z T

u 2
;:—m—l—c = u=-z° +cx,

finalmente, sustituyendo la propuesta inicial u = y=1,

1
cr —x?’

u=1y" =—2’+zxc = y(x) =
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