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3. Ecuaciones diferenciales de orden superior
3.1 Ecuaciones homogéneas y no-homogéneas
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Ecuaciones homogéneas y no-homogéneas

Definiciones de ecs. homogéneas y no-homogéneas
Una ecuacién diferencial lineal de n-ésimo orden de la forma
dny dnfly dy
QA + ap—1 +...+a1(x)=— 4+ ag(x)y=0
se dice que es homogénea, mientras que una ecuacién
mn

d™y d" 1y dy
ap(zx )d =+ an-1(z )d:c”—l + ...+a1(x)% + ap(x)y
con g(x) # 0 es no-homogénea.

= g(x),

En general, consideramos que se cumple lo siguiente
e lo coeficientes a;(z) V i=1,2

.,n y g(x) son continuas,
® a,(z) # 0 para todo z en el intervalo de definicién

Ejemplos:

2y" +3y' —5=0 = ED lineal homogénea de segundo orden
z° ’"—I—Gy + 10y = €”

= ED lineal no-homogénea de tercer orden
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Ecuaciones homogéneas y no-homogéneas

Ecs. homogéneas: Principio de superposicion
En general, se denota a la derivada como dy/dx = Dy, donde D se
conoce como operador diferencial,

d’ny
dz™

n

= D"y.

Principio de superposicion
Sean y1, 4o, . ..,y soluciones en un intervalo I, de la ec.
de n-ésimo orden,

dn n—1
Y4 apr(a)Y

dxn—l

dz™

d
+...+a1(a¢)£+ao( )y =0,

an(x)
entonces la combinacion lineal:

y=ciy1(z) + coya(x) + ... + cxyr(z) V ¢; = ctes.

también es una en el mismo intervalo.
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Ecuaciones homogéneas y no-homogéneas

Ecs. homogéneas: solucién general, independencia de soluciones

Solucién general: ecuaciones homogéneas

Sean y1, v, ..., yn €l set de soluciones en un intervalo I, de
la ec. lineal de n-ésimo orden,

n—1,

an dy,
an(z) y_|_ an—1(z ,)7y+...+ar1($)dﬁi+a0(37)?/:07

dxm dx"— 1

entonces la de la ec. en el mismo intervalo es:

y = c1y1(xz) + coya(x) + ... + cpyn(z) V ¢; = ctes.

En donde las funciones yi1,¥2,...,yn son linealmente independi-
entes, cumpliendo por tanto con la ec. del Wronskiano:

W(yl’yZa v 7yn) =
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Ecuaciones homogéneas y no-homogéneas
Ecs. homogéneas: solucién general, independencia de soluciones, ejemplo
Se tiene la ec. diferencial lineal homogénea de segundo orden,

3z

3z -
y Ya=¢€ )

y" —9y =0 con soluciones: 7; = e

comprobando que las sol. sean linealmente independientes:

—3z

_ Y1 Y2 _|€ €
W(ylva) - yll yl2 - 3631' _36—31:

=—6#0,
por tanto, al ser linealmente independientes y formar un set com-
pleto, ! |a solucién general esta dada como:

y(r) = cyi(z) + caye(x)

= 1€%% + cpe 37,

lya que se tiene el mismo niimero de soluciones independientes que de orden
de la ED.
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Ecuaciones homogéneas y no-homogéneas

Ecs. no-homogéneas: solucién general
Cualquier funcién y, libre de parametros arbitrarios que satisfaga la ec.
lineal no-homogénea,

dny dn—l

d
T a1 (@) (@) 2+ aole)y = g(@),

an(2) dxn—1 dx

vV g(x) # 0, se dice que es una solucién particular de la ec. diferen-

Solucién general: ecuaciones no-homogéneas

Sea y, cualquier solucién de una ED lineal ,
Y S€a Y1, Y2, - - -y Yp UN de soluciones de la ec. diferencial

asociada (g(z) = 0), entonces la de la ec.
es:

Y= ye(z) + yp(x) = c1y1(x) + c2y2(x) + . .. + cryn(z) + Yp(),

YV ¢; = ctes, en donde y. se le conoce como la

para la ecuacién diferencial.
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Ecuaciones homogéneas y no-homogéneas
Ecs. no-homogéneas: solucién general, ejemplo
Consideremos la sig. ecuacién diferencial no-homogénea,

y" —6y" + 11y — 6y = 3,
la solucién general de la ec. diferencial vendra dada por

y:yc+yp7

donde la funcion complementaria y. es soluciéon de la ec. ho-
mogénea,

y" —6y" + 11y —6y =0 = y.=cre” + coe** + c3e™”

mientras que la sol. particular y, satisface la ec. no-homogénea

original,
1 1
=—— -z
AT IR
por tanto, la sol. general sera:
T 2z 3z 11 1
Y=1Ye+Yp=cire” +coe”™” +c3e” — — — —T.
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Ecuaciones homogéneas y no-homogéneas

Ecs. no-homogéneas: principio de superposicién

Principio de superposicion
Sean Yp,, Ypys - - - » Yp,, soluciones de la ecuacioén diferencial
lineal no-homogénea de n-ésimo orden:

an(@)y™ + an 1 (2)y" T + .+ a1 (@)Y + ao(x)y = gi(@),
donde i =1,2,...,k, entonces:

Yp = ym(x) +yp2($) +... +ypk(x)7

sera una de:

" :p)y(") AL an,l(x)y(”_l) +...+ai(2)y + aog(x)y
1) + g2(x) + ... + gr(z).
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Ecuaciones homogéneas y no-homogéneas

Ecs. no-homogéneas: principio de superposicién, ejemplo

Tenemos las siguientes ecuaciones no-homogéneas, 2 con sus respecti-
vas soluciones particulares,

Yp = =4 V" =3y +4y = —1627 + 24z — 8,
yp2 — €2$ V y// _ 3yl + 4y — 262x,
Yps = x€” YV Y =3y + 4y = 2ze” — €7,

por tanto, tenemos que la superposicion:
— + + = _4 2 + 2x + x
y - ypl yp2 yp3 - T € zre )
sera solucion de la sig. ec. diferencial no-homogénea:

Y — 3y + 4y = —162> + 24z — 8 + 2€%* + 2ze” — €.

?|as cuales solo difieren en la forma de g(z).
Omar De la Pefia-Seaman | IFUAP

Ecuaciones Diferenciales — Facultad de Ingenieria



Contenido: Tema 03

3. Ecuaciones diferenciales de orden superior

3.2 Reduccién de orden
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Reduccidon de orden

Definicién del método
Consideremos una ecuacién diferencial de segundo orden, lineal, y ho-
mogénea,

y' 4+ P(z)y + Q(z)y =0,

a la cual le conocemos una de sus dos soluciones: y = y;(x) # 0 para
todo el intervalo de definicién, entonces podemos definir la siguiente
relacién:

y = u(z)y1 (@),
para poder determinar la otra solucién de la ED. 3

Calculando las derivadas de la funcién propuesta:

y = u(x)y(z),
Y = wy+dy,
y// _ uy//1+2u/y/1+u//y1'

3tal sust. es posible debido a que 41 y y2 deben ser linealmente independientes.
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Reduccién de orden
Definicién del método
Sustituyendo lo anterior en la ED,

y" + P(z)y + Qx)y =0,

= [uy’y + 20y +u"yi] + P(2) [uy'y +w'yi] + Q) [uy] =0,
u"y1 +u' 20 + P(@)y] +uly’ + P@)y' + Q(z)y1] =0,
u"y1 + ' [2y' + P(x)y] = 0,*

proponiendo la siguiente sustitucién:

/!

w=u = yw+ 2y, +P)y)w=0,

5

obtenemos, por tanto, una ED de primer orden en las var. wy x.

/
dﬂ—i— <2yl+P(ac)>w:0.

“el dltimo término se anula debido a que 31 es solucién de la ED.
Srecordando que y; es una funcién conocida de .
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Reduccidon de orden

Definicién del método
La ED obtenida anteriormente es separable, por tanto resolviendo,

dw ¥
— (24P =
dx * ( Y1 * (:E)) w=0,

N dw _ _/Qdyldx_/p(w)dq; = —/zdyl —/P(a;)dx,
w y1 dx Y1
Inw = —Iny? — /P(Sﬂ)dft,
in (wy) = - / P(z)dz,
d
5wt =t = e[ [P@s]. v v =,

u= /%exp [—/P(w)dw] de, V y=wn
Y1

= o= yl/;exp {—/P(l‘)dl‘} dx.

1
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Contenido: Tema 03

3. Ecuaciones diferenciales de orden superior

3.3 Ecuaciones lineales homogéneas con coeficientes constantes

Omar De la Pefia-Seaman | IFUAP Ecuaciones Diferenciales — Facultad de Ingenieria



Ecs. lineales homogéneas con coeficientes constantes

Preliminares
Consideremos una ED de primer orden lineal homogénea,

ay +by =0V a#0 & b constantes,
reescribiendo la ED anterior,
v =ky V k= —b/a=cte.,

observamos que la tnica funcién elemental que cumple con la ec.
anterior ® es una funcién exponencial: ™,

y=¢em"" y =mem”,
= ay +by=0 — ame™ +be™ =0 o " (am+b) =0,
de la ec. anterior se observa que para que cumpla, se debe tener:
am+b=0,

por tanto, sélo cuando m cumple con la condicién anterior, la funcién
y = €™ serd solucién de la ED ay’ + by = 0.

®funcién cuya derivada es una cte. miltiple de si misma.
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Ecs. lineales homogéneas con coeficientes constantes
Ecuaciones diferenciales de segundo orden
Consideremos el caso de una ec. diferencial de segundo orden ho-
mogénea,

ay” +by +cy=0 V a,b,c= constantes,
proponiendo una solucién,
y=e" y =me™, y =m ",
y sustituyéndola en la ED, obtenemos:
am?e™ + bme™ + ce™ =0 — (am2 + bm + c) e =0

debido a que €™* £ 0 V =z, entonces y = ™" serd solucion de la
ec. diferencial cuando m sea raiz de la ec. cuadratica obtenida:

am? +bm +c = 0.
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Ecs. lineales homogéneas con coeficientes constantes

Ecuacién auxiliar

La ecuacién polinomial obtenida de la ec. diferencial, se le conoce
como ecuacion auxiliar,

af +by +cy=0VY y=e™ — am?+bm+c=0,

la cual resolviendo nos arroja las siguientes expresiones para m:

b Vb2 — 4ac b Vb2 — 4ac

_ 0 VY TR e = YT Aac
(L 2a o 2a e 2a 2a ’

por tanto, habra tres formas de la solucién general que corresponden
a los tres casos siguientes:
e my y my son reales y distintas = /b2 — 4ac > 0,
e my y my son reales e iguales = /b2 — 4ac = 0,
e m; y my son complejos conjugados = /b2 — dac < 0.
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Ecs. lineales homogéneas con coeficientes constantes
Caso |: raices reales y distintas
En el caso de que la ecuacion auxiliar tenga dos raices reales y distin-
tas, se tendran por tanto dos soluciones linealmente independientes,

y1 =" & yg = e,
formando un conjunto fundamental,
y = cre™? 4 coe™?”,
Ejemplo
2 =5y —=3y=0 — 2m? —5m—-3=0V y=em,
resolviendo la ecuacién auxiliar obtenida:

(2m)> —52m)—6=0 — (2m—6)2m+1)=0
m-3)2m+1)=0 = y =€, y=c 2

=165 + cpe/?
Y

< solucién general.
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Ecs. lineales homogéneas con coeficientes constantes

Caso |lI: raices reales repetidas

En el caso de que la ecuacién auxiliar arroje soluciones reales y repeti-
das, m1 = mao, entonces solo se puede obtener una solucién,

b 4

y1=€e™" YV am®+bm+c=0 & my==g5
a

en donde la segunda solucién puede ser obtenida mediante el método
de reduccion de orden (y = u(z)y;(z)) para la ec. diferencial,

b c
v +P)y +Q)y=0 < '+ ay' toy= 0V y=uem”
por tanto, calculando las derivadas de la propuesta,

!/
Y =1'e™® £ mpue™® & 3’ =u"e™® + 2myu'e”™® £ miue™?,

"recordando que para raices idénticas se tiene v/b2 — 4ac = 0.
8recordando que tratamos con una ED de coeficientes constantes.
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Ecs. lineales homogéneas con coeficientes constantes
Caso |lI: raices reales repetidas
sutituyendo en la ec. diferencial lo obtenido anteriormente,

'+ Pa)y' +Qx)y =0,

[u” + 2mau + m%u] ™ + [u' + myu] €™ P(x) + ue™*Q(x) = 0,
u” + [2my + P(x)]u 4 [m? + P(x)my + Q(z)ju=0 V ™% £0,
v’ + (2mq + P(z))u’ =0,

recordemos que,

b b
P(x)za &mlz—% = 2m; + P(x) =0,

por tanto, tenemos la siguiente ED:

W=0 = J=CV C=cte. = u=zu?

T

pero: y=ue™?* = yy = xe™?*,

y = c1e™? 4 coxe™?® <« solucion general.

%la constante C' puede tomar cualquier valor .. C' = 1.
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Ecs. lineales homogéneas con coeficientes constantes
Caso |lI: raices reales repetidas

Ejemplo
y' =10y +25y=0 — m?P—10m+25=0V y=e"%,
resolviendo la ecuacién auxiliar obtenida,
m?—10m+25=0 — (m—-52=0 — m; =5,

por tanto, obtenemos solamente una solucién de la ec. auxiliar,

bx
y1=¢€e,
siendo la segunda solucién deducida por el método de reduccién de

orden,

mix bx
)

Yo = xE = Yo =uwe
obteniendo asi la solucién general del problema,

bx

y = 1 + cpze
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Ecs. lineales homogéneas con coeficientes constantes
Caso Ill: raices complejas conjugadas
Para el caso cuando se obtienen de la ecuacion auxiliar raices com-
plejas conjugadas, tenemos:

mi=a+if & mo=a—1if,
por tanto, las posibles soluciones para la ED serian,

mir _ e(a—i—zﬁ)x _ eaa:ezﬂac’

y = €
Yy = M2t — e(a—zﬂ)z _ ea:ce—zﬂ:c‘

Sin embargo, como necesitamos que las soluciones sean funciones
definidas en una regién del campo de los reales, reformulemos las
expresiones para 41 y y2 usando la formula de Euler

¢’ = Cosb + iSend,
por tanto,
Yy = et = 9 [Cosfix + iSenfi],

Yy = T — gon [CosfBz — iSenfz],
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Ecs. lineales homogéneas con coeficientes constantes

Caso Ill: raices complejas conjugadas

utilizando las exp. anteriores para describir a la solucion general,

y = Ay + Aoy,
A1e** [Cosfz + iSenfz] + Aze®” [Cosfx — iSenfz],
= e [(A; + Az)CosBx + i(A; — A2)Senpz],
=y = e"[c;Cospx + caSenfx] = c1e**Cosfx + coe™Senfux,

en donde se han realizado las siguientes sustituciones:
cl1 = Al —l—A2 & Co = ’L(Al — Ag),
por tanto, tenemos:
y1 = e*Cosfx & 1y = e**Senfx,

las cuales representan un conjunto de funciones reales, linealmente
independientes, que forman un conjunto fundamental.
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Ecs. lineales homogéneas con coeficientes constantes
Caso Ill: raices complejas conjugadas
Ejemplo
V' + 4y +Ty=0 — mPHAdm+T7=0V y=¢™
resolviendo la ecuacién auxiliar obtenida,
m24+4Am+7=0 — mi=-24+iV3 & mao=—2—iV3,
.. tenemos dos soluciones complejas conjugadas de la ec. auxiliar,
Y = emlx — e—2:cei\/§ac & Yo = emgm — e—2xe—i\/§x’
construyendo la solucién general,
Yy = Alyl + A2y2 = 6_2x [Alei\/gx + Age_i\/gx} s
= ¢ {A1Cosx/§x +iA;SenV3x + AyCosV/3x — iAgSen\/gx} ,

y = e [01C05\/§1‘ + CQSen\/?:J:} = 162" CosV/3x + cae >*Seny/3z.
en donde el set completo vendra dado como,
Y1 = e 22CosV3z & yy = e Senv/3z.
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Contenido: Tema 03

3. Ecuaciones diferenciales de orden superior

3.4 Coeficientes indeterminados
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Coeficientes indeterminados

Preliminares

Recordemos que para resolver una ecuacion diferencial lineal no-homogénea
any™ + an_1y" Y 4 ary’ + agy = g(2),

debemos:

e encontrar la funcion complementaria y., mediante la solucién de
la ec. homogénea asociada,

! !
any(n) + an—ly(n ) +...tay +ay =0,
e econtrar alguna solucion particular y, de la ec. no-homogénea
original,
de esta manera se obtendra la solucién general de la ecuacién difer-
encial no-homogénea,

Y =Y+ Yp-
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Coeficientes indeterminados

Método de coeficientes indeterminados

El método de coeficientes indeterminados se utiliza para hallar la
solucion particular y,, y se puede aplicar bajo las sig. condiciones:

e |a ecuacién diferencial posee coeficientes constantes,

e la funcién g(z) y todas sus derivadas pueden ser descritas en tér-
minos del mismo set finito de funciones linealmente independientes

{y1($)7y2($)’ T 7yn(w)} :

En tal caso, la solucién particular se expresa como una combinacién
lineal de dicho set,

yp(x) = A1y (x) + Aoyo(x) + ... + Apyn(),

en donde Aq, As, ..., A, denotan constantes arbitrarias que deben
ser determinadas, evaluando y, en la ED no-homogénea.
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Coeficientes indeterminados
Set linealmente independiente: Caso |
Caso I: g(x) = pp(x)

Cuando tenemos un polinomio de grado n en la variable independiente
x para g(z), se asume la siguiente forma para la solucién particular,

yp = Apa" + Ap 12" P4+ 4+ Az + Ap.

Ejemplo
Y + 4y — 2y = 222 — 3z + 6,

como primer paso resolvemos la ecuacién homogénea asociada,

' +4y —2y=0 — mP4+4m—2=0 V y=e"",
m1:—2—\/6 & m2:—2+\/6,

por tanto, la funcién complementaria sera,

—(24+V6)z +626(_2+\/6)x.

Ye = C1Y1 + C2Y2 = C1€
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Coeficientes indeterminados
Set linealmente independiente: Caso |
El siguiente paso sera asumir la forma para la solucién particular,

glr) =222 =32 +6 = vy, = Agx® + Ayx + Ay,
calculando las derivadas de la propuesta de y,,:
yp' =24+ A1 & yp" =24,
sustituyendo en la ED no-homogénea original,
Y + 4y — 2y = 22? — 3z + 6,
= (242) +4 (2453 + A1) — 2 (As2® + A1z + Ay) = 227 — 33 + 6,
—2A52% + (843 — 241) x + 245 + 4A; — 249 =222 =3z + 6,

comparando coeficientes de términos con potencias iguales a ambos
lados de la igualdad, tenemos:

—245 = 2,
8As —2A; = -3,
2A9 +4A1 — 24y
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Coeficientes indeterminados

Set linealmente independiente: Caso |
resolviendo el sistema de ecuaciones para los coeficientes 4; V i =
0,1,2,
—2A2 =2 — AQ = —1,
8A2 — 2A1 =-3 = A1 = —5/2,
249 +4A1 —24A3=6 — Ag=-9,

por tanto, la solucién particular sera,

5
yp = Asx® + A1z + Ay = yp:—xQ—ix—Q,

siendo que la solucién general de la ecuaciéon dada es,

@+VO)z 4 ope(-2+VE)z _ g2 gl‘ - 9.

y:yc+yp201€_
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Coeficientes indeterminados
Set linealmente independiente: Caso Il

Caso Il: g(z) = ke™*

en donde k£ y o son ambas constantes conocidas, entonces asumimos

como solucién,
axr

yp = Ae

Ejemplo
y// _ 23// — 3y = 662:57

como primer paso resolvemos la ecuacién homogénea asociada,

y' =2/ —3y=0 —- m?-2m—-3=0V y=em,
(m—=3)(m+1)=0 .. m =3 & mg=—1,

por tanto, la funcién complementaria sera,

Yo = 191 + coya = c1€37 + cpe” "
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Coeficientes indeterminados
Set linealmente independiente: Caso Il
El siguiente paso sera asumir la forma para la solucién particular,

g(x) = 66> =y, = ke,
calculando las derivadas de la propuesta de y,,:
yp = 2ke* & Yy = 4ke*
sustituyendo en la ED no-homogénea original,
Y — 2y — 3y = 6>,
= (4]{362$> -2 (2k62$) -3 (ke%) = 627,
—3ke?® = 6e%*,
comparando el coeficiente a ambos lados de la igualdad,
~3k=6 = k=-2 .. y,=—2%,
por tanto, la solucion general de la ED dada es,

Y=Y+ Yp = 1637 + coe™% — 2€%%,
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Coeficientes indeterminados

Set linealmente independiente: Caso Ill

Caso Il g(z) = k1Cosfx + koSenfx

en donde k1, ko y B son constantes conocidas, se asume la siguiente
forma para la solucién particular,

yp = ACospx + BSenfz.

Ejemplo
y" — 2y +y = 2Sen3z,

como primer paso resolvemos la ecuacién homogénea asociada,

Y =2 +y=0 - m>—2m+1=0V y=em?,

(m—-12%=0 - m=my=1,

por tanto, la funcién complementaria sera,

] 4y
Ye = C1Y1 + C2Y2 = c1€” + coxe™.
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Coeficientes indeterminados
Set linealmente independiente: Caso Ill
El siguiente paso sera asumir la forma para la solucién particular,

g(x) =2Sen3z = vy, = ACos3x + BSen3z,
calculando las derivadas de la propuesta de y,,:
y, = —3ASen3z + 3BCos3z & y,”" = —9ACos3z — 9BSen3z,
sustituyendo en la ED no-homogénea original,
y" — 2y +y = 2Sen3z,
= (—9ACos3z — 9BSen3z) — 2 (—3ASen3x + 3BCos3z) + ...
...+ (ACos3z + BSen3x) = 2Sen3z,
(—8A — 6B)Cos3z + (6A — 8B)Sen3z = 2Sen3z,

comparando coeficientes de las funciones trigonométricas iguales a
ambos lados de la igualdad, tenemos:

—84-6B = 0,
6A—8B = 2,
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Coeficientes indeterminados
Set linealmente independiente: Caso Ill
resolviendo el sistema de ecuaciones para los coeficientes A y B,

—84-6B=0 — —48A—36B =0,
6A—8B =2 — +48A4—64B = 16,

sumando ambas ecuaciones, se obtiene:

1
_100B = 16 P
- 25

. _8A—6B=0 — 8A—( 6)< 4) 5 oa=3

N N 25 25

por tanto, la solucién particular sera,
3 4
yp = ACos3z + BSen3z =y, = %Cos?;x = %Sen?)x,
siendo que la solucién general de la ecuacién dada es,

3 4
Y=Y+ yp =cre’ + coxe” + %COS?).I = %Sean.
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Coeficientes indeterminados

Set linealmente independiente: generalizacién
En las ED donde g(z) sea un producto de términos considerados en
los casos | a lll, se propone como la solucién particular el producto de
las soluciones propuestas correspondientes,

9(x) = e pn(z),
— yp =€ (Apa" + Ap 1z V4 A+ Ap),
9(x) = e*"pp(z)Senpz,
—  yp = e“"Senfr(A,z"™ + Ap 2"+ A+ Ag)+ ...
..+ e Cosfr(Bpx"™ + By 12" ' 4 ... + Bixz + By).
Para el caso en que g(x) sea una suma de términos considerados,
entonces la sol. particular serd la suma de las soluciones propuestas,
g(x) = k1€*® + py(z) + koSenfz,
- Yp= Ce™™ + Apz™ 4+ Ap_12™" 1+ ...+ Az +Ag+...
...+ BiSenfz + ByCosf.
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Coeficientes indeterminados
Set linealmente independiente: generalizacién, ejemplos
Consideremos la siguiente ecuacién diferencial,

y" + 4y = xCosx
resolviendo en primera instancia la ecuaciéon homogénea asociada,
Y +dy=0 — m?4+4=0VY y=em?,
my = 21 & mo = —2i,
por tanto, la funcién complementaria ser3,
Yo = c1y1+ caya = 1”7 + cpe” 7,
= ¢ (Cos2z + iSen2z) + co (Cos2x — iSen2zx) ,
= (1 + c2)Cos2zx + i(c1 — c2)Sen2z,
= A;Cos2x + AsSen2z:.10

%en donde hemos realizado la sig. sustitucién: A; = ¢1+ca, & Az =i(c1—c2)
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Coeficientes indeterminados
Set linealmente independiente: generalizacién, ejemplos
Se procede ahora a construir la propuesta de solucién particular en
funcién de la forma de g(z),
g(z) = xCosz < prod. de polinomio por func. Coseno,
= yp = (Biz + By)Cosz + (C1z + Cp)Senz,
calculando las derivadas de y,,
y', = BiCosz — (Bix + By)Senz + C1Senx + (Cyz + Cp)Cosz,
y", = —BiSenz — BiSenz — (Bx + By)Cosx + ...
...+ C1Cosz + C1Cosz — (Cyz + Cp)Senz,
= —2B;Senx — (Bix + By)Cosz + 2C Cosz — (Cyz + Cp)Senz.
Sustituyendo en la ED no-homogénea,
y" + 4y = zCosz,
[-2B;Senz — (Byz + By)Cosx + 2CCosx — (Crz + Cp)Senz] + ..
...+ 4[(Bix + By)Cosz + (Cix + Cp)Senx] = xCosz,
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Coeficientes indeterminados
Set linealmente independiente: generalizacién, ejemplos
agrupando términos comunes en la expresién anterior,

[-2B;Senz — (Byz + Bp)Cosx + 2C1Cosz — (Crz + Cp)Senz] + . .
...+ 4[(Bix + By)Cosz + (Cix 4+ Cp)Senx] = xCosz,
= [-2B; + 3Cy] Senz + [3Bg + 2C4] Cosz + ...
...+ [3C1] 2Senz + [3B;1] xCosz = xCosz,
y comparando en ambos lados de la ecuacién,
—2B14+3Cy =0, 3By+2C, =0, 3C; =0, 3B; =1,
resolviendo el sistema de ecuaciones, obtenemos para las ctes,
B =1/3, C;=0, By=0, Cyp=2/9,
obteniendo como solucién particular, y soluciéon general lo siguiente:
yp = (1/3)zCosz + (2/9)Senz,
y = yYc+yp=A1Cos2x + AySen2z + 2(1/3)Cosz + (2/9)Senz.
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Coeficientes indeterminados
Set linealmente independiente: generalizacién, ejemplos
Consideremos la siguiente ecuacién diferencial,

Y’ — 8y + 25y = 5ade ™ —Te
resolviendo en primera instancia la ecuaciéon homogénea asociada,

y' —8y+25=0 — mP—8y+25=0V y=e"",
mi1 =443 & mg =4— 31,

por tanto, la funcién complementaria ser3,

4r 3ix
Ye = cC1Y1+cy2 =cre e + coe

= 1% (Cos3z + iSen3x) + cpe'” (Cos2z — iSen3x)
= (c1+ c2)e*®Cos3x +i(c; — ca)e?®Sen3i,
= A;e*Cos3z + Ase*®Sen3z. 1!

4 3ix

Cte* ,

en donde hemos realizado la sig. sustitucién: A; = ¢1+ca, & Az =i(c1—c2)
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Coeficientes indeterminados

Set linealmente independiente: generalizacién, ejemplos
Se procede ahora a construir la propuesta de solucién particular en
funcién de la forma de g(z),

g(z) = bade ™ —Te % = (52> —7)e™® < polinomio x exp.,
= 1y, = (Bsz®+ Bea®+ Biz+ Bple ®,
calculando las derivadas de y,,
Yy = |-Bsa®+(3Bs— Ba)a® + (2B — Bi)a + (Bi — Bo)| e,
y'y = [Bsa®+ (~9Bs+ By)a® + (6B — 4By + Br)x + ...

...+ (2By — 2By + By)|e” %, .
Sustituyendo en la ED no-homogénea,
y" — 8y + 25y = bxde* — Te %,
[384B52® + (~33B3 + 34B,)a® + (6B3 — 20B; + 34By)a + ...
...+ (2By — 10B; + 34By)] = (523 — 7)e™%,
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Coeficientes indeterminados

Set linealmente independiente: generalizacién, ejemplos

y comparando en ambos lados de la ecuacién los coeficientes de térmi-
nos con la misma potencia,

23 34B3 =5, 2%: —3B3+ 34By =0,
x:6Bs —20By +34B; =0, indep.: 2By — 10B; + 34By = —7,

al resolver el sistema de ecs. anterior para las constantes A; V i =
0 — 3, se obteniene la solucion particular,

= (Bgac3 + Box? + Biz + Bp)e™®,
teniendo finalmente la solucion general del problema,

Yy = Yet+Up
A1e*Cos3z + Ase*®Sen3z + (Bga:3 + Byz? + Biz + Bp)e™*.
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Coeficientes indeterminados
Set linealmente independiente: degeneracién de soluciones
Consideremos la siguiente ED no-homogénea,

" / T
y -2y +y=e’,
como primer paso resolvemos la ecuacién homogénea asociada,

V' =2/ +y=0 — mP—2m+1=0V y=e",

(m—12=0 .. m=mg=1,
por tanto, la funcién complementaria ser3,
— _ X x
Yo = C1Y1 + C2y2 = c1” + coxe”.
Proponiendo ahora una forma para la solucién particular,

g(z) = € <« func. exponencial,

= yp = A€,
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Coeficientes indeterminados
Set linealmente independiente: degeneracién de soluciones
el siguiente paso seria calcular las derivadas de la propuesta y,,

yp = Ae” =y’ =y, = Ae”,
sustituyendo en la ED no-homogénea,

y' =2 +y=¢",
Ae® —2Ae” + Ae® =¥ = 0=¢"Ill

El aparente problema en esta ED proviene de la forma de la funcién
complementaria y la propuesta de solucién particular,

Ye = c1e” + coze” & yp = Ae”,

ya que se observa una degeneracion entre ambas funciones, la cual
debe ser removida de la manera estandar:

yp = Ae” X y, = Aze” X y, = Az’e® /
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Coeficientes indeterminados
Set linealmente independiente: degeneracién de soluciones
Utilizando la nueva propuesta para la solucién particular,

yp = Ax?e” — vy, = 2Axe"+Ax?e® — y," = 2Ae"+4Axe®+ Ax’e”,
sustituyendo en la ED no-homogénea,
y' =2y +y=e,
2Ae" + 4Axe” + Aa:Ze’”] -2 [2Aa:ex + Am2ez} + Az?e® = €*

agrupando términos de misma potencia y comparando ambos lados
de la igualdad tenemos,

2Ae" =¥ = A=1/2,
por tanto, tenemos para la solucién particular y la solucion general:

vy = (1/2)z%",
Yy = Yet+yp=cie” +coze’ + (1/2):E2ex.
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Contenido: Tema 03

3. Ecuaciones diferenciales de orden superior

3.5 Sistemas de ecuaciones diferenciales lineales
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Sistemas de ecuaciones diferenciales lineales

Eliminacién sistematica
Un sistema de ecuaciones diferenciales debe cumplir con las siguientes
caracteristicas:

e formarse por dos o mas ED con coeficentes constantes,

e contener derivadas de dos o mas variables dependientes respecto
a una sola variable independiente.

Para resolver un sistema de ED con tales caracteristicas, se utiliza el
método de eliminacion sistematica, el cual se ejemplifica resolviendo

el sig. sistema,
dx dy

expresando ahora el sistema en operadores diferenciales D™ = d/dz",

= Dz =3y & Dy =2z,
Dr—3y=0 & 2x—Dy=0,
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Sistemas de ecuaciones diferenciales lineales
Eliminacién sistematica
por tanto, para resolver el sistema anterior aplicamos lo siguiente:
Dxr—3y=0 — 2)Dx—3y=0, — 2Dx—06y=0,
2r—Dy=0 — —D)2z—-Dy=0, — —2Dz+ D%y =0,

sumando las ecs. anteriores se eliminan los términos Dz, resultando:
D?*y — 6y =0,
la cual representa una ED sélo en una variable, resolviendo:

_ 6t _ =6t 12
1_6 9 =€ 9

Yy Y2

por tanto, la solucién para y(t) sers,

y(t) = ciyn + coyp = creV8t 4 cpe= Ve,

12 vt
y=e" =m?—6=0=mi =6, ma=—6.
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Sistemas de ecuaciones diferenciales lineales

Eliminacién sistemética
Para obtener la sol. de z(t), regresamos al sistema original y elimi-
namos la variable y(t),

Dr—-3y=0 — D)Dz—3y=0— D?zx—3Dy=0,
2r—Dy=0 — —=3)2x—Dy=0, — —6x+3Dy=0,

sumando las ecs. anteriores ahora se eliminan los términos Dy, resul-
tando:
D*z — 62 =0,

resolviendo:

| = eVo V6t
)

T Tog=e€ YV,

por tanto, la solucién para z(t) sera,

:zz(t) =bix1 + boxo = ble\/ét + bgei\/ét.
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Sistemas de ecuaciones diferenciales lineales
Eliminacién sistematica
Por tanto, obtenemos para las dos funciones dependientes y(t) y x(t),
y(t) = 1eV0 1 cpe VOl
xz(t) = ble‘[t + bge_‘[t,
sin embargo, el sistema sélo permite dos constantes, y tenemos cua-

tro, dos por ecuacion, lo que significa que las ctes. estan relacionadas
mediante las ED del sistema,

dx dy
=3y & — =2
a Yy T
usando una de ellas para encontrar la relacién,
d
d;: =3y YV y(t) = c1eV0 4 cpe~ VB, z(t) = bre¥0 + bye= Vol

= V6 (ble\/ét — bge_\/ét) -3 (cle‘[t + coe ft) =0,
(Vb1 — 3e1) €¥0 4 (— /by — 3c) Vo =0,
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Sistemas de ecuaciones diferenciales lineales

Eliminacién sistemética

para que la ecuacién anterior se cumpla, ambas expresiones se tienen
que eliminar, una a una,'3

(\fb1—361) ( \fb2—362) —Vet _ o,
= V6bi —3c1 =0 & —V6by— 3¢y =0,
V6 V6

C1 = ?bla & = —?52;

obteniendo asi que la solucién del sistema es, finalmente,

x(t) = ble\/ét-l-bgei\/ét,

y(t) = 1eVol 4 gpem VOl = \fble\/gt - ?bge_\/&.

Bdebido a la independiencia lineal de las funciones exponenciales.
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