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Transformada de Laplace y transformada inversa
Definiciones
La transformada integral de una funcién f(t), definida para t < 0:

L{@= [ et i = F(s).

representa la transformada de Laplace de f(t), siempre y cuando la
integral converja,

/0 ¥ K(s ) ()t = lim [ K(s,6)f ()t

b—0o0 /o

en donde K (s,t) representa el kernel de la transformada. !
La transformada cumple con las propiedades de linealidad,

L{af(t) +Bg(t)} = oL{fO)} +BL{g[D)},
= aF(s)+ BG(s).

!siendo el kernel para la transformada de Laplace e **.
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Transformada de Laplace y transformada inversa
Transformaciones de funciones basicas, ejemplos
Algunas transformaciones de funciones basicas son,

n! 1
‘C{tn} - 5n+1 Vne Z+ E{eat} - s—a’
k k
L{Senkt} = m, L{Senhkt} = m,
S S
L{Coskt} = 24 k2’ L{Coshkt} = ot

Ejemplo: hallar la transf. de Laplace de f(t) =

[e.e] 1 [e.e]
= L{t} = /0 e Stdt = = /0 e ' (—ts)d(—ts),
1

— | (_ —ts _ _—ts =)
= 2 [( ts)e e }0 ,
! vV s>0
= o ]
7

2resolviendo por integracién por partes.
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Transformada de Laplace y transformada inversa
Transformaciones de funciones basicas, ejemplos

Ejemplo: hallar la transf. de Laplace de f(t) =

_ s+3)td —
S +3 ts+3)

e 3,

_m [6—(3—4-3)15} zo

)

= V s+43>0 — V s> -—3.
8+3

Ejemplo: hallar la transf. de Laplace de f(t) = Sen2t.

= L{t} = / e '5Sen2tdt,
0

1 2 =
= {—e_tSSeth—i— /e_tSCOSQtdt:| g
S S 0

1 —ts 2 —ts 4 —ts 2
= |—=—e "*Sen2t — Cos2t — —2/6 Sen2tdt|
S 52 S
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Transformada de Laplace y transformada inversa

Transformaciones de funciones basicas, ejemplos

del resultado anterior observamos:

- L 2 4 —t *
e Sen2tdt = |——e Sen2t — —e ¥Cos2t — — [ e “*Sen2tdt|
0 s 52 s 0
2 4 [o© 1 9 0o 92
i —; / e 5Sen2tdt = {e_tSSen% — 2e_t“(”Cos2t] ==,
s 0 s s 0 s
por tanto,

L{Sen2t} = / e '5Sen2tdt,
0

2
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Transformada de Laplace y transformada inversa

Transformada inversa

Si F'(s) representa la transformada de Laplace de una funcién f(t),

L{f(®)} = F(s),

entonces la transformada inversa de Laplace de F'(s) viene dada
como,

f(t) = L7HF(s)}.

Algunas transformadas inversas son,

|
" = L—l{ gl}vnezt e = c—l{sla},
3 =
Senkt = ﬁ—l{h";kQ}, Senhkt = 5—1{52—%—2},
3 .
1 S . S
Coskt - E {M} 5 Coshkt = E {m} o
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Transformada de Laplace y transformada inversa

Transformada inversa, ejemplos

De igual manera, la transformada inversa cumple con las propiedades
de linealidad,
L7HaF(s) +BG(s)} = aL H{F(s)} + BLTHG(s)},
= af(t)+ Bg(t).
Ejemplo: hallar la transf. inversa de F(s) = 1/s°.
MR E I i1
1

!
B n_ a1 n!
= —2413 yaque t"=L {s”“}'

Ejemplo: hallar la transf. inversa de F(s) = 1/(s? + 7).

5_1{3217} B \%5_1{32\f7}’

1 k
= WSen\ﬁt, ya que Senkt = L1 {m} .

9
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Transformada de Laplace y transformada inversa

Transformada inversa, ejemplos

5246549
(s—=1)(s—2)(s+4)"

5—1{(5_&25;(;4} s
- o {5 {s+4}
N —?5_1{3i1}+2§5_1{312}+305 {si4}’

16 25 1 1
= — et + e? 4 e donde: ¥ = L7 {——} .

Ejemplo: hallar la transf. inversa de F(s) =

) 6 30 s—«

3aplicando fracciones parciales.
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Transformada de derivadas

Definiciones
Consideremos la aplicacion de la transformada de Laplace a derivadas,

croy = T et nyt,

= [efStf(t)Eo +s /OOO e Stf(t)dt,*

= —f(0)+sL{f(t)},
= L{f'(t)} = sF(s)— f(0).
Analizando ahora el caso de la segunda derivada,

Loy = T estp t)t,
= [e‘“f’(t)]zo +s /OOO e Stf(t)dt,
= sy
= LU} = $2F(s)— sf(0) — £(0).

4integrando por partes.
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Transformada de derivadas

Generalizacién
Para el caso de la transf. de una n-ésima derivada, tenemos que si
fof's ..., f™ son continuas V ¢t > 0y F(s) = L{f(t)}, entonces:

L{FM®)} = " F(s) =" f(0)=s" 2 f/(0) =" "(0) ...~ f"D(0).
Con lo anterior, apliquemos la transf. de Laplace a una EDO,
=+ ...+ ay +aoy = g(1),
Vooy(0) =yo; ¥'(0) = w15 . 5y (0) = g,
= anl {jnyfj} +anaL {Z;:?{} bt aol {y) = £{g(®)},
an [S"Y(s) — sy — "y — L — yn_l} +...

+an-1 {5"71}/(5) — " 2y — " By — ... — yn_g} 3.5,
oo tagY(s) = G(s),
vV L{y(t)}=Y(s) & L{g(t)} =G(s),
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Transformada de derivadas

Generalizacién
agrupando términos de mismas derivadas,

an [S”Y(s) — "y — "2y — L — yn,l] + ...
+ay,_1 {sn_lY(s) T L T — yn_g} + ...
+aOY(3) = G(S)a
= Y(s) {ans" Tap 18" Lt ao] T
-0 [ans”_l +ap18" 2 +... + al} + ...
—11 [anﬁ”_2 +ap_18" 2+ ..+ ag} + ... — Yn—1]ao] = G(s),

observamos que la ED original se ha convertido en una ec. algebraica
en donde el objetivo es determinar Y (), donde:

las derivadas: yo = y(0); y1 =¥/ (0); ... syn—1 =" D(0),
los coeficientes: ay; ap_1; ... ;a1, ag,

son conocidos.
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Transformada de derivadas

Generalizacién
Por tanto, agrupando se tiene:

Y (s)P(s) — Q(s) = G(s),
V'  P(s) =aps" + an_18" 1+ ... +ag,

Q(s) = yo [ans”’1 + an_ls’“2 + ...+ a1] 4.
T [a,ngn_Q + anflsn_?) +...F CLQ] + .o+ Yn—1 [an] )
por tanto,
Y(S) e Q(S) G(S)
P(s)  P(s)’

en donde, una vez obtenida Y'(s), se aplica la transf. inversa para
obtener y(t),

L7HY (s)} = y(t),

resolviendo asi la ED original.
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Transformada de derivadas

Esquema
Encuentre la y(r) La ED transformada
desconocida que [~ Aplique la transformada—> se convierte en una
satisface la ED y las de Laplace < ecuacion algebraica
condiciones iniciales en Y(s)

Resuelva la ecuacio
< Aplique la transformada transformada para
inversa de Laplace ¢! Y(s)

=

Solucién y(t)
del PVI original
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Transformada de derivadas
Ejemplo
Resolver la sig. ED con el método de la transformada de Laplace,
dy
dt

Aplicando la transformada de Laplace a la ED anterior,

+ 3y = 13Sen2t V y(0) = 6.

= L {ZZZ} +3L{y} = 13L{Sen2t},

ahora, recordando:

z{ﬁ}:ﬂq@—mm:sng—&

2
L{y} = Y(S)7 E {Sen2t} = m)
por tanto,
Y(s) = 64 3Y(s) = 20
o VEEra
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Transformada de derivadas
Ejemplo
resolviendo la ec. algebraica anterior para Y(s),

26

SY(S) — 6 + BY(S) = m,
L Y(s) (s 43) = 64 20
SIS N s24+4’

652 + 50

YO =amr g

Para poder obtener la sol. de la ED, y(t), aplicamos al resultado
anterior la transformada inversa,

_ _ 652 + 50
y(t) = L 1{Y(3)}:£ 1{m}7

_ 8 —25+6
- efitse 3)
s+3 s 44
en donde la dltima ecuacién se obtuvo mediante fracciones parciale
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Transformada de derivadas
Ejemplo

Aplicando las propiedades de linealidad de la transf. inversa a la ex-
presion anterior,

8 —25+6 8 —2s 6
0= e p=c }
y(®) 54—3+ 5244 5+3+52+4+52+4

1 S 2
_ -1 o p-1 -1
= 8L {s+3} 2L {s2+4}++3£ {s2+4}’

recordando de las formulas de transf. inversas,

1 k
L1 { } = eat, L1 {ijQ} = Coskt, £t {W} = Senkt,
S — S S

entonces tenemos,

y(t) = 8e 3 — 2Coskt + 3Senkt,

lo cual representa la solucién a la ED original.
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