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Curso Métodos Matematicos

Informacién General

Contenido del curso

. Anilisis vectorial

. Algebra lineal

. Series infinitas

. Ecuaciones diferenciales
. Variable compleja

. Funciones especiales
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Omar De la Pefia-Seaman | IFUAP Meétodos Matematicos — Propedéutico Fisica


http://www.ifuap.buap.mx/~oseaman/mathematical_methods_2019.html

Contenido

1. Analisis vectorial

Omar De la Pefia-Seaman | IFUAP Meétodos Matematicos — Propedéutico Fisica



Contenido: Tema 01

1. Anilisis vectorial

1.1 Revisién de propiedades basicas
1.2 Operadores vectoriales diferenciales
1.3 Integracion vectorial

1.4 Teoremas integrales

Omar De la Pefia-Seaman | IFUAP Meétodos Matematicos — Propedéutico Fisica



Contenido: Tema 01

1. Analisis vectorial
1.1 Revisién de propiedades basicas
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Revisién de propiedades bésicas

Propiedades de vectores

La adicién de vectores es conmuta- Por tanto, la adicién de vectores
tiva, puede ser vista por componentes,
A+B=B+A,

G=A-2B = G;=A4, 2B,
asi como asociativa,

y la magnitud de un vector como

(A+B)+C=A+(B+C).

1/2

(42 2
Un vector arbitrario A puede ser ex- Al = (Al + A3+ )

resado como
B El producto punto es,

A=A1é +Aséo+ ...+ A6+ ... A-B=ABy + AyBy+ ...

en donde €; es el vector unitario en la

L lo cual nos arroja,
direccién x;.

AP =A-A, A-B=|A|B|Cos,
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Revisién de propiedades bésicas
Propiedades de vectores

Vectores ortogonales: donde el elemento A; esta asociado

con el vector base unitario é;.
A-B=0. . .
Las prop. aditivas y multiplicativas

De igual manera, para vectores uni- POr un escalar también aplican en esta

tarios de un sistema coordenado, representacion,
élé]:(sz] G =A-2B,
Gl A1 B1
La proyeccion de A en la dir. &; es: N Gyl = A =2 By ],
Ae;, ¥ A =& -A. Gs 43 B
A —2B;
A se puede representar como, =| Ay —2Bs |,
As —2B3

a— 2b.
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Revisién de propiedades bésicas
Propiedades de vectores
La traspuesta de un vector columna es un vector fila,

aT = (Al Ag Ag) .

Usando la definicién anterior, es posible expresar el producto punto

como:
A-B=a’b,
By
= (A1 A2 43) | B2 |,
Bs

= A1Bq + A3 By + A3Bs,

recordando que el producto punto es conmutativo,

a’b =bla.
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Revisién de propiedades bésicas

Productos vectoriales: producto cruz

Producto cruz La construcciéon para calcular L es

, el producto cruz,

L=rxp p

C = A x B = (ABSinf) éc,

en donde éc es la direccién L al
plano formado por A y B.

v Analizando el médulo de A x B, se
observa que tiene como magnitud
3 i’ e el area del paralelogramo formado
4 por A y B.

Bsing
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Revisién de propiedades bésicas

Productos vectoriales: producto cruz

Algunas propiedades del producto
cruz son la anticonmutacion,

AxB=-BxA,
la distributiva,

AxB+C)=AxB+AxC,
k(A xB)=(kA) x B.

Cuando se aplica el producto a vec-
tores unitarios, se tiene:

€; X éj = Zeijkék7
k

donde ¢;;. es el simbolo de Levi-

Civita y estd definido como:
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€ijk = +1, ij — par,

-1, ijk — impar,

0, ijk — repetidos.

Por tanto, expandiendo el pro-
ducto cruz en componentes,

C=A xB,
= (Azé; + Ayéy + A,8,)x
(B.é, + Byé, + B.&,),
= (AzBy — AyB)é, + . ..
...— (A:B, 4 B)ciEu.
...+ (AyB, — A,B,)é;.




Revisién de propiedades bésicas

Productos vectoriales: producto cruz

Con el analisis anterior tenemos,
C,=AB.-A.B,, Cy=A.B,-A,B., C,=A,B,— A,B,,
lo cual se puede expresar de manera compacta como:

Ci = Z eijkAjBk-
ik

Finalmente, el producto cruz también se puede calcular mediante el
determinante expresado de la siguiente manera:

& & &
C=AxB=|4, 4, Al
B, B, B.
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Revisién de propiedades bésicas

Productos vectoriales: triple producto escalar

Triple producto escalar

Se define de la siguiente manera, z
A, Ay A,
A-BxC)=|B, B, B.|, 4
Cx Cy Cz BxC "

cumpliendo con las sig. relaciones:

<

A-BxC=B-CxA,
=C-A xB, ’
=—A-C x B, etc.

Ademas, este producto puede ser considerado geométricamente como
el volumen de un paralelepipedo, definido por los vectores A, By C.
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Revisién de propiedades bésicas
Productos vectoriales: triple producto vectorial
Triple producto vectorial
Este producto viene expresado como:

A x (B x C),

el cual puede ser calculado usando la formulacién de Levi-Civita,

X=YxZ=Y &> ejY;Z,
i ik

por lo tanto aplicando lo anterior:

A x (BxC) Ze,Zeka (B x C)g,

= Z éz Z fijkAj (Z Ekququ> 9
e ZZeZA iB,Cy Ze”kekm

1j  Pq
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Revisién de propiedades bésicas

Productos vectoriales: triple producto vectorial

En el resultado anterior, el término de la sumatoria sobre k se reduce
a lo siguiente:

Z €ijk€kpg = OipOjq — iglip,
por tanto la expresiéon del triple producto vectorial queda como:

Ax (BxC)=> > &A;B,C, Zezgk%pqa

iy Pq

—Zez i(B:C; — B;C;),

=> &|Bi) A;Ci-Ci) AB; |,
i 7 7

Ax(BxC)=B(A C)-C(A - B).
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Contenido: Tema 01

1. Andlisis vectorial

1.2 Operadores vectoriales diferenciales

Omar De la Pefia-Seaman | IFUAP Meétodos Matematicos — Propedéutico Fisica



Operadores vectoriales diferenciales
Gradiente V
Si tenemos una cantidad escalar ¢ que depende de su posicién en el
espacio,
©=(r) V r=u2x1& + 126 + 2363,

el gradiente de ¢ viene dado como,

dp I¢ ¢
Vo= |(-—]€ + ( ) + ( ) €3
14 <a$1> ! 8:c2 2 8$3
en donde: dr = dxi1€é; + dxoés + dxsés,
dp = (V) - dr,
siendo que V caracteriza el cambio de ¢ con respecto a la posicién.
Por tanto, de manera general, el operador diferencial V es

o .0 0

V==¢6;— = o
ex8x+ey8y+ezaz

el cual aplica a un campo escalar.
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Operadores vectoriales diferenciales

Divergencia V-
La divergencia de un vector A esta definida como,

0A 0A 0A
-A_: X Y Z.
v Ox + dy + 0z

Para interpretar el significado de
V-, supongamos que tenemos un
fluido en un t dado con,

L

- X —>

v(r) — campo de velocidad, con los siguientes flujos de salida
p(r) — densidad, definidos como:

. p(r)v(r) — flujo. d
L= ? - - (pv$)|x—dm/2,y,z dydz,
Ahora, calculamos la razén de du
cambio neto de p(r) en un dV = T+ — =+ (00)|td0)2,y,. Wdz.
dxdydz, centrado en r, con lo que
a primer orden en dr y dt tenemos
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Operadores vectoriales diferenciales
Divergencia V-
Combinando ambos resultados tenemos,

9(pvz)
(— (pvr)’xfda:/Z + (P%)’de/z) dydz = (%) drdydz.

Finalmente, incluyendo la contribucién de las otras caras del dV/,

: . 0 d 0
flujo neto de salida = [&U(pvx) + 8—y(pvy) + (%(pvz)] dzdydz,

=V - (pv)dzdydz,
por tanto la divergencia del vector pv representa el flujo neto de salida
por unidad de volumen, por unidad de tiempo.

Para el caso en el que el flujo no se crea ni destruye, entonces llegamos
a la ecuacién de continuidad,

ap B
a—l—V-(pv)—O.
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Operadores vectoriales diferenciales
Divergencia V-

Cuando una cantidad vectorial tiene divergencia cero en una regién
del espacio, se interpreta como conservacion de flujo en esa region.

— C
TR e

\
N
o

V-V|, =0, V-V|; <0, V-V|,=0.

En general, si V-V = 0 en todo el espacio, a tal campo se le conoce
como solenoidal.
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Operadores vectoriales diferenciales
Rotacional Vx
El rotacional aplica a un campo vectorial V, y viene dado como:
&, &y é.
VxV=|0/0x 0/dy 0]0z|,
Va Vy V.

=&, (8%—8%>+éy<8vx—in>+...

dy 0z 0z 0
0 0
..+éZ<V—Vx .
or Y Oy
Para entender el significado de y
V %, calculemos: Xo- X, Yo+AY Xo+AX, yo+Ay
A 3 2 2
4 2
}{B - ds, D
1
Xo~AX, Yo~ A Xo+AX, Yo=4Y.
para un campo vectorial B en una 22 2
trayectoria cerrada pequeiia. / \

21/36
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Operadores vectoriales diferenciales

Rotacional V x
y

Xo-AX, Yo+AY Xo+AX, Yo+aY
2 > 2 2

« D) e
1
Xo-AX, Yo~ Ay X0t X, Yo-AY

2 2 2 2

X

Calculando las integrales por segmentos (centradas en (zg, y0)),

zo+Ax/2
Seg. 1= [ " Balw.yo — Ay/2)dz ~ Bulav, yo - Ay/Da,
ro—Ax/2

yo+Ay/2
Seg. 2 = / By(zo + Ax/2,y)dy =~ By(zo + Az /2, y0)Ay,
yo—Ay/2

zo—Ax/2
Seg. 3= / ) B (x,y0 + Ay/2)dx = —By(xo,y0 + Ay/2)Axz,
zo+Azx/2

yo—Ay/2
Seg. 4 = / By(xo — Az/2,y)dy = —By(xo — Ax/2,y0)Ay.
yo+Ay/2
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Operadores vectoriales diferenciales
Rotacional V x
Combinando los segmentos 1y 3, y 2 y 4, tenemos:

Segs. 1+ 3 = (By(xo,y0 — Ay/2) — Bx(xo,y0 + Ay/2)) Az,

0B,
~ %y
Segs. 2+ 4 = (By(xzo + Az/2,y0) — By(xzo — Az/2,y0)) Ay,

~
~

AyAzx,

= —i—@AxAy.
Ox

Por tanto, combinando los resultados anteriores llegamos a lo siguiente:

0B 0B
]{B ds = <8$y — 8;) AzAy =~ [V x B|, AzAy.
Lo anterior nos indica que una § B # 0 corresponde a una componente
normal del plano de la trayectoria # 0 de V x B.

En el caso de § B = 0 en todo el espacio = se dice que el campo es

irrotacional . V x B = 0.
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Operadores vectoriales diferenciales

Aplicaciones sucesivas de diferentes operadores

Los operadores analizados hasta ahora también pueden ser aplicados
en combinacién entre ellos, obteniendo los siguientes resultados:

(a) V- Vo (b) Vx Vo (c) V- (VxV)
(d) V(V-V) (e) Vx(VxV)

V -V, Laplaciano

0 0 Oy Oy &p)
v W‘( “ps T Sy +° Z8z> ( 5z T Voy T 5,
a 2 2
_ go+8cp+8 7
ox2 Oy 022
= V?p.
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Operadores vectoriales diferenciales

Aplicaciones sucesivas de diferentes operadores

V x Vo

€, e, e, €, ey e,
VxVp=|0/0x 0/0y 0/0z|=1|0/0x 0/0y 0/0z|¢ = 0.
0p/0x Op/dy Op/0z d/0x 9/dy 0/0z

El resultado anterior indica que cualquier gradiente tendrd un rota-
cional nulo, por tanto V¢ serd irrotacional.

V- (VxV)
Lo podemos expresar como un triple producto escalar,

0/0x 0/0x J/0x
V- (VxV)=1|9/0x 0/0x 0/0x| =0.
Ve Vy V.,

Debido a que la divergencia de un rotacional siempre sera cero =
V x V serad un campo solenoidal.
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Operadores vectoriales diferenciales

Aplicaciones sucesivas de diferentes operadores

V - VV, Laplaciano vectorial
Las Gltimas expresiones enlistadas satisfacen la sig. ecuacién,

Vx(VxV)=V(V-V)-V-VV,
= V.- VV=V(V-V)-Vx (VxV)
El término V- V'V tambén se expresa como V2V, y se le conoce como
laplaciano vectorial.

En coordenadas cartesiandas V2V viene dado como,

V2V,
VAV = | V2,
V2V,
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Operadores vectoriales diferenciales

Expresién de operadores en diferentes sistemas coordenados
Coordenadas cilindricas

N S X

r2Senf 00

"or T 09 T© Zajzc’
V-V—laa(rv) I;VH;VZ,
V1= () +
Coordenadas esféricas
VS e g ey
\ V_g;(’"szrrsi 9889 (VoSend) + sineaa‘;
V2§ ;;( Z£>+ ! 8(5 a02f

y o
00 TZSenQH 02’

Omar De la Pefia-Seaman | IFUAP

Meétodos Matematicos — Propedéutico Fisica



Contenido: Tema 01

1. Andlisis vectorial

1.3 Integracién vectorial
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Integracion vectorial

Integrales de linea
Una integral de linea es realizada sobre una trayectoria C' que puede

ser abierta () o cerrada (§.),

/godr, /F-dr, /der.
C C C

Para resolver una integral del linea se sustituye la expresién de dr en
el sistema coordenado adecuado:

| i =, [ wwp2)dors, [ oy dy+e. [ ooy

C C C C

de igual manera para el caso de una [ de producto vectorial:
/F-dr:/ Fx(x,y,z)da:—i—/ Fy(x,y,z)dy—i—/ F,(z,y,z)dz.
C C C C

En cualquier caso se debe conocer la relacién entre las variables (z, y
y z) para resolver cualquiera de las intregrales, es decir, es necesario

conocer la trayectoria C.
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Integracion vectorial

Integrales de superficie

Las integrales de superficie involucran un elemento de area do nor-
mal a la superficie de integracién,

/cpda', /F-da, /V X do,
s s S
donde,

n do = AdA

siendo T un vector unitario normal a la superficie.

Finalmente, El sentido positivo de i dependera de la superficie:
e Cerrada: direccién saliente de la superficie.

e Abierta: siguiendo la convencién de la mano derecha para el perimetro
de la superficie.
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Integracion vectorial

Integrales de volumen

La integral de volumen es la mas simple en el sentido de que involucra
un diferencial escalar, y no vectorial como en los casos anteriores,

dr =d®r or d*x
y viene dada de la siguiente manera,
/VdT:éx/‘@dT—l—éy/VydT—i—éz/Vzdﬂ

en donde la intregal se reduce a una suma de integrales escalares.
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Contenido: Tema 01

1. Andlisis vectorial

1.4 Teoremas integrales
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Teoremas integrales

Teorema de Gauss

Supongamos que tenemos un fluido,
en un tiempo t con las siguientes
propiedades:

v(r) = campo de vel.
p(r) = densidad,
oo pv=A = flujo.

Consideremos ahora una superficie cerrada que encierra un volumen
V dado, siendo do = fido un elemento diferencial de superficie por el
cual atraviesa el flujo A, con i1 L a dicha superficie,

= ]{ A - do,
5V

representa el flujo total saliente del volumen V' a través de la superficie
total cerrada dV.
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Teoremas integrales

Teorema de Gauss y teorema de Green
Ahora, recordemos que el flujo de salida (neto) en un volumen V lo
habiamos obtenido como una interpretacién de la divergencia,

/ V- Adr,
1%

por tanto, llegamos a la siguiente relacién:

A-da:/V-AdT,
1% 14

a lo cual se le conoce como el teorema de Gauss.
Por otro lado, si tenemos dos funciones escalares u y v tal que:
V- (uVv) = uV + (Vu) - (Vv), V- (@Vau) = ovV2u+ (Vo) - (Va),

las restamos, integramos en V' y aplicamos el teorema de Gauss,

/V(uv%—vvzu)drz/V[V~(qu)—V-(vVu)]dT: fgv(qu—vVu)-da',

lo cual se conoce como el teorema de Green.
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Teoremas integrales
Teorema de Stokes
Consideremos un campo vectorial B, y definimos,

circulaciéon = }I{B - dr,
alrededor de una curva plana cerrada.

Ya hemos demostrado que la circulaciéon y

en un drea diferencial en el plano zy es: ot sy i X0t 8X Yo+
fB-dr:\vXByzdxdy, SO R
Xo=AX, Yo=AY : Xo+AX, Yo—Ay
donde dxdx = do es el elemento difer- : : 2 ?
encial de area. ;

Generalizando el resultado anterior tenemos,
> B.dr=(VxB)-do.

all sides
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Teoremas integrales

Teorema de Stokes

Ahora consideremos una superficie abierta y la dividimos en pequefios
elementos do:

Sumando sobre todos los do llegamos al
teorema de Stokes,

‘@@ j{B'dr:/(VxB)-da

@@ 88 s

@ en donde las integrales de linea de los seg-
mentos internos se cancelan mutuamente y
0S representa el perimetro de S.

Si tenemos el caso de una superficie cerrada =

/S(VXB)-da:O,

ya que al no haber perimetro la integral de linea se anula.
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