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2. Algebra lineal
2.1 Determinantes y sistemas de ecuaciones lineales
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Determinantes y sistemas de ecuaciones lineales

Fundamentos
Consideremos un sistema de ecuaciones lineales,

a1x1 + asxs + azxs = 0,
b1x1 + boxo 4+ bgxg =0,

c11 + e + c3x3 = 0,

lgi=0,vVi=1,2,3.
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Determinantes y sistemas de ecuaciones lineales

Fundamentos
Consideremos un sistema de ecuaciones lineales,

a1x1 + asxs + azxs = 0,
bix1 + boxo + bsxz = 0,
11 + coxs + c3xgz = 0,
lo anterior lo podemos expresar también de la siguiente manera,

ay; ag as I
b1 b2 b3 To| = 0.
1 €2 C3] |13

lgi=0,vi=1,2,3.
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Determinantes y sistemas de ecuaciones lineales

Fundamentos

Consideremos un sistema de ecuaciones lineales,
a1x1 + asxs + azxs = 0,
b1x1 + boxo 4+ bgxg =0,
11 + coxs + c3xgz = 0,
lo anterior lo podemos expresar también de la siguiente manera,

ay; ag as I
b1 b2 bg To| = 0.
1 €2 C3] |13

Para que el problema tenga solucién, aparte de la solucién triviall, el
determinante formado por los coeficientes a;, b; y ¢; debe ser cero,

ap a2 ag
b1 by b3l =0.
Cc1 C2 cC3

Yy, =0,Vi=1,23.
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Determinantes y sistemas de ecuaciones lineales

Propiedades de los determinantes

e El intercambio de dos filas o columnas sélo cambia el signo del
valor del determinante,

ail a2 aig a12 a1 ag
a1 Q22 a3l = —|G22 G21 Aa23|.
azy asz2 ass a3z2 a3zl ass
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Determinantes y sistemas de ecuaciones lineales
Propiedades de los determinantes
e El intercambio de dos filas o columnas sélo cambia el signo del
valor del determinante,

ail a2 aig a12 a1 ag
a1 a2 az3| = —|G22 Q21 423
azy asz2 ass a3z2 a3zl ass

e La propiedad anterior involucra lo siguiente: Cualquier determinante
con dos columnas/filas iguales, tendra valor cero.

Omar De la Pefia-Seaman | IFUAP Meétodos Matematicos — Propedéutico Fisica



Determinantes y sistemas de ecuaciones lineales

Propiedades de los determinantes

e El intercambio de dos filas o columnas sélo cambia el signo del
valor del determinante,

ail a2 aig a12 a1 ag
a1 Q22 a3l = —|G22 G21 Aa23|.
azy asz2 ass a3z2 a3zl ass

e La propiedad anterior involucra lo siguiente: Cualquier determinante
con dos columnas/filas iguales, tendra valor cero.

e La mult. de todos los elementos de una sola columna o fila por una
cte. k modifica el valor del determinante por k,

kain a2 a3 ka2 ka1 kais a1 a2 a13
kasi aga a3 =|az a2 a3 | =kl|ao a2 a3l.
kaz1 a3z as3 azz  azy  ass a3y asz as3
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Determinantes y sistemas de ecuaciones lineales

Propiedades de los determinantes

e El intercambio de dos filas o columnas sélo cambia el signo del
valor del determinante,

ail a2 aig a12 a1 ag
a1 Q22 a3l = —|G22 G21 Aa23|.
azy asz2 ass a3z2 a3zl ass

e La propiedad anterior involucra lo siguiente: Cualquier determinante
con dos columnas/filas iguales, tendra valor cero.

e La mult. de todos los elementos de una sola columna o fila por una
cte. k modifica el valor del determinante por k,

kain a2 a3 ka2 ka1 kais a1 a2 a13
kasi aga a3 =|az a2 a3 | =kl|ao a2 a3l.
kaz1 a3z as3 azz  azy  ass a3y asz as3

e Las propiedades anteriores indican también: Si dos columnas/filas
son proporcionales = el determinante es cero.

5
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Determinantes y sistemas de ecuaciones lineales

Propiedades de los determinantes

* Si los elementos de una columna (o fila) representan sumas de dos
cantidades, el determinante puede ser descompuesto en una suma
de determinantes,

a1 +b1 a2 ais ailp a2 aig bi a2 a3
ag1 +by agy agy| = |az1 az as|+|b2 ax ags|.
az1 +bs asz ass azy azz2 asg bs asz ass
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Determinantes y sistemas de ecuaciones lineales

Propiedades de los determinantes

* Si los elementos de una columna (o fila) representan sumas de dos
cantidades, el determinante puede ser descompuesto en una suma
de determinantes,

a1 +b1 a2 ais ailp a2 aig bi a2 a3
ag1 +by agy agy| = |az1 az as|+|b2 ax ags|.
az1 +bs asz ass azy azz2 asg bs asz ass

e Lo anterior involucra también: El valor de un determinante no cam-
bia si un mdltiplo de una columna/fila es afiadido a otra columna/fila.
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Determinantes y sistemas de ecuaciones lineales

Propiedades de los determinantes

* Si los elementos de una columna (o fila) representan sumas de dos
cantidades, el determinante puede ser descompuesto en una suma
de determinantes,

a1 +b1 a2 ais ailp a2 aig bi a2 a3
ag1 +by agy agy| = |az1 az as|+|b2 ax ags|.
az1 +bs asz ass azy azz2 asg bs asz ass

e Lo anterior involucra también: El valor de un determinante no cam-
bia si un mdltiplo de una columna/fila es afiadido a otra columna/fila.

e Finalmente, si cada elemento de una columna/fila es cero, entonces
el determinante también tiene valor cero.
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Determinantes y sistemas de ecuaciones lineales

Célculo de un determinante

Expansion en menores

El menor correspondiente al elemento a;;, se denota M;; o M;;(a), y

representa un determinante de orden n — 1 que es resultado de eliminar
la fila 7 y la columna j del determinante original, acompafnadolo de los
cofactores, definidos como (—1)"*7.

7
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Determinantes y sistemas de ecuaciones lineales

Célculo de un determinante

Expansion en menores

El menor correspondiente al elemento a;;, se denota M;; o M;;(a), y

representa un determinante de orden n — 1 que es resultado de eliminar
la fila 7 y la columna j del determinante original, acompafnadolo de los
cofactores, definidos como (—1)"*7.

Por tanto, una expansion en menores, usando por ejemplo la fila ¢,
queda como,

n
Dn = Z ai]‘(—l)Z—HMij.
j=1

e
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Determinantes y sistemas de ecuaciones lineales

Célculo de un determinante

Expansion en menores

El menor correspondiente al elemento a;;, se denota M;; o M;;(a), y

representa un determinante de orden n — 1 que es resultado de eliminar
la fila 7 y la columna j del determinante original, acompafnadolo de los
cofactores, definidos como (—1)"*7.

Por tanto, una expansion en menores, usando por ejemplo la fila ¢,
queda como,

n
Dn = Z ai]‘(—l)Z—HMij.
j=1

Un punto a considerar es seleccionar la fila/columna con mayor nimero
de ceros en ella, de tal manera que varios de los elementos de la ex-
pansién se anulen.

7
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Determinantes y sistemas de ecuaciones lineales

Célculo de un determinante

Método directo mediante expansion

Este método consiste en repetir las primeras n — 1 filas o columnas al
final del determinante para luego realizar el producto del determinante
de manera directa.

8 /37
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Determinantes y sistemas de ecuaciones lineales

Calculo de un determinante
Método directo mediante expansion
Este método consiste en repetir las primeras n — 1 filas o columnas al

final del determinante para luego realizar el producto del determinante
de manera directa.

Ejemplificando,

ail a2 a3
Q21 G2z Q423
asy az2 ass

8
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Determinantes y sistemas de ecuaciones lineales

Célculo de un determinante

Método directo mediante expansion

Este método consiste en repetir las primeras n — 1 filas o columnas al
final del determinante para luego realizar el producto del determinante

de manera directa.

Ejemplificando,

ai
ail a2 ais a21
a1 Q22 a3l = |a31
azy as2 ass ail
a1

ai2
ag2
a32
a2
ag2

ai3
a23
ass| ,
a3
a23

8 /37
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Determinantes y sistemas de ecuaciones lineales

Célculo de un determinante

Método directo mediante expansion

Este método consiste en repetir las primeras n — 1 filas o columnas al
final del determinante para luego realizar el producto del determinante

de manera directa.

Ejemplificando,

ail a2 a3
Q21 G2z Q423
asy az2 ass
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ail
a1
as1
aii
asy

a1
a21
a3

a2
a2
a32
a2
ag2

a12
a2
a32

ai3
a23
ass
a3
a23

a3
a23
a33

ai; @12
a1 a2 .
a3z1  as2

8 /37

Meétodos Matematicos — Propedéutico Fisica y



Determinantes y sistemas de ecuaciones lineales

Célculo de un determinante

Método directo mediante expansion

Este método consiste en repetir las primeras n — 1 filas o columnas al
final del determinante para luego realizar el producto del determinante

de manera directa.
Ejemplificando,

ai
ail a2 ais a21
a1 G2 a3 = |a3si
azy as2 ass ail
ai

a1l
= |a21
a3

a2
ag2
a32
a2
ag2

a12
a2
a32

ai3
a23
ass| ,
a3
a23

a3
a23
a33

a1
a21
a3

Es importante recordar que es posible aplicar este

Omar De la Pefia-Seaman | IFUAP

determinantes de dimensién tres como maximo.
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método sélo para




Determinantes y sistemas de ecuaciones lineales

Sistemas de ecuaciones lineales

Tenemos el siguiente sistema de ecuaciones no—homogéneas?,

a1x1 + asxs + azxs = hq,
bix1 4 boxo + bygxs = ho,

c1x1 + cox9 + c3x3 = hg,

2es decir, que las ecuaciones son iguales a un valor # 0.
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Determinantes y sistemas de ecuaciones lineales

Sistemas de ecuaciones lineales

Tenemos el siguiente sistema de ecuaciones no—homogéneas?,

a1x1 + asxs + azxs = hq,
bix1 4 boxo + bygxs = ho,

c1x1 + coxs + c3xr3 = hg,

para resolverlo, primero definimos D como el determinante del sis-

tema,
a1 a2 a3
D=1by by b3,
c1 ¢y c3

2es decir, que las ecuaciones son iguales a un valor # 0.
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Determinantes y sistemas de ecuaciones lineales

Sistemas de ecuaciones lineales

Tenemos el siguiente sistema de ecuaciones no—homogéneas?

a1x1 + asxs + azxs = hq,
bix1 4 boxo + bygxs = ho,

c1x1 + coxs + c3xr3 = hg,

para resolverlo, primero definimos D como el determinante del sis-

tema,
a; az as
D =|by by b3,
1 ¢ c3

donde luego realizamos el producto 1D,

Tria1 az as
IL‘1D = l’lbl b2 bg
ric1 C2 C3

2es decir, que las ecuaciones son iguales a un valor # 0.
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Determinantes y sistemas de ecuaciones lineales

Sistemas de ecuaciones lineales

Acto seguido sumamos a la primera columna el producto de la segunda
3

columna por x2~,
riayp + x2a az a3y

21D = |21b1 +x2b2 b2 D3],
x1c1 +x2C2 C2 C3

3lo cual, como ya habfamos visto, deja invariante al determinante.
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Determinantes y sistemas de ecuaciones lineales

Sistemas de ecuaciones lineales

Acto seguido sumamos a la primera columna el producto de la segunda

columna por 53,

xr1a1 + 209 ao ag
21D = |21b1 +x2b2 b2 D3],
x1c1 +x2C2 C2 C3

y hacemos lo mismo pero con el producto de x3 con la tercera columna,

ria1 + roaz +x3a3 a2 a3
1D = | x1b1 + 29by + x3b3 by b3
ric1 +xacg +x3Cc3 Cc2 C3

3lo cual, como ya habfamos visto, deja invariante al determinante.
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Determinantes y sistemas de ecuaciones lineales

Sistemas de ecuaciones lineales

Acto seguido sumamos a la primera columna el producto de la segunda

columna por 53,

xr1a1 + 209 ao ag
21D = |21b1 +x2b2 b2 D3],
x1c1 +x2C2 C2 C3

y hacemos lo mismo pero con el producto de x3 con la tercera columna,

ria1 + x2a9 +x3a3 as as hl as as
:ElD = xlbl + l’QbQ + x3b3 bz b3 = h2 b2 b3 5
r1c1 + x2cy +T3c3 C2  C3 h3 Cy C3

debido a la definicién del sistema de ecuaciones mismo.

3lo cual, como ya habfamos visto, deja invariante al determinante.
Meétodos Matematicos — Propedéutico Fisica

Omar De la Pefia-Seaman | IFUAP



Determinantes y sistemas de ecuaciones lineales

Sistemas de ecuaciones lineales

Si D # 0, entonces hemos resuelto el sistema para z1,

1 h1 as as
Tr1 = —< h2 b2 b3 .
D
h3 Cy C3
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Determinantes y sistemas de ecuaciones lineales

Sistemas de ecuaciones lineales

Si D # 0, entonces hemos resuelto el sistema para z1,

1 h1 as as

1‘1:5 h2 b2 bg .

h3 Cy C3

Si desarrollamos de manera anéloga para xoD y x3D, obtenemos las
siguientes soluciones al sistema,

1| hi as 1 |8 a2 h1
T2 =5 by hy b3l, T3 =5 by by hal.
c1 hy c3 c1 co hs
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Determinantes y sistemas de ecuaciones lineales

Sistemas de ecuaciones lineales

Si D # 0, entonces hemos resuelto el sistema para z1,

1 h1 as as
r1=—lha by b3

D h3 Cy C3

Si desarrollamos de manera anéloga para xoD y x3D, obtenemos las
siguientes soluciones al sistema,

1| hi as 1 |8 a2 h1
T2 =5 by hy b3l, T3 =5 by by hal.
c1 hy c3 c1 co hs

Se observa que el resultado muestra un simple reemplazo de la i-ésima
columna de D por los coeficientes del lado derecho del sistema de
ecuaciones, esquema conocido como regla de Cramer.
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Determinantes y sistemas de ecuaciones lineales

Sistemas de ecuaciones linealmente dependientes e independientes

Para inferir la naturaleza de un sistema de n ecuaciones con n variables
podemos hacer uso del determinante de coeficientes,
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Determinantes y sistemas de ecuaciones lineales

Sistemas de ecuaciones linealmente dependientes e independientes
Para inferir la naturaleza de un sistema de n ecuaciones con n variables
podemos hacer uso del determinante de coeficientes,

Sistemas independientes

Si el determinante es de
cero, entonces el sistema es lineal-
mente independiente.
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Determinantes y sistemas de ecuaciones lineales

Sistemas de ecuaciones linealmente dependientes e independientes
Para inferir la naturaleza de un sistema de n ecuaciones con n variables
podemos hacer uso del determinante de coeficientes,

Sistemas independientes

Si el determinante es de
cero, entonces el sistema es lineal-
mente independiente.

Esto involucra que la solucién es
determinada de manera univoca,
es decir, es U(nica.
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Determinantes y sistemas de ecuaciones lineales

Sistemas de ecuaciones linealmente dependientes e independientes

Para inferir la naturaleza de un sistema de n ecuaciones con n variables
podemos hacer uso del determinante de coeficientes,

Sistemas independientes

Si el determinante es de
cero, entonces el sistema es lineal-
mente independiente.

Esto involucra que la solucién es
determinada de manera univoca,
es decir, es U(nica.

En estos sistemas se pueden pre-
sentar tanto casos homogéneos
como no-homogéneos (solucién
por la regla de Cramer, por ejem-

plo).
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Determinantes y sistemas de ecuaciones lineales

Sistemas de ecuaciones linealmente dependientes e independientes

Para inferir la naturaleza de un sistema de n ecuaciones con n variables
podemos hacer uso del determinante de coeficientes,

Sistemas independientes Sistemas dependientes

Si el determinante es de [ Si el determinante es a cero,
cero, entonces el sistema es lineal- @ entonces el sistema es linealmente
mente independiente. dependiente.

Esto involucra que la solucién es
determinada de manera univoca,
es decir, es U(nica.

En estos sistemas se pueden pre-
sentar tanto casos homogéneos
como no-homogéneos (solucién
por la regla de Cramer, por ejem-

plo).
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Determinantes y sistemas de ecuaciones lineales

Sistemas de ecuaciones linealmente dependientes e independientes

Para inferir la naturaleza de un sistema de n ecuaciones con n variables
podemos hacer uso del determinante de coeficientes,

Sistemas independientes

Si el determinante es de
cero, entonces el sistema es lineal-
mente independiente.

Esto involucra que la solucién es
determinada de manera univoca,
es decir, es U(nica.

En estos sistemas se pueden pre-
sentar tanto casos homogéneos
como no-homogéneos (solucién
por la regla de Cramer, por ejem-
plo).
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Sistemas dependientes

Si el determinante es a cero,
entonces el sistema es linealmente
dependiente.

Por tanto, se tiene que las solu-
ciones no son unicas, si no que
forman un set parametrizado de
soluciones al sistema de ecua-
ciones.
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Determinantes y sistemas de ecuaciones lineales

Sistemas de ecuaciones linealmente dependientes e independientes

Para inferir la naturaleza de un sistema de n ecuaciones con n variables
podemos hacer uso del determinante de coeficientes,

Sistemas independientes

Si el determinante es de
cero, entonces el sistema es lineal-
mente independiente.

Esto involucra que la solucién es
determinada de manera univoca,
es decir, es U(nica.

En estos sistemas se pueden pre-
sentar tanto casos homogéneos
como no-homogéneos (solucién
por la regla de Cramer, por ejem-

plo).
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Sistemas dependientes

Si el determinante es a cero,
entonces el sistema es linealmente
dependiente.

Por tanto, se tiene que las solu-
ciones no son unicas, si no que
forman un set parametrizado de
soluciones al sistema de ecua-

ciones.
Se pueden tener tanto sis-
temas homogéneos como

no-homogéneos.
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Determinantes y sistemas de ecuaciones lineales

Sistemas de ecuaciones: método solucién de Gauss-Jordan

En este método se construye la matriz extendida de coeficientes del
sistema,

“matriz con los elementos por arriba o por debajo de la diagonal iguales a cerg
Omar De la Pefia-Seaman | IFUAP

Meétodos Matematicos — Propedéutico Fisica




Determinantes y sistemas de ecuaciones lineales

Sistemas de ecuaciones: método solucién de Gauss-Jordan

En este método se construye la matriz extendida de coeficientes del
sistema,

a1x1 + asTs + azxs = hy,
biwq + bawo + b3xz = ho,

€121 + caxe + c3x3 = ha,

“matriz con los elementos por arriba o por debajo de la diagonal iguales a cerg
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Determinantes y sistemas de ecuaciones lineales

Sistemas de ecuaciones: método solucién de Gauss-Jordan

En este método se construye la matriz extendida de coeficientes del

sistema,
a1x1 + asxe + asxs = hq, ai as as| hy
biz1 + baxa + b3ws = ho, — b1 ba b3| ho
c1T1 + cax2 + c3x3 = hg, c ez c3lhy

“matriz con los elementos por arriba o por debajo de la diagonal iguales a cerg
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Determinantes y sistemas de ecuaciones lineales

Sistemas de ecuaciones: método solucién de Gauss-Jordan

En este método se construye la matriz extendida de coeficientes del

sistema,
a1x1 + asxe + asxs = hq, ai as as| hy
biz1 + baxa + b3ws = ho, — b1 ba b3| ho
c1x1 + cow + c3xy = hg, c ez c3lhy

A esta matriz se le realizan las operaciones elementales de filas con
el fin de obtener a una matriz triangular* y asi poder llegar a una
solucién del sistema de manera mas simple.

“matriz con los elementos por arriba o por debajo de la diagonal iguales a cerg
Omar De la Pefia-Seaman | IFUAP
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Determinantes y sistemas de ecuaciones lineales

Sistemas de ecuaciones: método solucién de Gauss-Jordan

En este método se construye la matriz extendida de coeficientes del

sistema,
a1x1 + asxe + asxs = hq, ai as as| hy
biz1 + baxa + b3ws = ho, — b1 ba b3| ho
c1x1 + cow + c3xy = hg, c ez c3lhy

A esta matriz se le realizan las operaciones elementales de filas con
el fin de obtener a una matriz triangular* y asi poder llegar a una
solucién del sistema de manera mas simple.

Tales operaciones son:

e intercambio de dos filas,

“matriz con los elementos por arriba o por debajo de la diagonal iguales a cerg
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Determinantes y sistemas de ecuaciones lineales

Sistemas de ecuaciones: método solucién de Gauss-Jordan

En este método se construye la matriz extendida de coeficientes del

sistema,
a1x1 + asxe + asxs = hq, ai as as| hy
biz1 + baxa + b3ws = ho, — b1 ba b3| ho
c1x1 + cow + c3xy = hg, c ez c3lhy

A esta matriz se le realizan las operaciones elementales de filas con
el fin de obtener a una matriz triangular* y asi poder llegar a una
solucién del sistema de manera mas simple.

Tales operaciones son:

e intercambio de dos filas,

e multiplicar o dividir una fila por una cte. # 0,

“matriz con los elementos por arriba o por debajo de la diagonal iguales a cerg
Omar De la Pefia-Seaman | IFUAP
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Determinantes y sistemas de ecuaciones lineales

Sistemas de ecuaciones: método solucién de Gauss-Jordan

En este método se construye la matriz extendida de coeficientes del

sistema,
a1x1 + asxe + asxs = hq, ai as as| hy
biz1 + baxa + b3ws = ho, — b1 ba b3| ho
c1x1 + cow + c3xy = hg, c ez c3lhy

A esta matriz se le realizan las operaciones elementales de filas con
el fin de obtener a una matriz triangular* y asi poder llegar a una
solucién del sistema de manera mas simple.

Tales operaciones son:

e intercambio de dos filas,
e multiplicar o dividir una fila por una cte. # 0,

e afiadir/sustraer un miltiplo de una fila a otra.

“matriz con los elementos por arriba o por debajo de la diagonal iguales a cerg
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Contenido: Tema 02

2. Algebra lineal

2.2 Matrices y propiedades fundamentales
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Matrices y propiedades fundamentales

Definicién

Definicién de una matriz
Conjunto de niimeros o funciones ordenados en un arreglo bidimensional
de  filasy = columnas,

a11 o a1y
azj

a1 Gzt Qg

Om1 Gm2 - Amj

en donde la dimensién de la matriz es
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Matrices y propiedades fundamentales

Definicién

Definicién de una matriz
Conjunto de niimeros o funciones ordenados en un arreglo bidimensional
de  filasy = columnas,

a11 o a1y
azj

il Q2 Qg

Aml Am2 *°  Omj

en donde la dimensién de la matriz es

Para definir o referenciarse a un elemento de matriz se utiliza la nomen-
clatura a;; y corresponde al elemento de la fila i y columna j.
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Matrices y propiedades fundamentales
Propiedades basicas
Para dos matrices A y B se cumplen las siguientes propiedades,
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Matrices y propiedades fundamentales
Propiedades basicas
Para dos matrices A y B se cumplen las siguientes propiedades,

Igualdad

A=B e Qij :b”
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Matrices y propiedades fundamentales
Propiedades basicas
Para dos matrices A y B se cumplen las siguientes propiedades,

Igualdad
A=B e Qij = b”
Adicién /Sustraccion

A+B=C <= aq;j%bj = ¢y,
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Matrices y propiedades fundamentales
Propiedades basicas
Para dos matrices A y B se cumplen las siguientes propiedades,

Igualdad

A=B <= a;=0b;.
Adicién /Sustraccion
A+B=C = a;j*bj = ¢,

en donde se cumple que la adiciéon
es tanto conmutativa,

A+B=B+A
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Matrices y propiedades fundamentales
Propiedades basicas
Para dos matrices A y B se cumplen las siguientes propiedades,

Igualdad

A=B <= a;=0b;.
Adicién /Sustraccion
A+B=C = a;j*bj = ¢,

en donde se cumple que la adiciéon
es tanto conmutativa,

A+B=B+A
como asociativa,

(A+B)+C=A+ (B+C).
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Matrices y propiedades fundamentales
Propiedades basicas
Para dos matrices A y B se cumplen las siguientes propiedades,

Igualdad Multiplicacion por un escalar
A=B — aij:bij. B=0A — bij = 5,
Adicién /Sustraccion en donde « es un escalar.

A+B=C = a;j*bj = ¢,

en donde se cumple que la adiciéon
es tanto conmutativa,

A+B=B+A
como asociativa,

(A+B)+C=A+ (B+C).
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Matrices y propiedades fundamentales
Propiedades basicas
Para dos matrices A y B se cumplen las siguientes propiedades,

Igualdad Multiplicacion por un escalar
A=B — aij:bij. B=0A — bij = 5,
Adicién /Sustraccion en donde « es un escalar.

A+B=C — aijibij = cij, Esta operacion es conmutativa,

- aA = Aa.
en donde se cumple que la adiciéon

es tanto conmutativa,
A+B=B+A
como asociativa,

(A+B)+C=A+ (B+C).
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Matrices y propiedades fundamentales
Propiedades basicas
Para dos matrices A y B se cumplen las siguientes propiedades,

Igualdad Multiplicacion por un escalar
A=B — aij:bij. B=0A — bij = 5,
Adicién /Sustraccion en donde « es un escalar.

A+B=C — aijibij = cij, Esta operacion es conmutativa,
en donde se cumple que la adicién aA = Aa.

es tanto conmutativa, El determinante del resultado de

A+B=B+A esta operacién sera,

_ n
como asociativa, laA] = a"[A]

A+B)+C=A—+ (B+0O). en donde A es una matriz
(A+B)+ T (B+C) cuadrada de dimensién n x n.
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Matrices y propiedades fundamentales

Propiedades basicas

Multiplicacién de matrices

AB=C < c¢;=) aygby,
k
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Matrices y propiedades fundamentales

Propiedades basicas

Multiplicacién de matrices

AB=C < c¢;=) aygby,
k

también llamado productor in-
terno, requiere que A tenga el
mismo ndmero de columnas que B
de filas.
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Matrices y propiedades fundamentales

Propiedades basicas

Multiplicacién de matrices

AB=C < c¢;=) aygby,
k

también llamado productor in-
terno, requiere que A tenga el
mismo nimero de columnas que B
de filas.

Esta operacién es, por lo general,
no—conmutativa,

AB # BA.
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Matrices y propiedades fundamentales

Propiedades basicas

Multiplicacion de matrices [A,B] = AB — BA

AB=C < c¢;=) aygby,
k

también llamado productor in-
terno, requiere que A tenga el
mismo ndmero de columnas que B
de filas.

Esta operacién es, por lo general,
no—conmutativa,

AB # BA.

Con lo cual es posible definir el
conmutador de A y B,

Omar De la Pefia-Seaman | IFUAP Meétodos Matematicos — Propedéutico Fisica



Matrices y propiedades fundamentales

Propiedades basicas

Multiplicacién de matrices [A,B] = AB - BA
AB=C <= c¢;=) aby, La multiplicacién de matrices es
k asociativa,

también llamado productor in-
terno, requiere que A tenga el
mismo ndmero de columnas que B
de filas.

(AB)C = A(BQ).

Esta operacién es, por lo general,
no—conmutativa,

AB # BA.

Con lo cual es posible definir el
conmutador de A y B,
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Matrices y propiedades fundamentales

Propiedades basicas

Multiplicacién de matrices

AB=C < c¢;=) aygby,
k

también llamado productor in-
terno, requiere que A tenga el
mismo ndmero de columnas que B
de filas.

Esta operacién es, por lo general,
no—conmutativa,

AB # BA.

Con lo cual es posible definir el
conmutador de A y B,

[A,B] = AB — BA.

La multiplicaciéon de matrices es
asociativa,

(AB)C = A(BQ).

Matriz unidad

1=

tal que 1A = A1 = A en donde
1 es una matriz cuadrada.
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Matrices y propiedades fundamentales

Propiedades basicas

Matrices diagonales

A — diagonal — G = (51']‘@”',

Omar De la Pefia-Seaman | IFUAP Meétodos Matematicos — Propedéutico Fisica



Matrices y propiedades fundamentales

Propiedades basicas

Matrices diagonales

A — diagonal <= a;; = d0;5a45,
Inversa de una matriz
SSAB=BA=1 = B=A"1,

donde A1 es la inversa de la ma-
triz cuadrada A,
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Matrices y propiedades fundamentales

Propiedades basicas

Matrices diagonales

A — diagonal <= a;; = d0;5a45,
Inversa de una matriz
SSAB=BA=1 = B=A"",

donde A1 es la inversa de la ma-
triz cuadrada A,

= AAl=1.
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Matrices y propiedades fundamentales

Propiedades basicas

Matrices diagonales

A — diagonal <= a;; = d0;5a45,
Inversa de una matriz
SSAB=BA=1 = B=A"",

donde A1 es la inversa de la ma-
triz cuadrada A,

= AAl=1.

Si una matriz no posee inversa, se
dice que es una matriz singular.
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Matrices y propiedades fundamentales

Propiedades basicas

Matrices diagonales La matriz inversa puede ser calcu-
lada de la siguiente manera,

A — diagonal — G = (5ijaij, o

I i (A1) = 7(_1)2+JM‘¢

nversa de una matriz J A| Jv

SSIAB=BA=1 = B=A"', o cual nos indica que si |A| = 0
= A no tiene inversa.

donde A1 es la inversa de la ma-
triz cuadrada A,

= AAl=1.

Si una matriz no posee inversa, se
dice que es una matriz singular.
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Matrices y propiedades fundamentales

Propiedades basicas

Omar De la Pefia-Seaman | IFUAP

Matrices diagonales

A — diagonal <= a;; = d0;5a45,
Inversa de una matriz
SSAB=BA=1 = B=A"",

donde A1 es la inversa de la ma-
triz cuadrada A,

= AAl=1.

Si una matriz no posee inversa, se
dice que es una matriz singular.

La matriz inversa puede ser calcu-
lada de la siguiente manera,

(-1

(A_l)ij = A

M,

lo cual nos indica que si |[A| = 0
= A no tiene inversa.

Otro método para el célculo de
A1 es el de Gauss-Jordan.
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Matrices y propiedades fundamentales

Propiedades basicas
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Matrices diagonales

A — diagonal <= a;; = d0;5a45,
Inversa de una matriz
SSAB=BA=1 = B=A"",

donde A1 es la inversa de la ma-
triz cuadrada A,

= AAl=1.

Si una matriz no posee inversa, se
dice que es una matriz singular.

La matriz inversa puede ser calcu-
lada de la siguiente manera,

(-1

(A_l)ij = A

Mji,
lo cual nos indica que si |[A| = 0

= A no tiene inversa.

Otro método para el célculo de
A1 es el de Gauss-Jordan.

En el caso de sistemas de ecua-
ciones lineales habiamos definido,

Mx=h = x=M 'h.
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Matrices y propiedades fundamentales

Propiedades basicas

Derivadas de determinantes

A| = (=1)ai; My,
9A| _

— 1M
aaij ( ) 179
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Matrices y propiedades fundamentales

Propiedades basicas

Derivadas de determinantes

|A| = (—1)i+jaijMij,
0|A] o
P (=DM
aaij ( ) 179
pero ya vimos,

_1)j+iM..
AL = (—”,

= (A7YjlAl = (—1)* My,
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Matrices y propiedades fundamentales

Propiedades basicas

Derivadas de determinantes

|A| = (—1)i+jaijMij,
0|A] o
P (=DM
aaij ( ) 179
pero ya vimos,

_1)j+iM..
AL, = (—w,

= (A7YjlAl = (—1)* My,

igualando resultados,
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Matrices y propiedades fundamentales

Propiedades basicas

Derivadas de determinantes Si A posee elementos que depen-
. den de una variable = podemos
Al = (-1) ]a’UMij7 calcular lo siguiente,
/A L
Doy, — (DT Mg, dA] _ - 0lA] Day
1) - - A

dx N . 8aij 8.’E’
)

pero ya vimos,
_ (=17 M
(A 1) ji = ’
C Al
= (A7);ilAl = (1) My,

igualando resultados,

0|A|

= (A7H Al
Das; (A77)jil Al
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Matrices y propiedades fundamentales

Propiedades basicas

Derivadas de determinantes

Al = (-
O|A|
6a¢j

i+
) ]aZ]Mij,

= (1) My,
pero ya vimos,

Ly ()M
(A )]Z - |A| Y
= (A7YjlAl = (—1)* My,

igualando resultados,

0]A
ﬁaij

= (A7N)lAl
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Si A posee elementos que depen-
den de una variable = podemos
calcular lo siguiente,

dA] _ < O|A| Daij

dx N . 8aij 8.’E’
)

d!AI

|Z 1 8“23'




Matrices y propiedades fundamentales

Propiedades basicas

Derivadas de determinantes

|A| = (1) a;; My,
6|A| o
il G | H-JMi',
aaij ( ) J
pero ya vimos,
_ (=1 My
(A 1) ji = ’
] [Al
= (A7 D)ulAl = (-1)77 My,
igualando resultados,
d|Al 1
= (A77);lAl
ﬁaij .

Omar De la Pefia-Seaman | IFUAP

Meétodos Matematicos — Propedéutico Fisica

Si A posee elementos que depen-
den de una variable = podemos
calcular lo siguiente,

diA] _ <~ 9|A| Oaij

dx i 8aij ox ’

d|A| |Z -1 8%]'

Producto de determinantes

|AB| = [A[|B]




Matrices y propiedades fundamentales

Propiedades basicas

Derivadas de determinantes

|A| = (1) a;; My,
6|A| o
il G | H_JMi',
aaij ( ) J
pero ya vimos,
_ (=1 My
(A 1) ji = ’
] [Al
= (A7 D)ulAl = (-1)77 My,
igualando resultados,
d|Al 1
= (A77);lAl
ﬁaij .
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Si A posee elementos que depen-
den de una variable = podemos
calcular lo siguiente,

diA] _ <~ 9|A| Oaij

dx i 8aij ox ’

d’A| |Z -1, 8‘12]

Producto de determinantes
|AB| = |A||B]
aplicando a A y A~! tenemos,

ATHA] = 1] = |ATY =




Matrices y propiedades fundamentales

Propiedades basicas

Transpuesta

Si (A)ij =aij = (A)yj = a;i.
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Matrices y propiedades fundamentales

Propiedades basicas

Transpuesta
Si (A)jj =aij = (A)y = aj:.
Si se tiene que
A=A,

entonces la matriz es simétrica.
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Matrices y propiedades fundamentales

Propiedades basicas

Transpuesta
Si (A)jj =aij = (A)y = aj:.
Si se tiene que
A=A,
entonces la matriz es simétrica.
Adjunta
Si (A)ij =a; = (Al); = %,

en donde los elementos a;; son
nimeros complejos.
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Matrices y propiedades fundamentales

Propiedades basicas
Transpuesta Traza
. <~ n
Si(A)ij =aij = (A)y = aj. TA) =Y as,
i=1

Si se tiene que
_ en donde A es una
A=A, cuadrada de n x n.

entonces la matriz es simétrica.

Adjunta
Si (A)” = a;; = (AT)ij = a;i:

en donde los elementos a;; son
nimeros complejos.

Omar De la Pefia-Seaman | IFUAP Meétodos Matematicos — Propedéutico Fisica
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Matrices y propiedades fundamentales

Propiedades basicas

Transpuesta Traza

Si (A)z] =aj; = (A)U = Qji- Tr(A) = Zaii,
=1

Si se tiene que
B en donde A es una matriz
A=A, cuadrada de n x n.

entonces la matriz es simétrica. Algunas propiedades de Tr son,

Adjunta Tr(aA) = aTr(A),
Si (A)” = a;; = (AT)ij = a;i:

en donde los elementos a;; son
nimeros complejos.
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Matrices y propiedades fundamentales

Propiedades basicas
Transpuesta
Si (A)” = Q45 = (A)U = Qji-
Si se tiene que
A=A,

entonces la matriz es simétrica.

Adjunta

Si (A)” = a;; = (AT)ij = a;i:

en donde los elementos a;; son
nimeros complejos.

Omar De la Pefia-Seaman | IFUAP

Meétodos Matematicos — Propedéutico Fisica

Traza
n
TF(A) = Z Qg y
i=1

en donde A es una matriz

cuadrada de n x n.

Algunas propiedades de Tr son,

Tr(aA) = aTr(A),
Tr(A + B) = Tr(A) + Tr(B),




Matrices y propiedades fundamentales

Propiedades basicas

Transpuesta
Si (A)jj =aij = (A)y = aj:.
Si se tiene que
A=A,
entonces la matriz es simétrica.
Adjunta
Si (A)ij =a; = (Al); = %,

en donde los elementos a;; son
nimeros complejos.
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Traza
n
TF(A) = Z Qg y
i=1

en donde A es una matriz

cuadrada de n x n.

Algunas propiedades de Tr son,

Tr(aA) = aTr(A),
Tr(A + B) = Tr(A) + Tr(B),
Tr(AB) = Tr(BA),




Matrices y propiedades fundamentales

Propiedades basicas

Transpuesta
Si (A)jj =aij = (A)y = aj:.
Si se tiene que
A=A,
entonces la matriz es simétrica.
Adjunta
Si (A)ij =a; = (Al); = %,

en donde los elementos a;; son
nimeros complejos.
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Traza
n
TF(A) = Z Qg y
i=1

en donde A es una matriz

cuadrada de n x n.

Algunas propiedades de Tr son,

Tr(aA) = aTr(A),
Tr(A + B) = Tr(A) + Tr(B),
Tr(AB) = Tr(BA),
= Tr([A,B]) =0,




Matrices y propiedades fundamentales

Propiedades basicas

Transpuesta
Si (A)jj =aij = (A)y = aj:.
Si se tiene que
A=A,
entonces la matriz es simétrica.
Adjunta
Si (A)ij =a; = (Al); = %,

en donde los elementos a;; son
nimeros complejos.
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Traza
n
TF(A) = Z Qg y
i=1

en donde A es una matriz

cuadrada de n x n.

Algunas propiedades de Tr son,

Tr(aA) = aTr(A),
Tr(A + B) = Tr(A) + Tr(B),
Tr(AB) = Tr(BA),
= Tr([A,B]) =0,




Matrices y propiedades fundamentales

Propiedades basicas

Op. en productos de matrices

|AB| = |A|[B| = [BA],
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Matrices y propiedades fundamentales

Propiedades basicas

Op. en productos de matrices

|AB| = [A[[B] = [BA,
Tr(AB) = Tr(BA),
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Matrices y propiedades fundamentales

Propiedades basicas

Op. en productos de matrices
|AB| = [A[|B| = [BA],
Tr(AB) = Tr(BA),
AB = BA,
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Matrices y propiedades fundamentales

Propiedades basicas

Op. en productos de matrices
|AB| = [A[|B| = [BA],
Tr(AB) = Tr(BA),
AB = BA,
(AB)! = BTAT,

Omar De la Pefia-Seaman | IFUAP Meétodos Matematicos — Propedéutico Fisica



Matrices y propiedades fundamentales

Propiedades basicas

Op. en productos de matrices

|AB| = |A[|B| = [BA],
Tr(AB) = Tr(BA),
AB =BA,
(AB)! = BTAT,
(AB)"! =B71A"L
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Matrices y propiedades fundamentales

Propiedades basicas

Op. en productos de matrices
|AB| = [A[|B| = [BA],
Tr(AB) = Tr(BA),
AB =BA,
(AB)! = BTAT,
(AB)"' =B 'A%

Matrices ortogonales

S=S"! = 8S=1,

en donde S es una matriz real, y
cumple tambien con:
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Matrices y propiedades fundamentales

Propiedades basicas

Op. en productos de matrices
|AB| = [A[|B| = [BA],
Tr(AB) = Tr(BA),
AB =BA,
(AB)! = BTAT,
(AB)"' =B 'A%

Matrices ortogonales

S=S"! = 8S=1,

en donde S es una matriz real, y
cumple tambien con:

S| = +1.

Omar De la Pefia-Seaman | IFUAP

Meétodos Matematicos — Propedéutico Fisica



Matrices y propiedades fundamentales

Propiedades basicas

Op. en productos de matrices Matrices unitarias
|AB| = |A[|B| = [BA], Ul=U"!= uU'=UU=1
Tr(AB) = Tr(BA),
AB = BA,
(AB)! = BTAT,

(AB)"! =B71A"L

Matrices ortogonales

S=S"! = 8S=1,

en donde S es una matriz real, y
cumple tambien con:

S| = +1.
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Matrices y propiedades fundamentales

Propiedades basicas

Op. en productos de matrices Matrices unitarias

|AB| = [A||B| = |BA], ul=U"! = vuf=vulu=1
Tr(AB) = Tr(BA), : o g
. - . Si la matriz unitaria también es
AB = BA, real = la matriz serd ortogonal,

(AB)! = BTAT, ademas cumple con,
(AB)"! =B71A"L

Matrices ortogonales

S=S"! = 8S=1,

en donde S es una matriz real, y
cumple tambien con:

S| = +1.
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Matrices y propiedades fundamentales

Propiedades basicas

Op. en productos de matrices Matrices unitarias

|AB| = |A||B| = |BA], Ul=U! = vul=ulu=1.

Tr(AB) = Tr(BA),
( ) ( ) Si la matriz unitaria también es

AB =BA, real = la matriz serd ortogonal,
(AB)! = BTAT, ademas cumple con,
~1_p-1A-1
AR EBAT U] = [UF = 1

Matrices ortogonales

S=S"! = 8S=1,

en donde S es una matriz real, y
cumple tambien con:

S| = +1.
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Matrices y propiedades fundamentales

Propiedades basicas

Op. en productos de matrices Matrices unitarias
|AB| = |A[|B| = [BA], Ul =U"! = vuf=UlU=1.
Tr(AB) = Tr(BA), . A y
S Si la matriz unitaria también es
AB = BA, real = la matriz serd ortogonal,
(AB)! = BTAT, ademas cumple con,
AB)'=B'AL
(AB) ujut| = U2 = 1.

Matri r nal . L.
CLULE 0 U S L Matrices hermiticas

— il ~_
S=S"1! = SsS=1, HT:H:>h;fZ-=hij-

en donde S es una matriz real, y
cumple tambien con:

S| = +1.
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Matrices y propiedades fundamentales

Propiedades basicas

Op. en productos de matrices
|AB| = [A[|B| = [BA],
Tr(AB) = Tr(BA),
AB =BA,
(AB)! = BTAT,
(AB)"' =B 'A%

Matrices ortogonales

S=S"! = 8S=1,

en donde S es una matriz real, y
cumple tambien con:

S| = £1.

Omar De la Pefia-Seaman | IFUAP
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Matrices unitarias
ut=u"! = vuf=vulu=1.

Si la matriz unitaria también es
real = la matriz serd ortogonal,
ademas cumple con,

U||UT| = |UP =1
Matrices hermiticas

Lo anterior indica que los elemen-
tos de la diagonal principal seran
reales.




Matrices y propiedades fundamentales

Propiedades basicas: producto directo

Producto directo
Si tenemos,

A — dim{m x n},
B — dim.{m' xn'},
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Matrices y propiedades fundamentales

Propiedades basicas: producto directo

Producto directo
Si tenemos,

A — dim{m x n},

B — dim.{m' xn'},
= C=A®B — dim{mm’ x nn'},
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Matrices y propiedades fundamentales

Propiedades basicas: producto directo

Producto directo
Si tenemos,

A — dim{m x n},
B — dim.{m' xn'},
= C=A®B — dim{mm’ x nn'},

en donde,

Cop=Ai; By,

a=m'(i—1)+k,
B=n'(j—1)+1

Omar De la Pefia-Seaman | IFUAP Meétodos Matematicos — Propedéutico Fisica



Matrices y propiedades fundamentales

Propiedades basicas: producto directo

Producto directo y los productos internos AA’
Si tenemos, BB’ estin definidos =
A — dim.{m x n}, CC' = (AA") ®» (BB).

B — dim.{m' xn'},
= C=A®B — dim{mm’ x nn'},

en donde,

Cop=Ai; By,

a=m'(i—1)+k,
B=n'(j—1)+1

Ademas, si:

C=A®B & C'=A'@B,
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Matrices y propiedades fundamentales

Propiedades basicas: producto directo

Producto directo y los productos internos AA’
Si tenemos, BB’ estin definidos =
A — dim.{m x n}, CC' = (AA") ®» (BB).

B — dim.{m' xn'},

_ , , Finalmente, si A y B son de mis-
= C=A®B — dim{mm’ xnn'},

mas dimensiones se cumple que,

en donde, C®(A+B)=C®A+C®B,
Cap=Ai; By, (A+B)®C=A®C+B®C.

a=m'(i—1)+k,
B=n'(j—1)+1

Ademas, si:

C=A®B & C'=A'@B,
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Matrices y propiedades fundamentales
Propiedades basicas: producto directo

Ejemplos producto directo

(1) Si Ay B son matrices 2 x 2, calculamos el producto directo
A ® B,
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Matrices y propiedades fundamentales
Propiedades basicas: producto directo

Ejemplos producto directo

(1) Si Ay B son matrices 2 x 2, calculamos el producto directo
A ® B,

A®B
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Matrices y propiedades fundamentales
Propiedades basicas: producto directo
Ejemplos producto directo

(1) Si Ay B son matrices 2 x 2, calculamos el producto directo
A ® B,

. a11B a12B
A®B= |ﬂ21B a22B]
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Matrices y propiedades fundamentales
Propiedades basicas: producto directo

Ejemplos producto directo

(1) Si Ay B son matrices 2 x 2, calculamos el producto directo

A ® B,
a11bi1  anbiz  aebin ai2bio
_|lauB a12B|  |aiibar ai1bae  ai12b21  a12bao
A®B= -
a1 B a2B ao1b11  a21biz  azsbir  abiz

a21b21  ao1baa  agbar  agzban
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Matrices y propiedades fundamentales
Propiedades basicas: producto directo

Ejemplos producto directo

(1) Si Ay B son matrices 2 x 2, calculamos el producto directo

A ® B,
a11bi1  anbiz  aebin ai2bio
_|lauB a12B|  |aiibar ai1bae  ai12b21  a12bao
A®B= -
a1 B a2B ao1b11  a21biz  azsbir  abiz

a21b21  ao1baa  agbar  agzban

(2) Sixy y son vectores—columna de dos elementos, entonces:

I
L2

U1
Y2
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Matrices y propiedades fundamentales
Propiedades basicas: producto directo

Ejemplos producto directo

(1) Si Ay B son matrices 2 x 2, calculamos el producto directo

A ® B,
a11bi1  anbiz  aebin ai2bio
_|lauB a12B|  |aiibar ai1bae  ai12b21  a12bao
A®B= -
a1 B a2B ao1b11  a21biz  azsbir  abiz

a21b21  ao1baa  agbar  agzban

(2) Sixy y son vectores—columna de dos elementos, entonces:

I
L2

U1
Y2

1y
€2y
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Matrices y propiedades fundamentales
Propiedades basicas: producto directo

Ejemplos producto directo

(1) Si Ay B son matrices 2 x 2, calculamos el producto directo

A ® B,
a11bi1  anbiz  aebin ai2bio
_|lauB a12B|  |aiibar ai1bae  ai12b21  a12bao
A®B= -
a1 B a2B ao1b11  a21biz  azsbir  abiz

a21b21  ao1baa  agbar  agzban

(2) Sixy y son vectores—columna de dos elementos, entonces:

1y
T ® yi| _ [Ty _ | 112
T2 Y2 oy T2y
T2Y2
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Matrices y propiedades fundamentales
Propiedades basicas: fuciones de matrices
Si tenemos A cuadrada de dimensién n x n, entonces las funciones:

estaran también definidas como matrices de n x n.
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Matrices y propiedades fundamentales
Propiedades basicas: fuciones de matrices
Si tenemos A cuadrada de dimensién n x n, entonces las funciones:

eXp(A) = Z ﬁAjv

o0

Sen(A AQJJrl
z:: 2] +
o

Cos(A 7
7=0

estaran también definidas como matrices de n x n.

Un ejemplo de aplicacién seria la identidad de Euler,

exp(iorf) = 1Cosb + ioSend
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Matrices y propiedades fundamentales
Propiedades basicas: fuciones de matrices
Si tenemos A cuadrada de dimensién n x n, entonces las funciones:

eXp(A) = Z ﬁAjv

o0

Sen(A AQJJrl
z:: 2] +
o

Cos(A 7
7=0

estaran también definidas como matrices de n x n.

Un ejemplo de aplicacién seria la identidad de Euler,
exp(iorf) = 1Cosb + ioSend
en donde 0, £k =1,2,3 € Ry o; son las matrices de Pauli,

fo 1 o —i 1
91=11 o]’ 2T (; ol 72T |0 EAF
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Matrices y propiedades fundamentales

Propiedades basicas: fuciones de matrices

Otra aplicacién seria la relacién de matrices hermiticas y unitarias,
U = exp(iH)

donde U sera unitaria <= H es hermitica.
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Matrices y propiedades fundamentales

Propiedades basicas: fuciones de matrices

Otra aplicacién seria la relacién de matrices hermiticas y unitarias,
U = exp(iH)
donde U serd unitaria <= H es hermitica.

Otro resultado es que cualquier matriz hermitica H satisface la férmula
de la traza,

lexp(H)| = exp[Tr(H)].
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Matrices y propiedades fundamentales

Propiedades basicas: fuciones de matrices

Otra aplicacién seria la relacién de matrices hermiticas y unitarias,
U = exp(iH)
donde U serd unitaria <= H es hermitica.

Otro resultado es que cualquier matriz hermitica H satisface la férmula
de la traza,

lexp(H)| = exp[Tr(H)].

Finalmente, la férmula de Baker-HausdorfF,

exp(—T)Aexp(T) = A+[A, T]+% [[A,T], T]+;!

[[A, T],T], T|+...
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Contenido: Tema 02

2. Algebra lineal

2.3 Problemas de eigenvalores
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Problemas de eigenvalores

Ejemplo preliminar
Consideremos una particula que se mueve sin friccién en un campo
bidimensional del tipo,

V(z,y) = ax® + bry + cy’,

en donde los parametros a, b, y ¢
describen al campo V' y cuyo mini- -5
mo se encuentra en z =y = 0.
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Problemas de eigenvalores

Ejemplo preliminar
Consideremos una particula que se mueve sin friccién en un campo
bidimensional del tipo,

V(z,y) = ax® + bry + cy’,

en donde los parametros a, b, y ¢
describen al campo V' y cuyo mini- -5
mo se encuentra en z =y = 0.

-10 0 10

X
Calculando las componentes de la fuerza en un punto dado,

Yy

ox
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Problemas de eigenvalores

Ejemplo preliminar
Consideremos una particula que se mueve sin friccién en un campo
bidimensional del tipo,

V(z,y) = ax® + bry + cy’,

en donde los parametros a, b, y ¢
describen al campo V' y cuyo mini- -5
mo se encuentra en z =y = 0.

10 0 10
X
Calculando las componentes de la fuerza en un punto dado,
oV oV
— = "2arx —by, F,=—— = —bx —2cy.
Para encontrar las dir. de la fuerza que se orientan hacia el origen del
potencial (z =y = 0), describamos el problema matricialmente:

ANEEH
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Problemas de eigenvalores

Ejemplo preliminar
Consideremos una particula que se mueve sin friccién en un campo
bidimensional del tipo,

V(z,y) = ax® + bry + cy’,

en donde los parametros a, b, y ¢
describen al campo V' y cuyo mini- -5
mo se encuentra en z =y = 0.

10 0 10
X
Calculando las componentes de la fuerza en un punto dado,
oV oV
— = "2arx —by, F,=—— = —bx —2cy.
Para encontrar las dir. de la fuerza que se orientan hacia el origen del
potencial (z =y = 0), describamos el problema matricialmente:

R
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Problemas de eigenvalores
Definicién de ecuacién secular
La condicién de orientacién al ori-
gen del campo de fuerzas equivale
a decir,
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Problemas de eigenvalores

Definiciéon de ecuacién secular

La condicién de orientacién al ori-
gen del campo de fuerzas equivale

a decir,
F, =«

)
F, Y
lo cual a su vez indica que,

Fxr = F=)\

en donde A\ es una constante de
proporcionalidad.
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Problemas de eigenvalores

Definiciéon de ecuacién secular

La condicién de orientacién al ori-
gen del campo de fuerzas equivale

a decir,
F, =«

F, vy

lo cual a su vez indica que,
Fxr = F=Xr

en donde A es una constante de
proporcionalidad.
Relacionando con el res. previo,
F=Hr = Hr =)r,
(H— A\1)r =0.
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Problemas de eigenvalores
Definicién de ecuacién secular
La condicién de orientacién al ori-
gen del campo de fuerzas equivale
a decir,
F, =z

F, vy

lo cual a su vez indica que,
Fxr = F=Xr

en donde A es una constante de
proporcionalidad.
Relacionando con el res. previo,
F=Hr = Hr =)r,
(H— A\1)r =0.

Lo anterior se puede visualizar
como un sistema de ecuaciones
lineales homogéneas, en donde A\
y r deben de ser determinados.
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Problemas de eigenvalores
Definicién de ecuacién secular
La condicién de orientacién al ori-
gen del campo de fuerzas equivale
a decir,
F, =z

F, vy

lo cual a su vez indica que,
Fxr = F=Xr

en donde A\ es una constante de
proporcionalidad.

Relacionando con el res. previo,

F=Hr = Hr =)r,
(H— A\1)r =0.
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Lo anterior se puede visualizar
como un sistema de ecuaciones
lineales homogéneas, en donde A\
y r deben de ser determinados.

Para que el sistema tenga solucén
(aparte de la trivial r = 0) se debe
cumplir, por tanto,

H—A1|=0

lo cual se conoce como ecuacion
secular.




Problemas de eigenvalores

Ejemplo preliminar: obtencién de eigenvalores

Regresando al ejemplo inicial,

NEE Rk

-b —2c

especificandoa =1, b = —/5, y c=3.
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Problemas de eigenvalores

Ejemplo preliminar: obtencién de eigenvalores
Regresando al ejemplo inicial,

—2a —b -2 5
II"[—@ —2J"[v% —ﬁ]’

especificandoa =1, b = —/5, y c=3.
Resolviendo por tanto la ecuacién secular,

—2-X 5

H-1)\=
| A=0 = B 6
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Problemas de eigenvalores

Ejemplo preliminar: obtencién de eigenvalores
Regresando al ejemplo inicial,

—2a —b -2 5
H= l—b —2c] - [\/5 —6]’

especificandoa =1, b = —/5, y c=3.
Resolviendo por tanto la ecuacién secular,

—2-X 5

H-1)\=
| A=0 = B 6

lo cual se reduce a,

M48A+7=0 = A+1)M\+7) =0,

Omar De la Pefia-Seaman | IFUAP Meétodos Matematicos — Propedéutico Fisica



Problemas de eigenvalores

Ejemplo preliminar: obtencién de eigenvalores
Regresando al ejemplo inicial,

—2a —b -2 5
H= l—b —2c] - [\/5 —6]’

especificandoa =1, b = —/5, y c=3.
Resolviendo por tanto la ecuacién secular,

—2-X 5

H-1)\=
| A=0 = B 6

lo cual se reduce a,
MNAE8A+7=0 = (A+1)(A+7)=0,

dando como resultado los eigenvalores \| = —1y \y = —7.
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Problemas de eigenvalores

Ejemplo preliminar: obtencién de eigenvectores
Para obtener los eigenvectores, regresamos a la ecuacion original y
sustituimos el eigenvalor obtenido para el cual deseamos su eigenvec-
tor,

VB —6—\

H-1\)r=0 = l_Q_)‘i V5 Hﬂ:o.
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Problemas de eigenvalores

Ejemplo preliminar: obtencién de eigenvectores
Para obtener los eigenvectores, regresamos a la ecuacion original y
sustituimos el eigenvalor obtenido para el cual deseamos su eigenvec-
tor,

—6 -\

H-1\)r=0 = l_Q\/_g)‘i V5 ] m = 0.
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Problemas de eigenvalores

Ejemplo preliminar: obtencién de eigenvectores
Para obtener los eigenvectores, regresamos a la ecuacion original y
sustituimos el eigenvalor obtenido para el cual deseamos su eigenvec-

tor,
H-1\)r=0 = l_Q\/_g)‘i _6{5&1 m = 0.

Ar=-1

& S]]

expandiendo,

\/5x—5y:(),
= 2 =/5y.
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Problemas de eigenvalores

Ejemplo preliminar: obtencién de eigenvectores
Para obtener los eigenvectores, regresamos a la ecuacion original y
sustituimos el eigenvalor obtenido para el cual deseamos su eigenvec-

tor,
-2 -\ V5 T
H-1\)r=0 = ‘ =0.
U SN |
A1 =-—1 Por tanto, para obtener la solucién

proponemos:
-1 \/5 T -0
Vi =5yl siy=1 = z=1/5,
expandiendo,

\/5x—5y:(),
= 2 =/5y.
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Problemas de eigenvalores

Ejemplo preliminar: obtencién de eigenvectores
Para obtener los eigenvectores, regresamos a la ecuacion original y
sustituimos el eigenvalor obtenido para el cual deseamos su eigenvec-

tor,
-2 -\ V5 T
H-1\)r=0 = ! =0.
U SN |
A1 =-—1 Por tanto, para obtener la solucién
proponemos:
-1 \/5 T| 0
Vi =5yl siy=1 = z=1/5,
expandiendo, con lo cual, finalmente normal-
izando se obtiene:
—z 4+ v5y =0, £
1 5
\/5x—5y—0, rl\/élll.

= 2 =/5y.
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Problemas de eigenvalores

Ejemplo preliminar: obtencién de eigenvectores
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Problemas de eigenvalores

Ejemplo preliminar: obtencién de eigenvectores

A2 = —T7

ERSIHR

expandiendo,

5m+\/5y:0,
Vb +y =0,
= y=—bz.
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Problemas de eigenvalores

Ejemplo preliminar: obtencién de eigenvectores

A2 = —T7

ERSIHR

expandiendo,

5m+\/5y:0,
Vb +y =0,
= y=—bz.

Por tanto, siz =1 =y = —/5,
obteniendo,
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Problemas de eigenvalores

Ejemplo preliminar: obtencién de eigenvectores

Apg = —T7 Resumiendo tenemos,
e el
expandiendo, Xo=—7 = 19 = 1 [ 1 ] 7
VARV
52 + /5y = 0,
Voz +y =0,
= y=—V5z.

Por tanto, siz =1 =y = —/5,
obteniendo,

1 [
r27%—\/5'
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Problemas de eigenvalores

Ejemplo preliminar: obtencién de eigenvectores

Ao = —7 Resumiendo tenemos,

B el

expandiendo, Ap=—T = 1y = \}6 [_1/51 ’

5z + 5y =0,
De los resultados observamos lo
vz +y =0, siguiente,
= y=—bz. (1) el num. de eigenvalores es el

mismo que la dimensién de H,
Por tanto, siz =1 =y = —/5,

obteniendo,

1 [
r27%—\/5'
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Problemas de eigenvalores

Ejemplo preliminar: obtencién de eigenvectores

Ao = —7 Resumiendo tenemos,
5 V5| |z 1 |5
= AM=—-1 = = —
lﬁ 1“11] " 1 " ﬁM’
expandiendo, A=—7 = ry = R )
V6 [-V5
ox + \/51/ =0,
De los resultados observamos lo
vz +y =0, siguiente,
= y=—bz. (1) el num. de eigenvalores es el

mismo que la dimensién de H,
Por tanto, siz =1 =y = —/5,

. 2) los eigenvalores obtenidos son
obteniendo, (2) &

reales,

1 [
r27%—\/5'
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Problemas de eigenvalores

Ejemplo preliminar: obtencién de eigenvectores

Ao = —7 Resumiendo tenemos,
5 V5| |z 1 |5
= AM=—-1 = = —
lﬁ 1“11] " 1 " ﬁM’
expandiendo, A=—7 = ry = R )
V6 [-V5
ox + \/51/ =0,
De los resultados observamos lo
vz +y =0, siguiente,
= y=—bz. (1) el num. de eigenvalores es el

B mismo que la dimensién de H,
Por tanto, siz =1 = y = —v/5, . .
v -/ (2) los eigenvalores obtenidos son

obteniendo,
reales,
1 1 (3) los eigenvectores son ortogo-
2= % —/5l nales: r1 -ro = 0.
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Problemas de eigenvalores

Ejemplo preliminar: interpretacién de eigenvectores
La ortogonalidad de los eigenvectores se puede entender fisicamente
como las direcciones de simetria del problema en cuestién, que se cono-
cen como los ejes principales del potencial,
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Problemas de eigenvalores

Ejemplo preliminar: interpretacién de eigenvectores
La ortogonalidad de los eigenvectores se puede entender fisicamente
como las direcciones de simetria del problema en cuestién, que se cono-
cen como los ejes principales del potencial,

5 x= Y512 5| y= X512
y o y o
5 -5
—0 0 10 —10 0 10
X X

Omar De la Pefia-Seaman | IFUAP Meétodos Matematicos — Propedéutico Fisica



Problemas de eigenvalores

Ejemplo preliminar: interpretacién de eigenvectores
La ortogonalidad de los eigenvectores se puede entender fisicamente
como las direcciones de simetria del problema en cuestién, que se cono-
cen como los ejes principales del potencial,

5 X = y51/2 5 y = X512
y o y o
5 -5
—0 0 10 —10 0 10

X X
Por tanto, los eigenvectores definen una matriz de rotacion del sis-
tema original al sistema de ejes principales,

a7 ] b=

V6|1 —v5| |yl V6 |r— by

/
= [x/] = Ur N
Y
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Problemas de eigenvalores

Transformacién de similaridad
Finalmente, queda el proceso de transformar el problema original al
nuevo sistema de ejes principales, para ello realizamos lo siguiente,
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Problemas de eigenvalores

Transformacién de similaridad
Finalmente, queda el proceso de transformar el problema original al
nuevo sistema de ejes principales, para ello realizamos lo siguiente,

Hr = A\r
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Problemas de eigenvalores

Transformacién de similaridad
Finalmente, queda el proceso de transformar el problema original al
nuevo sistema de ejes principales, para ello realizamos lo siguiente,

Hr = \r = HU !'Ur = \U !'Ur,
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Problemas de eigenvalores

Transformacién de similaridad
Finalmente, queda el proceso de transformar el problema original al
nuevo sistema de ejes principales, para ello realizamos lo siguiente,

Hr = \r = HU !'Ur = \U !'Ur,
UHU 'Ur = UNU'Ur
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Problemas de eigenvalores

Transformacién de similaridad
Finalmente, queda el proceso de transformar el problema original al
nuevo sistema de ejes principales, para ello realizamos lo siguiente,

Hr = \r = HU !'Ur = \U !'Ur,
UHU 'Ur = UNU 'Ur = UHU }(Ur) = \(Ur),
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Problemas de eigenvalores

Transformacién de similaridad
Finalmente, queda el proceso de transformar el problema original al
nuevo sistema de ejes principales, para ello realizamos lo siguiente,

Hr = \r = HU !'Ur = \U !'Ur,
UHU 'Ur = UANU'Ur = UHU !(Ur) = A\(Ur),
yaque UTlU =UU! =1.
Pero Ur =1/, por tanto (UHU 1)1’ = Ar'.
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Problemas de eigenvalores

Transformacién de similaridad
Finalmente, queda el proceso de transformar el problema original al
nuevo sistema de ejes principales, para ello realizamos lo siguiente,

Hr = \r = HU !'Ur = \U !'Ur,
UHU 'Ur = UNU 'Ur = UHU }(Ur) = \(Ur),

yaque UTlU =UU! =1.
Pero Ur =1/, por tanto (UHU 1)1’ = Ar'.

Es decir, se ha convertido H y r mediante una transformacién al sis-
tema preferencial, sin embargo el eigenvalor A permanece invariante,
.. la transformacién de similaridad nos arroja la matriz diagonal del
problema,
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Problemas de eigenvalores

Transformacién de similaridad
Finalmente, queda el proceso de transformar el problema original al
nuevo sistema de ejes principales, para ello realizamos lo siguiente,

Hr = \r = HU !'Ur = \U !'Ur,
UHU 'Ur = UANU'Ur = UHU !(Ur) = A\(Ur),
yaque UTlU =UU! =1.
Pero Ur =1/, por tanto (UHU 1)1’ = Ar'.

Es decir, se ha convertido H y r mediante una transformacién al sis-
tema preferencial, sin embargo el eigenvalor A permanece invariante,
.. la transformacién de similaridad nos arroja la matriz diagonal del
problema,

1 V5

6 Vi =61 —v5

oot =[] [ Y[ = 5
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Contenido: Tema 02

2. Algebra lineal

2.4 Matrices especiales
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Matrices especiales
Matrices hermiticas
Una matriz H es hermitica cuando H = HT.
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Matrices especiales

Matrices hermiticas
Una matriz H es hermitica cuando H = HT.

En particular, cuando se trata con problemas de eigenvalores de matri-
ces hermiticas, se tienen las siguientes propiedades:
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Matrices especiales

Matrices hermiticas
Una matriz H es hermitica cuando H = HT.

En particular, cuando se trata con problemas de eigenvalores de matri-
ces hermiticas, se tienen las siguientes propiedades:

e Los eigenvalores son reales.
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Matrices especiales

Matrices hermiticas
Una matriz H es hermitica cuando H = HT.

En particular, cuando se trata con problemas de eigenvalores de matri-
ces hermiticas, se tienen las siguientes propiedades:

e Los eigenvalores son reales.

e Eigenvectores correspondientes a diferentes eigenvalores son ortog-
onales.
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Matrices especiales

Matrices hermiticas
Una matriz H es hermitica cuando H = HT.

En particular, cuando se trata con problemas de eigenvalores de matri-
ces hermiticas, se tienen las siguientes propiedades:

e Los eigenvalores son reales.

e Eigenvectores correspondientes a diferentes eigenvalores son ortog-
onales.

e Los eigenvectores forman un set completo en el cual se puede ex-
pander cualquier vector perteneciente al propio espacio.
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Matrices especiales

Matrices hermiticas
Una matriz H es hermitica cuando H = HT.

En particular, cuando se trata con problemas de eigenvalores de matri-
ces hermiticas, se tienen las siguientes propiedades:

e Los eigenvalores son reales.

e Eigenvectores correspondientes a diferentes eigenvalores son ortog-
onales.

e Los eigenvectores forman un set completo en el cual se puede ex-
pander cualquier vector perteneciente al propio espacio.

Ademis, en el caso de transf. de similaridad, UHU !, se cumple,
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Matrices especiales

Matrices hermiticas
Una matriz H es hermitica cuando H = HT.

En particular, cuando se trata con problemas de eigenvalores de matri-
ces hermiticas, se tienen las siguientes propiedades:

e Los eigenvalores son reales.

e Eigenvectores correspondientes a diferentes eigenvalores son ortog-
onales.

e Los eigenvectores forman un set completo en el cual se puede ex-
pander cualquier vector perteneciente al propio espacio.

Ademis, en el caso de transf. de similaridad, UHU !, se cumple,
e Los eigenvalores son invariantes.
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Matrices especiales

Matrices hermiticas
Una matriz H es hermitica cuando H = HT.

En particular, cuando se trata con problemas de eigenvalores de matri-
ces hermiticas, se tienen las siguientes propiedades:

e Los eigenvalores son reales.

e Eigenvectores correspondientes a diferentes eigenvalores son ortog-
onales.

e Los eigenvectores forman un set completo en el cual se puede ex-
pander cualquier vector perteneciente al propio espacio.

Ademas, en el caso de transf. de similaridad, UHU ™!, se cumple,
e Los eigenvalores son invariantes.

e UHU ! sera diagonal, con los eigenvalores de H como sus ele-
mentos diagonales.

Omar De la Pefia-Seaman | IFUAP Meétodos Matematicos — Propedéutico Fisica



Matrices especiales
Matrices hermiticas
Una matriz H es hermitica cuando H = HT.

En particular, cuando se trata con problemas de eigenvalores de matri-

ces hermiticas, se tienen las siguientes propiedades:

e Los eigenvalores son reales.

e Eigenvectores correspondientes a diferentes eigenvalores son ortog-
onales.

e Los eigenvectores forman un set completo en el cual se puede ex-
pander cualquier vector perteneciente al propio espacio.

Ademis, en el caso de transf. de similaridad, UHU !, se cumple,

e Los eigenvalores son invariantes.

e UHU ! sera diagonal, con los eigenvalores de H como sus ele-
mentos diagonales.

e El eigenvector (normalizado) de la matriz H, corresponde al eigen-
valor (UHU™!);;, ser4 la i-ésima columna de UL
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Matrices especiales

Matrices hermiticas
Una matriz H es hermitica cuando H = HT.

En particular, cuando se trata con problemas de eigenvalores de matri-
ces hermiticas, se tienen las siguientes propiedades:

e Los eigenvalores son reales.

e Eigenvectores correspondientes a diferentes eigenvalores son ortog-
onales.

e Los eigenvectores forman un set completo en el cual se puede ex-
pander cualquier vector perteneciente al propio espacio.

Ademas, en el caso de transf. de similaridad, UHU ™!, se cumple,
e Los eigenvalores son invariantes.

e UHU ! sera diagonal, con los eigenvalores de H como sus ele-
mentos diagonales.

e El eigenvector (normalizado) de la matriz H, corresponde al eigen-
valor (UHU™!);;, ser4 la i-ésima columna de UL

e Finalmente, |H| y Tr(H) son invariantes ante tal transformacién,
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Matrices especiales

Matrices normales
Hasta ahora nos hemos centrado en la discusién de matrices hermiticas,
las cuales representan un elemento de un grupo mas amplio, el de las
matrices normales:
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Matrices especiales

Matrices normales
Hasta ahora nos hemos centrado en la discusién de matrices hermiticas,
las cuales representan un elemento de un grupo mas amplio, el de las
matrices normales:

una matriz A es normal si cumple: [A,AT] =0.
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Matrices especiales

Matrices normales
Hasta ahora nos hemos centrado en la discusiéon de matrices hermiticas,
las cuales representan un elemento de un grupo mas amplio, el de las
matrices normales:

una matriz A es normal si cumple: [A,AT] =0.

Las matrices normales satisfacen las siguientes propiedades,
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Matrices normales
Hasta ahora nos hemos centrado en la discusiéon de matrices hermiticas,
las cuales representan un elemento de un grupo mas amplio, el de las
matrices normales:

una matriz A es normal si cumple: [A,AT] =0.

Las matrices normales satisfacen las siguientes propiedades,

e eigenvectores correspondientes a diferentes eigenvalores son ortog-
onales y forman, ademas, un set completo.
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Matrices normales
Hasta ahora nos hemos centrado en la discusiéon de matrices hermiticas,
las cuales representan un elemento de un grupo mas amplio, el de las
matrices normales:

una matriz A es normal si cumple: [A,AT] =0.

Las matrices normales satisfacen las siguientes propiedades,

e eigenvectores correspondientes a diferentes eigenvalores son ortog-
onales y forman, ademas, un set completo.

e pueden ser diagonalizables mediante una transformacién de similar-
idad (UAU™Y).
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Matrices especiales

Matrices normales
Hasta ahora nos hemos centrado en la discusiéon de matrices hermiticas,
las cuales representan un elemento de un grupo mas amplio, el de las
matrices normales:

una matriz A es normal si cumple: [A,AT] =0.

Las matrices normales satisfacen las siguientes propiedades,

e eigenvectores correspondientes a diferentes eigenvalores son ortog-
onales y forman, ademas, un set completo.

e pueden ser diagonalizables mediante una transformacién de similar-
idad (UAU™Y).

e |los eigenvalores pueden ser imaginarios, ademas de que los eigen-
valores de A y Af son Xy \*, respectivamente.
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Matrices especiales
Matrices normales
Hasta ahora nos hemos centrado en la discusién de matrices hermiticas,

las cuales representan un elemento de un grupo mas amplio, el de las
matrices normales:

una matriz A es normal si cumple: [A,AT] =0.

Las matrices normales satisfacen las siguientes propiedades,

e eigenvectores correspondientes a diferentes eigenvalores son ortog-
onales y forman, ademas, un set completo.

e pueden ser diagonalizables mediante una transformacién de similar-
idad (UAU™Y).

e |los eigenvalores pueden ser imaginarios, ademas de que los eigen-
valores de A y Af son Xy \*, respectivamente.

e los eigenvectores de A y AT son iguales.
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Matrices especiales

Matrices normales
Hasta ahora nos hemos centrado en la discusiéon de matrices hermiticas,
las cuales representan un elemento de un grupo mas amplio, el de las
matrices normales:

una matriz A es normal si cumple: [A,AT] =0.

Las matrices normales satisfacen las siguientes propiedades,

e eigenvectores correspondientes a diferentes eigenvalores son ortog-
onales y forman, ademas, un set completo.

e pueden ser diagonalizables mediante una transformacién de similar-
idad (UAU™Y).

e |los eigenvalores pueden ser imaginarios, ademas de que los eigen-
valores de A y Af son Xy \*, respectivamente.

e los eigenvectores de A y AT son iguales.

e ejemplos de matrices normales: matrices unitarias y anti-hermiticas
(AF = —A)
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Matrices especiales

Matrices no-normales

Existen casos en los cuales no se cumple el criterio de normalidad:
[A,A"} £0,

I[lamadas matrices no-normales.
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Matrices especiales

Matrices no-normales

Existen casos en los cuales no se cumple el criterio de normalidad:
[A,A"} £0,

I[lamadas matrices no-normales.

Para este tipo de matrices:

e se sigue cumpliendo que los eigenvalores de A y Af son Xy \*
respectivamente.
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Matrices especiales

Matrices no-normales

Existen casos en los cuales no se cumple el criterio de normalidad:

[A,A"} £0,
I[lamadas matrices no-normales.

Para este tipo de matrices:

e se sigue cumpliendo que los eigenvalores de A y Af son Xy \*
respectivamente.

e sin embargo, los eigenvectores ya no son ortogonales ...
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Matrices especiales

Matrices no-normales

Existen casos en los cuales no se cumple el criterio de normalidad:

[A,A"} £0,

I[lamadas matrices no-normales.
Para este tipo de matrices:

e se sigue cumpliendo que los eigenvalores de A y Af son Xy \*
respectivamente.

e sin embargo, los eigenvectores ya no son ortogonales ...
e ... nison los mismos para A y Af.
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Matrices especiales

Matrices no-normales

Existen casos en los cuales no se cumple el criterio de normalidad:
[A,A"} £0,

llamadas matrices no-normales.

Para este tipo de matrices:

e se sigue cumpliendo que los eigenvalores de A y Af son Xy \*

respectivamente.

e sin embargo, los eigenvectores ya no son ortogonales ...

e ... nison los mismos para A y Af.

Finalmente, existen también las llamadas matrices defectivas, las cuales
no poseen ni siquiera un set completo de eigenvectores.
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