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Fundamentos de ecuaciones diferenciales
Clasificaciéon de las ecuaciones diferenciales

Las ecuaciones diferenciales (DE), en general, se pueden clasificar me-

diante los siguientes criterios,

e Niumero de variables independientes: seradn ecs. diferenciales
ordinarias (ODE) si tienen sélo una variable independiente, y ecs.
diferenciales parciales (PDE) si tiene mas de una, por lo que pre-
sentard derivadas parciales.

e Orden: se refiere al orden de la derivada mas alta en la DE.

e Grado: indica la potencia de la derivada de mayor orden en la
DE, después de ser racionalizada.

Ejemplos:

d? d
£y + 3£ + 2y =0 = segundo orden y primer grado.
dz? dz

3 dy\*
L + <dy> = tercer orden y segundo grado.
x

da3
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Fundamentos de ecuaciones diferenciales

Clasificacién de las ecuaciones diferenciales

e Lineal: una ODE es lineal cuando cada término en ella es tal que
la variable dependiente o sus derivadas aparecen sélo una vez y
sélo en potencias igual a 1.

e Homogénea: se dice que una ODE lineal es homogénea cuando no
hay términos independientes de la variable dependiente, en caso
contrario se dice que la ODE es no-homogénea.

Ejemplos:
Y B o . ODE no lineal
— = = no lineal.
d? " Vir
d? d
B32Y + e*Senz =Y +y =Inz = ODE lineal no-homogénea.
dz3 dx
d? d
£y + 2% + 1y =0 = ODE lineal homogénea.
dz? dx
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ODE's lineales de primer orden

Definicién y métodos de solucién

La forma general de las ecuaciones diferenciales ordinarias (ODEs) de
primer orden es:

dy

i f(z,y),
dy _ P(z,y)
dx Qz,y)’

las cuales pueden ser o no lineales.

Dependiendo de la forma en que se exprese la ODE de primer orden,
es posible aplicar uno de los siguientes métodos de solucién,

e Separacion de variables,

¢ Diferenciales exactas,

¢ Factores integrantes.
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ODE's lineales de primer orden
Métodos de solucién: separacién de variables
Consideremos la siguiente forma de las ODEs de primer orden,

dy  P(z,y) . dy  P(2)

I y sl - )
dr Q(z,y) dz Q(y)
entonces lo podemos expresar como,
P(x)dx 4 Q(y)dy = 0,

integrando la ec. anterior desde (zg,yo) hasta (z,y) tenemos,
/ P(z)dz + Q( )Jdy =0 < solucién de la ODE.

Algunas consideraciones:

1) Los limites inferiores contribuyen sélo con valores constantes a la
solucién, por lo que se pueden ignorar y sélo afadir una cte. de
integracién.

2) Esta técnica de solucién no requiere que la ODE sea lineal.
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ODE's lineales de primer orden

Métodos de solucién: separacién de variables
Existen ciertos casos en donde no es posible aplicar directamente la
separacion de variables, sin embargo mediante cambios de variable
adecuados, se puede convertir a un caso de separacién de variables.

Por ejemplo, si tenemos casos como:

d
%zf(ax—i—by) V a,b= ctes.

entonces podemos proponer,
w=ar+by = dw=adx-+ bdy,
dw dy dw
—=a+b= = — =a+bf(ax+by)=a+bf(w),

dzx dzx dx
dw
P T
v a+bf(w)’

obteniendo asi una separacién de variables en x y w, lo cual dard a
si vez una relacién implicita entre x y vy, resolviendo el problema.
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ODE's lineales de primer orden

Métodos de solucién: separacién de variables
Otro tipo de ecuaciones en donde podemos aplicar un cambio de vari-

ables es:
dy
29 _ "
0y = /o),
en donde podemos aplicar la siguiente sustitucion,
u="2 = Yy = zu,

= dy = xdu + udz,

dy du

%—f(u)—x%—i-u,
N dz  du

r flu)—u’

con lo que obtenemos una nueva relaciéon que si es separable, dando
como resultado una relacién implicita entre v y z, lo que a su vez nos
arrojara la solucién, implicita también, en z y y.
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ODE's lineales de primer orden
Métodos de solucidn: diferenciales exactas
Retomando la forma anterior de las ODEs de primer orden,

dy _ P(z,y)
dx Q(z,y)

A esta ecuacién se le dice exacta si podemos expresarla mediante un
diferencial dp V ¢(z,y) = cte.,

= P(z,y)dz + Q(z,y)dy = 0.

_ Oy 3@
Oy 890
_— = P _—=
= 3 (z,y) & 9y Q(z,y),

Para comprobar que tal ¢(z,y) existe y que podemos resolver nuestra
ODE de esta forma, aplicamos lo siguiente,

d (&o) 9 (890) _, 9@y _ 9P(x,y)

oz 873; 8y ox or Oy

., si se cumple lo anterior, la construccién de la ODE serd exacta.
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ODE's lineales de primer orden

Métodos de solucién: diferenciales exactas
Para ejemplificar el método de solucién, consideremos que si se cumple
la condicién de ecuaciones diferenciales exactas,

_ 0Q _ op
P(z,y)dx + Q(z,y)dy =0 = o~ 9y

por tanto, existe una funcién p(z,y) tal que,

dp ¢ _

ahora, integrando parcialmente cada una de las expresiones anteriores,

o= [ Playiz+g) & ¢ = [Qy)dy+hia),

al comparar los resultados de las integrales anteriores, es posible deter-
minar la naturaleza y forma de las funciones ¢g(y) y h(z), obteniendo
asi p(z,y) = ¢, lo cual serd la solucién implicita de la ODE.
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ODE's lineales de primer orden
Métodos de solucién: factores integrantes
La forma general de ODE's lineales de primer orden es:

dy

o, T @)y = a(2),

y en el caso de que fuera exacta se podia resolver por los métodos ya
discutidos.

Sin embargo, en caso de que no fuera asi, alin se puede transformar en
exacta multiplicandola por un factor especifico, conocido como factor

integrante:
exp (/p(x)dx) .

Para comprobar la forma del factor integrante, supongamos que R(x)
es el factor que estamos buscando = si hacemos lo siguiente,
dy

o, Tr@)y=4(@) = R(z)- + R(@)p(z)y = R(z)e(2),
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ODE's lineales de primer orden
Métodos de solucién: factores integrantes
de lo anterior, reordenando:

Rdy + Rp(x)ydx = Rq(x)dx 6 Rdy + [Rp(x)y — Rq(x)]dz = 0.

Ahora, recordando la condicién para que una ODE sea exacta,
dp Oy 0 <8(p> 0 (8@)

dp = —d dy = Z (7
P9 T ey =0 = 9u\ay) T oy \os

por tanto, para la ecuacién obtenida, si quisieramos que tuviera expre-
sién exacta, se deberia cumplir:

) o el

y simplificando la expresién anterior, recordando que R = R(x):

) i@ >

= R(z)p(z) =
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ODE's lineales de primer orden

Métodos de solucién: factores integrantes

Integrando lo anterior obtenemos,

d]f((xﬂ?)) = p(z)dz = InR(z) = / p(z)dr = R(z)=exp ( / p(x)dw),

Con el factor integrante, es posible por tanto obtener una solucién
general a la ODE,

Y bpay=aa) = Loy =claw) ¥ F= [pn,
= L (") =) = dlye") = Fala)dn,
y(x) =e T /qu(x)dsc + C} ,

= ya(z) + y1(2).
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ODE's lineales de primer orden

Propiedades de la solucion
El término y;(x) de la solucién y(x),

yi(x) = Cce ¥,

corresponde a la solucién de la ecuacién homogénea.

Para comprobar, tomemos la ODE y hagamos ¢(z) = 0,

dy
—_ = _ = 0
: +p(z)y =q(z) = Ty + p(z)y = 0,

integrando la ecuacién obtenida,

@ = —/p(ac)dx = Iny = —/p(ﬂc)dl’-FCl,

Yy
pero: F:/p(m)da: = lhy=-F+C = y=Ce ¥,

renombrando ¢©? — C, obteniendo asf el resultado esperado.
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ODE's lineales de primer orden

Propiedades de la solucion

Para el otro término de la solucién, ya(z),

yo(z) = efF/qu(x)da:,

tenemos que corresponde al término ¢(x) en la ODE, y por tanto es
una solucién de la ecuacién original no-homogénea.
Por tanto, tenemos lo siguiente,

e yi(x) representa la soluciéon general correspondiente a la ecuacién
homogénea.

® yo(xz) representa la solucidén general correspondiente a la ec. no-
homogénea.

Lo anterior nos indica que hemos encontrado la solucién completa de
la ODE lineal de primer orden,

y(x) =y} (z) + y5"(z),

la cual es la tnica solucién linealmente independiente (salvo un
mdaltiplo arbitrario de y2(z)).
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ODE's lineales de primer orden

Ecuacién de Bernoulli
La ecuacién de Bernoulli es una ecuacién de primer orden no-lineal
que presenta la siguiente forma general,

d
ﬁ +p(z)y = q(x)y" V neR.
Esta ecuacién, sin embargo, puede convertirse en una lineal si se realiza

el siguiente cambio de variable,

1—n 1
w=y = y:wl—n,

dw _,dy dy 1 dw
= (1= n2d o 24 n>>
dx ( n)y dx dx 1-— ny dx

Sustituyendo lo anterior en la ecuacién de Bernoulli,

| i ny"%} +p(x)y = q(x)y",
= dw/dz+p(a)(1 —n)y' ™" = q(z)(1 —n),
dw
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ODE's lineales de segundo orden

Coeficientes constantes
Un caso especial en las ODE's lineales, de cualquier orden, es aquel
que tiene coeficientes constantes,

dar dnfl d
diz—i-an IW”Z{_‘_”'_'—(H%_'—GO?/:F@)’

d
(D" + an1 D" '+ ...+ a1D+ag)y = F(z) V DE%,

Centrandonos en ODE's lineales de segundo orden, tenemos,

2
% —i—a% +by = (D*+aD +b)y=F(z), ¥ a,b=ctes.
y recordando que la solucién de una ODE’'s no-homogénea involucra
resolver primero la ecuacién homogénea (haciendo F'(x) = 0),

2
%—i—a%—i—by: (D* + aD + b)y = 0,
lo cual arroja como solucién la funcién complementaria y.(z) de la
ecuacién general.
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ODE's lineales de segundo orden

Coeficientes constantes: soluciones
Ahora, para saber el nimero de soluciones complementarias linealmente
independientes de la ecuacién homogénea, tenemos el siguiente:

Teorema

Una ODE lineal homogénea de orden n tendrad a lo mas n soluciones
linealmente independientes y;, en donde la solucién general sera

n
y(x) = chyj(m) V ¢j = ctes.
j=1

lo que se conoce como

Para el caso de segundo orden debemos tener a lo méas dos soluciones
linealmente independientes, las cuales por tanto deben cumplir,

Y1 Y2 £
dyr/dzx  dyz/dx

es decir, que el Wronskiano sea diferente de cero.
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ODE's lineales de segundo orden
Coeficientes constantes: método de solucién
La ODE de segundo grado lineal homogénea,

d%y dy

SV a py=0

dz? " Ydp TV T

tedrd como solucion general y oc €™, en donde m es obtenido susti-
tuyendo y en la ecuacién,

dx dzx ’
m2e™ 4 ame™® + be™® =
= m?+am+b=0.
La ecuacién obtenida se le conoce como ecuaciéon auxiliar, cuya solu-
cién nos da:

mp = —

a
2 2
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ODE's lineales de segundo orden

Coeficientes constantes: método de solucién
De la forma de las soluciones a la ecuacién auxiliar, se observa que es

posible obtener tres casos distintos,
® m1 y mo sean reales y distintas = a% — 4b > 0.

* m1 y mo sean reales e iguales = a? — 4b = 0.

* m; y mo sean complejos conjugados = a® — 4b < 0.
En el caso de raices reales y distintas, se tendran dos soluciones

linealmente independientes,
mixT mox
y1=e"" & yp =e"",
lo cual nos dara la solucion general,

y = Clemlaz + CgemQI,

dada por el principio de superposicion.

Omar De la Pefia-Seaman | IFUAP Meétodos Matematicos — Propedéutico Fisica




ODE's lineales de segundo orden

Coeficientes constantes: método de solucién
En el caso de obtener raices reales e iguales (m; = mg), entonces
sélo es posible obtener una solucion,

y1 =€e™M* ¥V my = —a/2.
Para obtener la segunda solucién, proponemos:
y=u(z)y1(z) V yi(z) < solucién de la ODE,
la cual aplicamos a la ecuacién diferencial:
a2y

dy
@+ad—+by—0

donde: y = ue™¥,

dy d iz
dr (mw—{— dx) e ,
d?y 9 du  d*u\ ...
a? <m1u+2m1d+dx2 “
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ODE's lineales de segundo orden

Coeficientes constantes: método de solucién
Sustituyendo en la ODE lo obtenido anteriormente, tenemos:

d2u du miT
d2+(2m1+a)d—+(m1+am1+b) e™T £ 0,
d’>u
= —=0
dx? ’
ya que,

(2m1+a)=0, V m =—a/2,
m3 4+ amy +b=0, se trata de la ec. auxiliar.
con lo cual, resolviendo, obtenemos:
ZZZ:O = %:C’:cte. = u=ux,
entonces, construyendo la solucion general,
y1=e"" & yo=u(z)yi(z) = ze™*
Yy = c1y1 + cayo = c1" + coxe™*
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ODE's lineales de segundo orden

Coeficientes constantes: método de soluciéon
Para el caso cuando se obtiene de la ecuacién auxiliar raices complejas
conjugadas,

my=a+if & ma=a—1if,

por tanto, las posibles soluciones seran,

yr=e""=e

mox

awezﬂx’

Yo = M2 = T~ IT,

Sin embargo, como se requiere que las soluciones sean funciones definidas

en un a regién el campo de los reales = se deben reformular las ex-
presiones de y1 y yo mediante la formula de Euler:

¢ = Cos) + iSenb,
con lo cual obtenemos:
yp = e2%fT = o (Cospx + iSenfx) ,
yp = €% T — ¢ (CosfBx — iSenfx) .
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ODE's lineales de segundo orden

Coeficientes constantes: método de solucién

Con las expresiones anteriores se puede construir la solucion general,

y = Ay + Asya,
= A€ (Cosfx + iSenfz) + A2 (Cosfx — iSenfx) ,
= (Al + Ag)eo‘zCosﬁx + Z(Al — Ag)ea’”Senﬂx,

oy = c1e*CosPr + coe®*Senfz,
en donde se han realizado las siguientes sustituciones,
cl1 = Al +A2 & Co = ’L(Al — AQ),
obteniendo asi,
y1 = e*Cosfx & 1y = e**Senfx,

las cuales representan, ahora si, un conjunto de funciones reales, lin-
ealmente independientes.
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ODE's lineales de segundo orden
Puntos singulares
En una ODE lineal homogénea general,

y'+ P(@)y + Qz)y =0,
se tiene una clasificacion de puntos especificos xg en el rango de accién
de la ODE,
e Ordinarios: si P(x) y Q(x) son finitos en zg, dentro del rango de
accion.
e Singulares: si P(x) y Q(z) divergen cuando x — xo.
o Regular: si alguno P(z) o Q(z) divergen en xg, pero (x — x9)P(z) y
(x — 20)?Q(x) permanecen finitos.
o Irregular: si, P(z) diverge mas rapido que 1/(x — xo) tal que (x —
xo)P(z) diverge conforme x — x, 6 cuando Q(x) diverge maés rapido
que 1/(z—x0)? tal que (z —x0)?Q(x) tiende a infinito cuando = — .
Las definiciones anteriores aplican para todo valor finito de zg. Si se
tiene el caso de xy — 0o se procede a realizar un cambio de variable:

x=1/z = sixz — oo entonces z — 0.
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ODE's lineales de segundo orden
Método de Frobenius y Teorema de Fuchs
Método de Frobenius & Teorema de Fuchs

Si P(z) y Q(x) tienen en x = xp un punto = la ODE
lineal de segundo orden tendra soluciones de la forma,

y(x) = Zaj(x —20)) ¥V ag #0.
j=0

Si P(z) y Q(x) tienen en = = z un punto singular = la
ODE lineal de segundo orden tendra solucién de la
forma

y(z) = Z a;(x — mo)s+j YV ag #0,
§=0

en donde s = cte. sera determinada junto con los coeficientes a;.

Si P(z) y Q(x) tienen en x = xo un punto singular = la
ODE lineal de segundo orden podria solucion. u
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ODE's lineales de segundo orden
Método de Frobenius: caso general
Consideremos el siguiente caso general para ejemplificar el método de
Frobenius,
2y + xg(x)y + h(x)y =0,
en donde las funciones g(z) y h(z) son analiticas en z¢ = 0.

Escribiendo la ecuacién anterior en la forma candnica,

g(x h(x
an ()y/Jr (2)y:0’
x x

y comprobando la naturaleza del punto xg = 0 para P(x) = g(x)/x y
Q(x) = h(z)/x?, encontramos que sera singular regular.

Por tanto, podemos expresar la solucién de la ecuacién diferencial como
una serie de potencias del tipo,

Za]a:—:r:ofrs Zajajj+ YV ag #0.
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ODE's lineales de segundo orden
Método de Frobenius: caso general
Calculando las derivadas de la solucién propuesta,

0 [ee]
V(@)= a;(j+8)2 7y (@) =Y a(+s)(G+s—1)a T

Ahora, por otro lado, debido a la naturaleza de g(x) y h(x), también
podemos expanderlas en serie de potencias,

g(x) = g(0) + g1z + g2z’ + ..., h(z) = h(0) + hyz + hox® + ...
Sustituyendo las expansiones anteriores en la ecuacién diferencial,

2%y + zg(x)y + h(z)y = 0,

o0
Z (j+8)G+s—1)zi T2 4,

o0 o0
+x Zgixi Z a;(j + 8)x? T 4 T hia' Y aja T =0,
=0 J=0 i=0 j=0

Omar De la Pefia-Seaman | IFUAP Meétodos Matematicos — Propedéutico Fisica



ODE's lineales de segundo orden

Método de Frobenius: caso general

Reordenando y aplicando algunos productos tenemos,
0 .
z? Zaj(j +8)(j+s— a2 4
j=0
o oo o . (0.0 .
ot Zgixi Z a;(j + s)xi T 4 Z h;x’ Z a;jx’ T =0,
i=0 j=0 i=0 j=0
e .
oY ai(GHs) (s — Daltt
j=0

st (g0t g+ g+ .00 ai(f+s)iT L

Mg L8

J

oot (ho+hz+hez® +..)Y a@? T =0,

0

j=
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ODE's lineales de segundo orden
Método de Frobenius: caso general
Expandiendo las series tenemos

o0
Zaj(j +8)(G+s— 1)t 4.
=0

o0
...+(go+glx—|—ggx2—|—...)Zaj(j—|—s)x]+s+...
=0

...+(h0+h1x+h2x2+...)2aj:cj+5 =0,
=0

agrupando los términos por valores de j:

§=0 = ags(s — 1)a® + (go + g1z + gox® + .. )agsz® + ...
oo+ (ho + hix + hoz® + .. Japz?,

§=1 = a1(1+s)sz’ 4+ (go + g1z + goz® + .. Jar(1 + 8)z' T8 + ...
oot (ho + hiz + hoz® + .. )agzt s,
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ODE's lineales de segundo orden
Método de Frobenius: caso general
De lo anterior,

j=0 = ags(s —1)a° + (go + 1z + gox® + .. Jagsz® + ...
coot (ho+ hiz + hoz? + .. Jaox?,

j=1 = a1(1+s)sz'™ + (go + g1o + gor® + .. Jar(1 + s)z' T + ...
oot (ho + hiz + hoz? + .. .)almHs,

agrupando en potencias de x tenemos,
s = ags(s —1) + apgos + aphy = 0,
s+1 = apg1s+ aphi +a1(1+ s)s+ a1go(1+ s) + arho =0,

Por tanto, de la ecuacion indicial (*) tenemos,

ag[s(s — 1)+ gos+hol =0 = s°+(go—1)s+ho=0, V ag#0
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ODE's lineales de segundo orden

Método de Frobenius: caso general

De la ecuacion indicial anteriormente obtenida,
s+ (go — 1)s+ ho = 0,

observamos que en general habra tres diferentes posibilidades, segiin
sean las raices de la ecuacién:

e Caso 1: las raices son distintas y no difieren por un entero, s; —
so =N VY N € Q. Este caso es el mas sencillo y comin, dando de
manera natural las dos soluciones independientes.

e Caso 2: las raices son degeneradas, s; = so. En este caso el
método sélo arroja una solucion de las dos necesarias. Por tanto, es
necesario un método adicional para el calculo de la segunda solucién.

e Caso 3: las raices difieren por un entero, sy —sy =N V N € Z.
En este caso la raiz mayor nos dard una solucién, mientras que la
menor puede o no darnos otra, dependiento del comportamiento de
los coeficientes.
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ODE's lineales de segundo orden

Métodos de obtencién de la segunda solucién linealmente independiente

Para casos de ODEs homogéneas de segundo orden en donde no pode-
mos obtener de manera directa las dos soluciones linealmente indepen-

dientes, existen métodos para encontrar la segunda solucion:

e Método del Wronskiano,

e Expansién en series.
Método del Wronskiano
Tenemos una ODE lineal de segundo orden,

y'+ P(z)y + Q(z)y =0 V 1, y2 soluciones independientes,

en donde el Wronskiano del sistema es,

Y1 Y2
(LR

W = = Y195 — Y1 v

Meétodos Matematicos — Propedéutico Fisica
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ODE's lineales de segundo orden
Segunda solucién: Método del Wronskiano
Ahora, si diferenciamos el Wronskiano obtenemos,

W=uyys —yiyv2 = W =us — vy,

y usamos la ODE, para obtener las expresiones de y/,

yi + P@)yi + Q(2)yi =0 = ¢ = —Pla)y; — Q(z)y:.

y las sustituimos en W/,

W' = y1yy — yiye,
= W' =uy[-P(x)yy — Q(x)y] — [-P(z)y) — Q(x)y1]ye,
= —P(z)[y1v5 — y132] = —P(z)W,
dw
=

La ecuacidn anterior puede ser utilizada para obtener la segunda solu-
cién, y2(x), conociendo la primera, y;(z), previamente.

—P(z)dz.
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ODE's lineales de segundo orden

Segunda solucién: Método del Wronskiano
Para obtener la segunda solucién, se integra la ecuacién anterior desde
una cte. arbitraria 1 = a hasta 1 = z,

| W% ] _ / Pla)dzr = W(z) = W(a)exp {— / P(a:l)dazl] .
Por otro lado, observamos que:
d (y2
W =y1th — yive = vi' o () :

combinando los resultados anteriores,

d w 5

- <y2) = ga)exp [—/ P(ml)dml} .

dx U1 Y1 a

Integrando nuevamente el resultado anterior desde una cte. arbitraria
T9 = b hasta o = z,
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ODE's lineales de segundo orden

Segunda solucién: Método del Wronskiano
Entonces,

alea) |°_ a v _dmy xp | — " x1)dx
yle)ly i )/b [y1($2)]2e p[ /a, Plai)d 1]’
ya(x) = yl(x)ﬁ:; + 1 (2)W (a) /bf‘f wl(zz)]zexp [_ /axz P(Il)dxl],

. ye(x) = y1(x)W(a) /bx [ylc(liz)]Qexp { /;2 P(a:l)dasl}.

donde se ha descartado yi(z)y2(b)/y1(b) ya que es un miltiplo de
y1(x), y por tanto no arroja informacién adicional a la solucién ya(x).

La ecuacién anterior podemos expresarla de manera mas compacta
como,

wi@) =@ [ —pen |- [ P)dn)
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ODE's lineales de segundo orden
Segunda solucién: Método del Wronskiano
De la solucién resultante,

dl‘g

) =) [ = ipen |- [7 Pdn),

tales cambios fueron posibles ya que,

e Como W (a) = cte. y las soluciones y;(z) de una ODE homogénea
siempre contienen un factor arbitrario de normalizacién = hacemos
W(a) = 1.

e Los limites han sido eliminados, ya que solo aportan elementos
ctes. a ser multiplicados por y (), los cuales no ofrecen informacién
adicional relevante.

Finalmente, para el caso particular cuando P(z) = 0, tenemos:

dﬂj’g

v+ Q(2)y = 0= yo(z) = y1 () /x m,

en donde W = y1v — yjy2 = cte.
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ODE's lineales de segundo orden
Segunda solucién: Expansién en series
Usando el método de Frobenius para la sig. ODE de 2° orden,
T h(x
22y +xg(x)y +h(z)y=0 = '+ gEC )y' + ;2)
en donde se habia encontrado que g = 0 era una singularidad, por lo
que la solucién propuesta era,

y(z) = Zajxj“ vV ag # 0.
=0

y =0,

Considerando que g(z) y h(z) eran analiticas en la vecindad de 29 = 0,
se llegd a la siguiente expresién para la solucién propuesta,

2?y" + zg(z)y + h(z)y =0,

o0
= xQZaj(j +8)(G+s—DxiT2 4,
=0

otz Zgix" Z a;(j + s):v”s_l + Z h;x' Z ajav3+$ =0.
i=0 i=0 i=0 i=0

Omar De la Pefia-Seaman | IFUAP Meétodos Matematicos — Propedéutico Fisica



ODE's lineales de segundo orden
Segunda solucién: Expansién en series
La expresién anterior se simplificaba, obteniendo lo siguiente:

o0
Zaj(j +8)(G+s— 1)t 4.
=0

o0
...+(go+glx—|—ggx2+...)Zaj(j—|—s)x]+s+...
=0

. (h0+h1x+h2x2+...)2aj:cj+5 =0,
=0

y agrupando los coeficientes de potencias iguales de x:
s = aps(s —1) 4+ apgos + apho = 0,
s+1 = apgis+ aph1 +a1(1+ s)s+ aigo(l + s) + arhy = 0,
lo cual nos daba como resultado la ecuacion indicial,

ao[s(s—1)+gos+ho] =0 = s24+(go—1)s+hp=0, V ap#0.
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ODE's lineales de segundo orden

Segunda solucién: Expansién en series
Considerando el caso en el cual se tiene s1 —sy =n V n € Z, entonces
sélo se puede asegurar una solucién.

Tomando en cuenta ese caso, hacemos s1 = a = s9 = a — n,

= (s—a)(s—a+n)=0 = s>+ (n—2a)s+ala—n)=0,
comparando lo anterior con la ecuacién indicial,
24+ (g—1)s+h=0 = go—1=n—-20a, & ala—n)=ho.

Considerando que hemos obtenido s = «, podemos expresar la primera
solucién como:

o0 . o0 .
yi(z) =Y aa?™ =2 ajal,
=0 =0

mientras que la segunda solucién yy(z) debe ser obtenida por otro

método.
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ODE's lineales de segundo orden
Segunda solucién: Expansién en series
Utilizando el método del Wronskiano para obtener yo(x),

n@ =@ [ e |- [ Padn),
:yl(:n)/Jc QQ[ s ] exp[ / Zgle dm],

7=0 a;xy

en donde recordemos que P(z) = 27 1g(x).
Integrando primero la parte del exponencial,

T2 oo .
/ Zgz Lz —/ [gomflJngmi‘l} dzy,

=1

2 e k
=/ goxi' + ) geprat|dzy ¥V i—1—k,
k=0

Jk+1
_go|n:l,'2—|—z k;_:l ’2€+1.

Metodos Matematlcos — Propedéutico Fisica
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ODE's lineales de segundo orden
Segunda solucién: Expansién en series

Sustituyendo el resultado anterior en la funcién exponencial,

oo |- [ it | = exp [ (57 )]exp[ > fts ).

o0
— k+1
_ [1_ Ikl k1
k=0

k+1 2
1 9k+1 & ’
S| YE+1 | k41
' 2!( k Ok:Jrlﬂv2 ) U

en donde la serie serd convergente si la serie g(x)/x es convergente,
por tanto lo podemos expresar a su vez como una serie resultante,

= exp[ / Zgi 1dw11_$ "”Zﬂmw2 V B = flgi)-

Omar De la Pefia-Seaman | IFUAP Meétodos Matematicos — Propedéutico Fisica



ODE's lineales de segundo orden
Segunda solucién: Expansién en series
Tratando ahora el término del denominador,

271 -2
o0 o0
2a o _ .2« L
x5 Z a; Ty =z, Z a; Ty ,
j=0 Jj=0
)
o0 .
= 15 *%ag? 1+a512ajx32
Jj=1
Lo anterior lo podemos expresar como una expansion binomial, ya
que el término de la serie es convergente,
-2 2

e}
. 2 .3 .
—2 —1 L _ -2 ) 5
ag? (1+agt Y awy | =ag” [1- =3 aje)——5 [ aas| +..
j=1 ao ;2 £l 5=

= bul ¥ by = f(ay).

n=0
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ODE's lineales de segundo orden
Segunda solucién: Expansién en series
Finalmente, retomando la expresién para y2(x),

x dl, X9 [e.e] o
(x) =u(s) [ e |- [ S gai |
1=0

2a o] o
x [ jzoa]xQ}

sustituimos los resultados obtenidos previamente,
z2 X 1 i
exp —/ Zgile_ dry| = z5% Z Bmxy",
=0 m=0

2—1

o0 o0
20 o 2« n
x5 E a; Ty = Iy E bpy,
7=0 n=0

= ya(z) = yi(x) /x zy %72 (i Bm$£n> (i bnSEEL) dxa,
n=0

m=0
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ODE's lineales de segundo orden

Segunda solucién: Expansién en series
Recordando que se habia encontrado de la ecuacién indicial y las
propiedades de las raices de la misma lo sig:

g—1l=n—-2a = —n—-1=—-g9g—2a V neZ,
por tanto la solucién ys(z) queda como:
’ 1 * N
ya() = yl(x)/ 2 ZCJCC% dz = y1(x )/ dry ) cjay ™,
5=0 j=0

X
:yl(x)/ dxo (cox5”_1+clx2_"+...+cn:n2_1—|—...>,

C1

:y1($) <_na:"+_n+1x"+1++cn|n(m)+) 3

= cny1(@)In(z) + Y1 (2 Z vz,

l=—n
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ODE's lineales de segundo orden

Segunda solucién: Expansién en series

Si sustituimos el resultado de la solucién yi(x) en la parte de la serie,

encontramos:
o
=D aja’te,
=0
= y2(x) = capn(x)In(w) + 2 Za 2! Z yat,
l=—n
y2(x) = cpy1(2)In(z) + Z diz't

i=—n

Ahora, si recorremos el indice ¢ — ¢ + n = j, entonces:

y2(x) = cpyi(x)In(z) + Z dj_nzi Tt
j=0
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ODE's lineales de segundo orden
Segunda solucién: Expansién en series
Pero recordando,

s1—S=nV s1=a = a—n= Sy,

sustituyendo lo anterior en la solucién para ya(z),

o
y2(x) = coyr (2)In(z) + 3 dj_nad e
j:O
= cuy1(z )+ Z dj a2,

finalmente, realizando la siguiente sustitucién f; = d;_,, llegamos a la
expresion para la segunda solucién:

= y2(2) = cuyn(@)In(z) + Zf T
7=0

Omar De la Pefia-Seaman | IFUAP Meétodos Matematicos — Propedéutico Fisica



ODE's lineales de segundo orden
Ecuaciones no-homogéneas
Una ecuacién no-homogénea es del tipo,

y'+ Pla)y' + Qx)y = F(x),
en donde el proceso de solucién consiste en dos partes:
(1) Resolver la parte homogénea (F(x) = 0) obteniendo las dos sol.
independientes y1 () y y2(z), dando asf la func. complementaria).
(2) Obtener la solucién particular y,(x) que resuelve a F'(z).
Con lo cual se obtiene la solucién general de la ODE:

y(@) = ye(2) + yp(z) ¥V ye(2) = c1y1 + coya ().

Para obtener tal solucién particular se puede proceder de las sig. man-

eras:

e Proponer una solucién que se intuya, de manera educada, sea la que
nos resuelva para F(x).

e Utilizar el método de variacion de parametros, el cual hace uso de
las soluciones de la parte homogénea como punto de partida para
hallar y,(x).
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ODE's lineales de segundo orden

Ecuaciones no-homogéneas: Método de coeficientes indeterminados
Para el caso de ODE's no-homogéneas con coeficientes constantes,
es posible obtener la solucion particular y,(z) mediante el método de
coeficientes indeterminados.

El método consiste en una deduccién (educada) de la posible forma
funcional de y,(x), dependiendo de la forma de F'(z).

e Caso I: F(x) = pn(x)
Cuando se tiene un polinomio de grado n en la variable independiente
para F'(x), se asume la siguiente forma para la solucién particular,
Yp = Apx" + Ap 12" V4. 4+ Az + Ay,

e Caso ll: F(z) = ke*®
En este caso, en donde k y a son constantes conocidas, se asume
como posible solucién,

ar

yp = Ae
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ODE's lineales de segundo orden
Ecuaciones no-homogéneas: Método de coeficientes indeterminados
e Caso Ill: F(xz) = k1CosfBx + koSenfx
Donde k1, ko, y [ son constantes conocidas, entonces:

yp = ACospx + BSenfx.

En las ODE’s donde F'(z) sea un producto o suma de términos como
los casos | a Ill, se propone como sol. particular el producto o suma
de las soluciones propuestas correspondientes,

F(z) = e**pn(),
= yp= eC(Apz™ + Ap_1z" L+ 4 A1z + Ag).
F(z) = e*pp(x)Senpx,
= yp= e*Senfr(Apz" + Ap_12" ...+ A1z + Ag) + . ..
..+ e*Cospx(Bpx" + Bp1z" '+ ...+ Bz + By),
F(x) = k1e** + pn(z) + k2Senfx,
= yp= Ce™ + (Apaz™ + Ap_12™ L+ .+ Ajz + Ag) + ...
...+ BiSenSx + BoCosfSx.
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ODE's lineales de segundo orden
Ecuaciones no-homogéneas: Variacién de parametros
El método de variacion de parametros comienza proponiendo una
forma a la solucién particular de la ec. no-homogénea,
y(@) = ur(z)y1(2) + uz(z)y2(z),
calculando después las derivadas de la solucién propuesta, para susti-
tuirlas en la ODE:
y' =iy + Uiy + ugys + ubye = wiyy + uays + (Y1) + yaus),
sin embargo, debido a la libertad de la forma que pueden tener las u;’s,
se eligen de tal manera que se cumpla la siguiente relacién:
y1uy + youy =0,

por tanto las derivadas quedan como,

/

Yy = w1y + uayy,

/!

y" = uryy +ugyy + uiy) + unys.
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ODE's lineales de segundo orden
Ecuaciones no-homogéneas: variacién de parametros
Insertando lo obtenido anteriormente en la ODE,

F(z) =y" + P(x)y + Q(z)y,
= F(z) = wy] + uayh + ujy; + udys + . ..
coo A P2)(uny) + uys) + Q) (uryr + ugys),
F(z) = w1 [y] + P(x)yh + Q(x)y] + ...
ot ug [y + P(x)yy + Q(x)ya] + uyyy + usys,

pero como las soluciones y; y y2 cumplen con la ec. homogénera,
anulan los términos en paréntesis, por tanto solo nos queda:

F(x) = uhy) + uyyh.

La ecuacién anterior junto con la condicidn sobre las funciones u;'s
nos da un sistema de ec. simultaneas a resolverse en u} y ub,

y1uy +y2up =0, iy +upyy = F(2),

las cuales integrando se obtiene u;(z) y uz(x), dando finalmente y,,. 9
55
y
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