Contenido

5. Variable compleja

Omar De la Pefia-Seaman | IFUAP Meétodos Matematicos — Propedéutico Fisica



Contenido: Tema 05

5. Variable compleja

5.1 Nuameros complejos y funciones

5.2 Condiciones de Cauchy-Riemann

5.3 Teorema y férmula integral de Cauchy
5.4 Expansién de Laurent

5.5 Residuos y polos

Omar De la Pefia-Seaman | IFUAP Meétodos Matematicos — Propedéutico Fisica



Contenido: Tema 05

5. Variable compleja
5.1 Ndmeros complejos y funciones
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Nimeros complejos y funciones

Propiedades basicas
Un nimero complejo esta definido como un par ordenado de dos

variables reales,
z=(x,y)=x+iy V z,y €R,

siendo: x = Re{z} & y = Im{z}.
Para lo cual se define,

i=(0,1), i=(-1,0) = i=+—1L
Al tratarse los niimeros complejos de un campo, tienen definidas las
siguientes operaciones,
e Adicion:

21+ 22 = (21,91) + (T2, 42) = (21 + 22, 41 + ¥2)-

¢ Producto:

Z1%22 = (mlayl) ) (3727112) = (951962 —Y1Y2, T1Y2 + w2y1)~
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Nimeros complejos y funciones

Propiedades basicas
También se tiene la definicién del complejo conjugado de z,

si z=a4iy = F=x—iy . 22" = (x+iy)(z—iy) = 22+
con lo cual se define la norma de z, como |z| = Vzz2*.

Los nmeros complejos han sido representados hasta ahora de manera
cartesiana, sin embargo también tienen representacién polar,

Jm .
\ Z =T+,
z = 7 (Cosf) + iSenf) = re®,
. en donde,

Y T y
r = |z|, Cosf = —, Senf = =,
0 Re d g

X ' o Tgh =y/x.

Siendo r el médulo de z, y 0 la fase.
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Nimeros complejos y funciones
Propiedades basicas
En el caso de la descripcién polar, la multiplicacion queda como,

2z = (reie)(r'eie/) = (rr')ei(6+9/).
Esta forma también es conveniente para expresar potencias y raices,
potencia: = 2" = "™
raizz = 2" = pl/neil/n = pl/ngi0+2mm/n v 4y e 7,
Lo anterior da lugar al teorema de Moivre,
¢ = Cosnf + iSennf = (Cosf + iSenh)™.

Las funciones trigonométricas también hacen uso de esta descripcion,

ei@ + e—i@ ei@ _ 6—1’9
S 0=°>_""48
Cosf) 5 , Sen o &
0, -6 0 _ -0
Coshf = %, Senhf = %
Coshiz = Cosz, Senhiz = iSenz.
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Nimeros complejos y funciones
Propiedades basicas y funciones
Usando la descripcién en polares describimos al logaritmo,

Inz=Inre? =lnr+ 0,

Inz=1In (rei(0+27rm)) =1Inr+i(0+ 2mm).
Funciones
Una funcién f en el campo de los complejos se define como,

f:C —» C
z = f(2),

y en el caso de que los argumentos de z sean a su vez funciones,
= f(z) =u(z,y) +iv(z,y),

wv: RZ — R
(z,y) — ul=,y), v(z,y)
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5.2 Condiciones de Cauchy-Riemann
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Condiciones de Cauchy-Riemann
Derivada de una funcién compleja
La derivada de una funcién compleja f(z) se define como,

02— f() 8 df

52=0  (z2+02)—2z 8250 Sz dz

f/(z)’

en donde el limite es idependiente de la manera de acercarse a z.

Para encontrar que restricciones impone esto en f(z) consideremos,

z=x+1iy — dz =z +idy,
f(2) = u(z,y) +iv(z,y) = 6&f(2) = du+ idv,
relacionando,

0f(z)  Su+idv

8z Oz +idy’
ﬁ_ lim 6f(z) . ou + idv
dz 6250 0z 62500z + oy
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Condiciones de Cauchy-Riemann

Definicién de las condiciones
De la relacién anterior,

lim g _ lim ou + idv
52—0 02 - 52—0 0x + zéy’

tomemos dos enfoques diferentes, oy =0:
y ] B ou 0,
ox—0 %o alzlgo 5z srs50 (53: t 5:1:)
dy=0  } Cou o
5 =0 ~ oz "o
-0 oxr =0:
lim 6— = lim <(5_u+ @>
X 62—0 0z 5y—0 \ 10y 0y y
o o
9y Oy
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Condiciones de Cauchy-Riemann
Definiciéon y regiones
Si df /dz existe = los resultados anteriores deben ser idénticos,
lo cual se conoce como condi-

Ou i z@ _ —i% v ciones de Cauchy-Riemann, y
or  Ox oy Oy’ también se pueden expresar en po-
C Ou v Ou v lares,
0w Oy 9y O ou  Ov v ou
r— = — =

or 00 % Tor T o0

Que f(z) sea diferenciable conlleva a definir en que regién lo es,

e Si lo es en cierta regién del plano complejo = se dice que f(z) es
analitica en esa regién.

e Si f’(z) no existe en z = 2, pero es analitica en al menos un
punto de cualquier vecindad de zp, entonces zg es una singularidad
de f(z).

¢ Si f'(z) no existe en z = z, pero es analitica en toda vecindad de
zp, entonces zg es una singularidad aislada.
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Condiciones de Cauchy-Riemann

Propiedades de las condiciones de Cauchy-Riemann
Funciones arménicas Gradiente

Si u(z,y) y v(x,y) satisfacen las  Si realizamos lo siguiente,

ecs. de Cauchy-Riemann,
du Ou  Ou 0Ov

ou_ov  ou_ o 5y 3~y oy
AT T, ou ou_ou o0
Pu v du 0%v oxr Oy  Oxr Ox’

72 = —F, 72 — T A A
Ox oxdy’ Oy Oydz Su v  Ou v

sumando tenemos, restando: or Oz * oy ' y =9
ou Ou v Ov
2 2 2 2 hbalidad I ™ |\
8u 0°u 0°v 8 — 0, <8x’8y> (8&:’8@/) 0,

9z? By 022 8y = Vu-Vv=0,

de manera andloga para v(x,y).
Por tanto, cada funcién, uy v, sat- - u(z,y) = c1y v(‘:c, 2 — 62 =elil
isface la ecuacién de Laplace. L en los puntos de interseccién.
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5.3 Teorema y férmula integral de Cauchy
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Teorema y férmula integral de Cauchy

Integrales de contorno
Las integrales en variable compleja son realizadas en un camino del
plano complejo, conocido como contorno C.

y haciendo n — oo con
|zj —zj—1] — 0, asegurando
ademas que el lim,,_ ., S, existe,
entonces:

lim Zf (&) (2 — 2j-1)

n—oo
Considerando la suma, _/ ik _/ f(a
n
ltado que se conoce como la
g N resu
n =2 FE)( ~ 2-1) integral de contorno de f(z).
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Teorema y férmula integral de Cauchy

Integrales de contorno

La integral de contorno se puede calcular también en funcién de sus
partes real e imaginaria,

29 x2,Y2
| 1@z = [ ) + v, ) da + idy)

1 z1,Y1
Z2,Y2
= [ e y)dz - oo g)dy) +
Z1,Y1
. x2,Y2
ot 2/ [v(z,y)dz + u(z,y)dy] .
Z1,Y1

De igual manera, se puede definir la integral para contornos paramétri-
cos: C ={z(t) | t € [a, ]},

_ET. &
i 7 dt’

b
a

- Ajumz:/ ﬂ4mz@mtvzﬁ)
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Teorema y férmula integral de Cauchy

Teorema integral de Cauchy

Teorema

Si f(z) es una funcién en todos los puntos de una regién
en el plano complejo, y si C' es un contorno

dentro de esa regioén, entonces

. f(z)dz = 0.
C

Algunas aclaraciones al respecto:

e La condicién de que f(z) sea analitica no es necesaria, demostrado
por el teorema de Cauchy-Goursat.

e Una regién es simplemente conectada si toda curva cerrada den-
tro de ella se puede reducir continuamente hasta un punto que
pertenezca también a dicha regién.

e Finalmente, el contorno no puede ubicarse en la frontera de la
regién, ya que C debe estar dentro de la region.

Omar De la Pefia-Seaman | IFUAP Meétodos Matematicos — Propedéutico Fisica



Teorema y férmula integral de Cauchy
Demostracion del teorema integral de Cauchy
Consideremos al contorno C! simplemente conectado en la regién R
donde f(z) es analitica,
YA

% - 72 f(2)dz = 7(0 (u + iv)(de + idy),
C

/7 zy{c(ud:v—vdy)—i-...
%M X ...+z’fc(vda:+udy).

Recordando el teorema de Stokes: %V dr = /(V x V) -do,
l S

_ B oV, 0V,
= en 2D: fé(anm + Vydy) = /S ( 5 dy ) dxdy.

!se considera el sentido de la integral como aquel en el cual el 4rea encerrada
queda a la izquierda del contorno mismo.
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Teorema y férmula integral de Cauchy
Demostracion del teorema integral de Cauchy

Con Stokes en 2D,

v, oV,
= (=2 - dzd

identificamos términos en la integral de contorno,

Re {fe f(z)dz} = ?{C(udx —wvdy) = /S (_gi - g:) dxdy,
Im {fe f(z)dz} = %(vdw +udy) = /S (gz — gij) dxdy.

Pero al ser f(z) analitica, cumple con las condiciones de Cauchy:
Oou Ov Ou ov

o~ 0y Oy ox
entonces ambas integrales se cancelan, por tanto obtenemos,

jgjf(z)dz:Re{jgjf(z)dz}—i-i]Im {fé}f(z)dz} = 0.

lo que demuestra el teorema de Cauchy.
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Teorema y férmula integral de Cauchy

Regiones multiplemente conectadas

Hay casos donde no se posible definir una R simplemente conectada,

y
A

7

ya que no es posible reducir C
de tal manera que colapse en un
punto de R.

Por tanto, se utiliza un nuevo con-
torno formado por C] y C4 que
defina una regiéon multiplemente
conectada.

Se tiene que GA'y DF pueden ser tan cercanos como se desee, ademas:

/GA f(z)dz = — /DE f(2)dz.
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Teorema y férmula integral de Cauchy

Regiones multiplemente conectadas
Invocando el teorema de Cauchy para esta nueva R conectada por

C/

<

Lo anterior se cumple, tomando en cuenta las sig. consideraciones,

e Ay D;y Ey G estan infinitesimalmente separados, respectiva-
mente.

e f(z) es continua a través de la barrera.

e Por tanto, el camino ABD — ABDA (contorno cerrado), asi como
el camino EFG — EFGE (contorno cerrado).
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Teorema y férmula integral de Cauchy

Regiones multiplemente conectadas

Renombrando ABDA — Cf vy
EFGE — —CY tenemos,

<

f(2)dz = ¢ [f(z)dz,
a G

donde C{ y CY siguen la conven-
cién de sentido postivo.

Por tanto, podemos declarar,

Principio del teorema integral de Cauchy
La integral de una funcién analitica sobre una trayectoria cerrada tiene

un valor sobre todas las posibles deformaciones continuas
del contorno dentro de la region donde es analitica.

21
25
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Teorema y férmula integral de Cauchy

Férmula integral de Cauchy

Analizemos la siguiente integral, lo anterior debido al teorema in-
tegral de Cauchy.
(2) 4, A
cr—2 ora,
C z—zozrewV0§9<27r,

= dz =ire'ds,

sustituyendo en la integral de T,

FACISY
y consideremos ahora un contorno rz—==20 .
menor I' centrado en zg y radio 7, [ f(z0 + re¥)ire’ 40
- 0 retfd v
f(z) f(z) 2r
- Fz—zodz cz—zodz’ A f(z0 + re”)df.
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Teorema y férmula integral de Cauchy
Férmula integral de Cauchy
Del resultado anterior,

N

=1 f(z0 +re®)ad,
(2 ZO 0

se toma el limite cuando r — 0,

2 .
f(z) dz = lim if (20 + re?)dd,
CZ— 2 r—0 Jo

i [T F0)d0 = 2mif (z0).
0

Por tanto se obtiene:

1 f(2)

2w Jo z — 2o

f(z0) = = dz?2 ¥V f(z) analitica,
lo cual se conoce como la formula integral de Cauchy.

2donde zo se encuentra dentro de C.
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Teorema y férmula integral de Cauchy

Férmula integral de Cauchy para derivadas

La formula integral de Cauchy puede ser usada para expresar derivadas
de érdenes mayores,

1™ (z) = ”_']é(f(i YV f(z) analitica,

27 2z — z9)"H1

lo cual indica que si f(z) es analitica = todas las derivadas de todos
los érdenes también lo son.

Finalmente, se tiene el inverso del teorema de Cauchy,

Teorema de Morera

Si f(z) es continua en una regién R simplemente conectada y el teo-

rema de Cauchy es vélido para todo contorno cerrado C, entonces f(z)
es analitica en R.
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5.4 Expansion de Laurent
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Expansion de Laurent

Expansién de Taylor
Una de las aplicaciones de la férmula integral de Cauchy es la ob-
tencién de la serie de Taylor de f(z) alrededor de z = z,

f) = o f L g

S omi Jo 2 — 2
donde,

e 2/ es un punto en C,

e 2 es un punto cualquiera dentro
de C,

e 2z = 2 es la singularidad mas
cercana a z = zg.

>Nz

Reescribiendo la integral de Cauchy,

PETRLYY F (COPVRESS G

ComiJod —2z 2w 2 —20) — (2 — 20)
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Expansion de Laurent
Expansién de Taylor
Reescribiendo,

flz) =

1) 4 1 f()d

omi Jo 2 — 2 2mi Jo (2 — 20) — (2 — 20)

_ b j'{ J()dz
2w Jo (2 —20)[1 — (2 —20) /(2 — 20)]
Observando vemos que el denominador tiene la siguiente forma,

1
— =1+t+2 4+ 4+ "Vt <1,
- +t+t+ § It|

ya que tenemos para un punto z interior a C,
|z — 20] < |2" — 20

Entonces,
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Expansion de Laurent
Expansién de Taylor
Sustituyendo en la expresién de la integral de Cauchy,

_ 1 f(Z)d=
1) = 27 740 (z’ — zo) [1 —(z—20)/(z' — 20)]’

/

z—zo)"
2#1% Z 2=z (2 —zo)
CEEN I Y Sy i (1
27”}{ Z 0 o) Tt _Z 2m’0 }{C(z’—zo)”ﬂ’

n=0

pero sabemos,

N n! f(2dz'
£t )(Zo) = Qm.y{c(z,_z())nﬂ>
. ™ (2)

= f&) =2 - 2)

™ « serie de Taylor,

n=0

donde |21 — 2| es el circulo o radio de convergencia.
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Expansion de Laurent
Serie de Laurent
Para el caso de funciones analiticas en regiones multiplemente conec-
tadas, como las anulares, aiin podemos hallar una expresién de f(z)
aplicando integrales de Cauchy,
Condiciones

e regién anular definida porry R
(r < R),

e (7 y (5 tienen radios 11 y 7o,
respectivamente, con r < rg9 <
r1 < R, centrados en z.

Contour
line

Aplicando la férmula integral de Cauchy para un z dentro de esta
region,

1 f(z"dz 1 f(Zhd7

oo L § S 1 f )

- i / 3 ’ j
2t Jo, 2 —=z 2t Jo, 2 —z

Omar De la Pefia-Seaman | IFUAP Meétodos Matematicos — Propedéutico Fisica



Expansion de Laurent
Serie de Laurent
Haciendo el mismo tratamiento que en Taylor,

1 a1 F)d
f(z) = 27i fcl (2/ —20) — (2 —20) 2mi Joy (2 — 20) — (2 — 20)’

en donde ahora,

Cr: |2 —z0| >z — 20|, Cz: |2 — 20| <|z— 20,

por tanto,

1 f(zhdz
f(Z) = o 721 (Z/—ZO) [1_ (Z_ZO)/(Z/—ZO)] +...

N 1 7{ f(zhdz
2w Jo, (2—20)[1— (2) — 20) /(2 — 20)]
en donde observamos que en los denominadores podemos aplicar:

1 o0
n=0
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Expansion de Laurent
Serie de Laurent
Sustituyendo la expansién del denominador en f(z),

)= L 7{ Z 2 (2= z0)" f{ 2 (2" — =)"
2mi | Jey A (z/ — 20) (' — zp)" o £ (z—20) (2 —20)"
1 & " f(2)dz
= o nz:o(z 20) fCl (2 — zo)"+1 -

1 = —n—1 f(zl)dzl
(z — Zo) %Cz 4( —n?

2 — zp)

21 =0

corriendo el indice en Cy como n — m — 1,

1 & " f(z)dz
1 & _— f(z)dz
%mz::l(z £ %Cz (7' — 20 ).
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Expansion de Laurent
Serie de Laurent
Del resultado anterior,

1 0 n f(Z)dz
) = Tm_o(z - x) fc Epenl
> f(2dz
mz::l (z—z0)™ Jop (2 = 20) 7 HV

— n b, 3
— ;Gn(z — ZO) +7;[ (Z — Z())T“

lo cual se conoce como la serie de Laurent, que involucra tanto po-
tencias positivas como negativas, y cuyos coeficientes son:
1 f(z)dz
an = - RIS vV n=0,1,2,...
2ri Jo, (2' — z0)™t

/ /
b — 1 f(Zdz v

— 1, 28
2mi Jo, (2! — zg) "L

3m — n ya que es un indice mudo.
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Expansion de Laurent

Serie de Laurent
Se puede expresar la serie de Laurent de otra forma equivalente, ha-
ciendo n — —n en Oy,

f(z) = Ly (z — 2)" }1{01 o) f()d +

- : ! _ n-+1
2mi = 2! — zp)

+ i (z — zo)fnjl{c ( J)d

2mi = , (2 — zo) 7L
L&
= f(Z):Tm. O(Z—ZO) j’gcl(Z/_ZO)nJrl
R f(zdz'

—_— J— n S —
oot o ZOO(Z ZO) %Cg (Z/ — zo)n+17

B > n 1 f(zhdz
_n:Z_ooCn(Z Z()) Y Cn—mfcm,

en donde la regidn de integracién es 7o < |z — z9| <71 y n € Z.
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5.5 Residuos y polos
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Residuos y polos

Residuos
Consideremos que deseamos calcular la integral de f(z), la cual es
analitica en la vecindad de un punto z = 2y, y donde el polo méas
cercano es z1, fuera del C. Entonces, por el teorema integral de
Cauchy:

}{C f(z)dz = 0.

Ahora, si f(z) tiene un polo en z = zy que se encuentra dentro de la
region limitada por C' = la integral ya no sera cero.

Para calcular la integral, expresemos f(z) en términos de una serie de
Laurent,

00 . %) bn
f(Z)—le::Oan(Z_ZO) +n§::1 (z — zo)™
en donde,
1 f(zhdz b 1 f(z)dz

"7 omi Jo, (2! — zo)nt1l’ " 2mi Jo, (2 — 29) "+
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Residuos y polos

Residuos

Para la parte de la serie con potencias negativas, observemos el caso
den=14

b, — 1 7{ : f(2)dz
Ca

- 2mi 2 — z9) L

_L f(z/)dz/ _L AV
o b= 7&( ]{CQf(Z)dz,

27 2 —29)0  2mi

27iby :?{ f(zhd7'.
Ca

Por tanto, para calcular la integral de f(z) en una regién con un polo
en zp, basta obtener el residuo by de f(z) en z:

by = Res f(2).

z=2z0

“para n > 1 la integral se anula por el t. integral de Cauchy . b, =0V n >
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Residuos y polos

Calculo de residuos

El residuo de f(z) se puede obtener de tres maneras:

1) De la serie de Laurent directamente, tomando el coeficiente de 2!
2) Mediante limites de f(z).

3) Expresando f(z) = p(z)/q(2).

Método de limites

Si f(z) tiene un polo en z = z, entonces la serie de Laurent es,
Zan z—zg —I—Z z—zo

:a0+a1(z—z0)+a2(z—zo) +...
b1 bo b3

'+z—zo+(z—zo)2+(z—20)3+'”
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Residuos y polos
Calculo de residuos: método de limites
Examinando de la serie,

lim (z — 20)" f(2),

Z—rZ20

encontramos el n mas pequefio para el cual el limite existe, es decir es
finito = el orden del polo en z — zy es n.

En el caso de un polo de orden uno, o polo simple, tenemos,

b1

f(z):a0+a1(z—zo)+a2(z_20)2+“.+Z_ZO’

(z—20)f(2) = ap(z — 20) + a1(z — 20)2 + ... + by,

= ZILH;O(Z — 20)f(2) = b1,

por tanto, se tiene:

Res f(2) = b1 = lim (2 — 20) f(2),

z=2z0

cuando z — 2 es un polo simple de f(z).
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Residuos y polos

Calculo de residuos: método de limites
Para el caso de polos de orden mayor a uno (m > 1) en z = 2, se
realiza un andlisis similar,

f(2) =ap+ai(z — 20) + as(z — 2)* + ...
b1 ba b3
z— 20 + (z — 20)? + (z — 20)
bm—2 bm—l bm
(z—20)"2  (z—20)™ 1  (2—20)™

g+

entonces, como b,, # 0, tenemos:

(z—20)"f(2) = (2 — 20)™ [ao +a1(z — 20) + ao(z — 20)? + .. } +...
oo b1(z = 20)™ T ba(z — 20)™ 24+
oo bm—2(z — 20)? + by_1(2 — 20) + bim,

lo cual representa la serie de Taylor de (z — z9)™ f(z) alrededor de

zZ = Z0-
Omar De la Pefia-Seaman | IFUAP

Meétodos Matematicos — Propedéutico Fisica



Residuos y polos

Calculo de residuos: método de limites
Reescribiendo la expresién anterior,

(2= 20)"f(2) = by + bn—1(2 — 20) + bn—2(2 — 20)* + . ...
s bo(z— )™ bi(2—20)™ T L
ot (2= 20)™ [ao—i-al(z—zo)—l—az(z—zo)Q—i-...} ,
derivando ambos lados (m — 1) veces,
qgm—1

dzm—l

y tomando el Iimite cuando z — zg,

[(z—20)"f(2)] = (m —1)by + mlag(z — 20) + . ..

m—1

i (e 207 5] = 1,

por tanto,
Res (=) = — - 1im 4 X 12 — o)™ (2]
z=z0 T (m—1)! 252 | dzml 0 i
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Residuos y polos

Célculo de residuos: f(z) = p(z)/q(z)
Analizando el caso cuando f(z) se puede expresar de la forma f(z) =
p(2)/q(z) y se cumplen las siguientes condiciones:

* p(z) y q(z) son analiticas en z = zp, p(z) # 0, y q¢(z0) =0,

para ellos, expandiendo ¢(z) en Taylor,

z— 20)?
) = alz0) + (=~ 200 o) + )
y calculando lo siguiente,
im (z — 2 z) = lim (z — 2 pfz)
Jim (2 — 20)f(2) = lim ( o)q(z),
. (= = 20)p(2)
z=z0 (2 — 20)q'(20) + (2 — 20)%2q" (20) /2! + ...
. p(2) _ plz0)
220 ¢'(20) + (2 — 20)¢"(20)/2! + ... ¢'(20)’
= Resf(z) = lim (z — 29) f(2) = p/(zo) .
2=z 2—20 q (20)
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Residuos y polos

Teorema del residuo
Consideremos un contorno C' que encierra varias singularidades o po-
los aislados de f(z),

y generemos una regiéon multiple- ¢
mente conectada, aislando los po-
los fuera de R tal que e

]{/f(z)dz:O, o Q

donde C’ es la resultante de la
suma de los contornos.
Expandiendo la integral en C’,

j{f dz—j{ dz—%f )dz — . —j{ f(z)dz =0,
- ff dz—j{f dz+ff Yz + . +]f f(z
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Residuos y polos

Teorema del residuo

Sin embargo, sabemos que las integrales en los contornos C; V i =
1,2,...m son los residuos de f(z) para los diferentes polos aislados
en R, por tanto, tenemos el siguiente teorema:

Teorema del residuo

Si f(2) es analitica dentro de una regién limitada por C, excepto en un
nimero finito de puntos singulares o polos z1, 23, ..., zn en el interior
de C, entonces,

m

. f(z)dz =2mi ) Res f(2) = 2mi(b11 +bra+ ...+ bim)
; =

Z=Zj

donde by ; es el residuo de f(z) en el polo z;.
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