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Contenido: Tema 06

6. Funciones especiales
6.1 Funcion Gamma
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Funcion Gamma
Definiciones: Limite infinito
La funcién gamma se define como,

1-2.3...mn
I'(z)= 1 v 0,—-1,-2,-3,...
(2) 6o z(z+1)(z+2)---(z+n)n 27 0,-1,-2,-3,
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Funcion Gamma
Definiciones: Limite infinito
La funcién gamma se define como,
1-2.3...n
I'(z) = li n® vV z#0,-1,-2,-3,...
R PRSP R e #
Una relacién funcional basica de la funcién T es,

1.9.3...n
T(z41) = li =
S A TS T S| SN SO R

)
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Funcion Gamma
Definiciones: Limite infinito
La funcién gamma se define como,
1-2.3...n
[(z) = li Z oy 0,—1,-2,-3,...
(2) w50 2(z 4+ 1)(2+2) (2 4+ 1) ¢ F

Una relacién funcional basica de la funcién I es,

1.9.3...n
T(z41) = li =
SR A T ) S e e A
) nz 1-2-3---n P
= lim

)

nsoz+n+1 z(z+1)(z+2)---(z+n)
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Funcion Gamma
Definiciones: Limite infinito
La funcién gamma se define como,
1-2.3...n
[(z) = li Z oy 0,—1,-2,-3,...
(2) w50 2(z 4+ 1)(2+2) (2 4+ 1) ¢ F

Una relacién funcional basica de la funcién I es,

1.2.3...n
T(z41) = li =
SR A T ) S e e A
) nz 1-2-3---n P
= lim : J
nsooz+n+1 z(z+1)(z2+2)---(2+n)
= 2I'(2).
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Funcion Gamma
Definiciones: Limite infinito
La funcién gamma se define como,
1-2.3...n
[(z) = li Z oy 0,—1,-2,-3,...
(2) w50 2(z 4+ 1)(2+2) (2 4+ 1) ¢ F

Una relacién funcional basica de la funcién I es,

1.2.3...n
I(z41) = li e
SR A T ) S e e A
. nz 1-2-3---n 2
= lim : J
nsooz+n+1 z(z+1)(z2+2)---(2+n)
= 2I'(2).

De la definicién obtenemos,

1-2-3.-.m
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Funcion Gamma
Definiciones: Limite infinito
La funcién gamma se define como,
1-2.3...n
[(z) = li Z oy 0,—1,-2,-3,...
(2) w50 2(z 4+ 1)(2+2) (2 4+ 1) ¢ F

Una relacién funcional basica de la funcién I es,

1-2.3...n
I'(z+1)= lim n
(z+1) n—oo (z+1)(2+2)(z+3) - (z+n+1)
. nz 1-2-3---n 2
= lim g )
nsooz+n+1 z(z+1)(z2+2)---(2+n)
= 2I'(2).
De la definicién obtenemos,
1-2-3.-.
I'(1) = lim r n,
. n
= lim =1,
n—oon + 1
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Funcion Gamma
Definiciones: Limite infinito
La funcién gamma se define como,
1-2.3...n
[(z) = li Z oy 0,—1,-2,-3,...
(2) w50 2(z 4+ 1)(2+2) (2 4+ 1) ¢ F

Una relacién funcional basica de la funcién I es,

1-2.3...n
T 1)= 1 z+1
SR A T ) S e e A
. nz 12377, .
= lim . ,
nsooz+n+1 z(z+1)(z2+2)---(2+n)
= 2I'(2).
De la definicién obtenemos, por tanto,
1-2-3--- re)=1mwra) =1
I'(1) = lim " n, (2) (1) y
n5001-2-3---n-(n+1) ['(3) SN2 (2) =
- lim = )
n—oon + 1
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Funcién Gamma
Definiciones: Limite infinito
La funcién gamma se define como,
1-2.3...n

I'(z) = 1i v 0,—-1,-2,-3,...
(2) n1—>%oz(z+1)(z+2)---(z+n)n 27 0,-1,-2,-3,

Una relacién funcional basica de la funcién I es,

1-2.3...n
T 1)= 1 z+1
SR A T ) S e e A
. nz 12377, .
= lim . ,
nsooz+n+1 z(z+1)(z2+2)---(2+n)
= 2I'(2).
De la definicién obtenemos, por tanto,
1-2-3--- I'2)=1I'(1)=1
I'(1) = lim n n, (2) (1) /
n=o01-2-3---n-(n+1) I'(3) S22 (2) =
n
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Funcién Gamma
Definiciones: Limite infinito
La funcién gamma se define como,
1-2.3...n

I'(z) = 1i v 0,—-1,-2,-3,...
(2) n1—>%oz(z+1)(z+2)---(z+n)n 27 0,-1,-2,-3,

Una relacién funcional basica de la funcién I es,

1-2.3...n
T 1)= 1 z+1
SR A T ) S e e A
. nz 12377, .
= lim . ,
nsooz+n+1 z(z+1)(z2+2)---(2+n)
= 2I'(2).
De la definicién obtenemos, por tanto,
1-2-3--- re)=1mwra) =1
I'(1) = lim n n, (2) (1) /
n
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Funcion Gamma
Definiciones y relaciones: integral definida
La integral definida para la funcién gamma viene dada como,

I(z) = / et 1dt, ¥ Re{z} > 0.
0
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Funcion Gamma
Definiciones y relaciones: integral definida
La integral definida para la funcién gamma viene dada como,

I(z) = / et 1dt, ¥ Re{z} > 0.
0

También se pueden utilizar las siguientes definiciones alternas,

I'(z) = 2/000 e g 6 I'(z) = /01 {ln <1)r1 dt.
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Funcion Gamma
Definiciones y relaciones: integral definida
La integral definida para la funcién gamma viene dada como,

I(z) = / et 1dt, ¥ Re{z} > 0.
0

También se pueden utilizar las siguientes definiciones alternas,

I'(z) = 2/000 e g 6 I'(z) = /01 {ln <1)r1 dt.

Analizando el caso de z = 1/2,

I <1> - 2/ e dt = /7.
2 0
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Funcion Gamma
Definiciones y relaciones: integral definida
La integral definida para la funcién gamma viene dada como,

oo
I(z) = / et 1dt, ¥ Re{z} > 0.
0
También se pueden utilizar las siguientes definiciones alternas,

I'(z) = 2/000 e g 6 I'(z) = /01 {ln <1)r1 dt.

Analizando el caso de z = 1/2,

I <1> - 2/ e dt = /7.
2 0

Algunas férmulas de relacién son las siguientes,

Omar De la Pefia-Seaman | IFUAP Meétodos Matematicos — Propedéutico Fisica



Funcion Gamma
Definiciones y relaciones: integral definida
La integral definida para la funcién gamma viene dada como,

oo
I(z) = / et 1dt, ¥ Re{z} > 0.
0
También se pueden utilizar las siguientes definiciones alternas,

I'(z) = 2/000 e g 6 I'(z) = /01 {ln <1)r1 dt.

Analizando el caso de z = 1/2,

I <1> - 2/ e dt = /7.
2 0

Algunas férmulas de relacién son las siguientes,
m

Férmula de reflexion = TI'(z)I'(1 —z2) =

Sen zw’
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Funcion Gamma
Definiciones y relaciones: integral definida
La integral definida para la funcién gamma viene dada como,

oo
I(z) = / et 1dt, ¥ Re{z} > 0.
0
También se pueden utilizar las siguientes definiciones alternas,

I'(z) = 2/000 e g 6 I'(z) = /01 {ln <1)r1 dt.

Analizando el caso de z = 1/2,

I <1> - 2/ e dt = /7.
2 0

Algunas férmulas de relacién son las siguientes,
m

Férmula de reflexion = TI'(z)I'(1 —z2) = S ;
en zm

Duplicacién de Legendre = T'(z+ 1)T' (2 + 1/2) = 277 (22 + 1),
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Funcion Gamma
Definiciones y relaciones: integral definida
La integral definida para la funcién gamma viene dada como,

oo
I(z) = / et 1dt, ¥ Re{z} > 0.
0
También se pueden utilizar las siguientes definiciones alternas,

I'(z) = 2/000 e g 6 I'(z) = /01 {ln <1)r1 dt.

Analizando el caso de z = 1/2,

I <1> - 2/ e dt = /7.
2 0

Algunas férmulas de relacién son las siguientes,
m

Férmula de reflexion = TI'(z)I'(1 —z2) = S ;
en zm

Duplicacién de Legendre = T'(z+ 1)T' (2 + 1/2) = 277 (22 + 1),

en donde la férmula de reflexién se utiliza para conectar valores de
I'(z), cuando z es un no—entero, mediante I'(1/2).
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Funcion Gamma
Funcién digamma
Para poder calcular la derivada de la funcién I', analizamos lo siguiente,

|
['(z+4+1)=2I(z) = lim v n?,

n—co (z4+1)(z+2)---(2+n)
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Funcion Gamma
Funcién digamma
Para poder calcular la derivada de la funcién I', analizamos lo siguiente,
n!

Pet =26 = DTy rn)

ahora aplicando el logaritmo,

InT'(2+1) = Jim [In(n!) +zInn —In(z+1) —In(z 4+ 2) —--- — In(z + n)]
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Funcion Gamma
Funcién digamma
Para poder calcular la derivada de la funcién I', analizamos lo siguiente,
n!

Pet =26 = DTy rn)

ahora aplicando el logaritmo,
InT'(2+1) = lim [In(n!) +zInn —In(z+1) —In(z 4+ 2) —--- — In(z + n)]
n—oo

Diferenciando lo anterior respecto a z,

d .
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Funcion Gamma
Funcién digamma
Para poder calcular la derivada de la funcién I', analizamos lo siguiente,
n!

Pet =26 = DTy rn)

ahora aplicando el logaritmo,
InT'(2+1) = lim [In(n!) +zInn —In(z+1) —In(z 4+ 2) —--- — In(z + n)]
n—oo

Diferenciando lo anterior respecto a z,
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Funcion Gamma
Funcién digamma
Para poder calcular la derivada de la funcién I', analizamos lo siguiente,
n!

Pet =26 = DTy rn)

ahora aplicando el logaritmo,
InT'(2+1) = lim [In(n!) +zInn —In(z+1) —In(z 4+ 2) —--- — In(z + n)]
n—oo

Diferenciando lo anterior respecto a z,

Y(z+1) = di;lnf(z—l— 1) =

que se conoce como la funcién digamma.
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Funcién Gamma

Funcién poligamma
La funcién I' puede ser derivada repetidas veces, dando lugar a la
funcién poligama,

W(z+1) = dilzlnr(z +1),
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Funcién Gamma

Funcién poligamma
La funcién I' puede ser derivada repetidas veces, dando lugar a la
funcién poligama,

d
P(z+1) = Eln I'(z+1),
m~+1

d
= pMGz+1) = Wln I'(z+1),
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Funcién Gamma

Funcién poligamma
La funcién I' puede ser derivada repetidas veces, dando lugar a la
funcién poligama,

W(z+1) = %Inr(z +1),

derl
= pMGz+1) = Wln I'(z+1),

1
s YV m=1,23,....

= —1m+1m!007
(1) ;(H

n)
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Funcién Gamma

Funcién poligamma
La funcién I' puede ser derivada repetidas veces, dando lugar a la
funcién poligama,

Y(z+1) = iInI‘(z +1),

dz
dm+1
= ¢(m)(z+1)EWInF(2+1),
s 1
= ()™M ———— ¥V m=1,2,3,....

Si tenemos el caso de z = 0, entonces la serie de la ecuacién anterior
se reduce a la funcién zeta de Riemann,

=1
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Funcién Gamma

Funcién poligamma
La funcién I' puede ser derivada repetidas veces, dando lugar a la
funcién poligama,

Y(z+1) = iInI‘(z +1),

dz
dm+1
= ¢(m)(z+1)EWInF(2+1),
s 1
= ()™M ———— ¥V m=1,2,3,....

Si tenemos el caso de z = 0, entonces la serie de la ecuacién anterior
se reduce a la funcién zeta de Riemann,
C(m) - m’
n
n=1

teniendo por tanto,
PM(1) = (=)™ ml¢(m+1) ¥V m=1,2,3,....
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Funcién Gamma
Funciones gamma, digamma y poligamma

6

2t d
2 —InT(x+1)

&In T(x+1) dx

1t a2
deIn T'x+1)

0+

d

——InT(x+1)

~10} dx

-10 0 1.0 2.0 3.0 4.0
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Contenido: Tema 06

6. Funciones especiales

6.2 Polinomios y series de Legendre
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Polinomios y series de Legendre
Ecuacién de Legendre
La ecuacion diferencial de Legendre tiene la siguiente forma,
d2

dy
(l—x)W—Q df—l—l/(l/—i—l)y—O V v =cte. >0,

Omar De la Pefia-Seaman | IFUAP Meétodos Matematicos — Propedéutico Fisica



Polinomios y series de Legendre
Ecuacién de Legendre
La ecuacion diferencial de Legendre tiene la siguiente forma,

d%y dy
(1—2? )@_2 df—l—l/(l/—i—l)y:() V v =cte. >0,
si la reescribimos como sigue:
d*y 2¢ dy v(v+1)

y =0,

dz2 1 —22dx 1— 22
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Polinomios y series de Legendre
Ecuacién de Legendre
La ecuacion diferencial de Legendre tiene la siguiente forma,
(1—xz )i—Q i+u(u+1)y=0 V v=cte. >0
dz? dx ’
si la reescribimos como sigue:

d*y 2¢ dy v(v+1)

dz?2  1—a22dez = 1—2a?
observamos que x = 0 es un punto ordinario, por tanto, podemos
proponer la solucién como,

y =0,

m=0
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Polinomios y series de Legendre
Ecuacién de Legendre
La ecuacion diferencial de Legendre tiene la siguiente forma,
(1—xz )£—2 i+u(u+1)y:0 V v=cte. >0
dz? dx ’
si la reescribimos como sigue:

d*y 2¢ dy v(v+1)

dz?2  1—a22dez = 1—2a?
observamos que x = 0 es un punto ordinario, por tanto, podemos
proponer la solucién como,

y=0,

00
= Za
m=0

= sustituyéndola en la ec. diferencial y haciendo k = v(v + 1):

> m(m —Dama™ 2+ > [k —m(m+1)] apa™ = 0.
m=0

m=0
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Polinomios y series de Legendre
Solucién de la ecuacién de Legendre: coeficientes
De la relacidén anterior, si agrupamos los coeficientes por potencias
iguales, llegamos a la siguiente ecuacion de recurrencia,
k—m(m+1) o (v=m)(v+m+1)

2 T T ) m+2) ™ T (m+D(mt2) ™
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Polinomios y series de Legendre
Solucién de la ecuacién de Legendre: coeficientes
De la relacidén anterior, si agrupamos los coeficientes por potencias
iguales, llegamos a la siguiente ecuacion de recurrencia,
k—m(m+1) o (v=m)(v+m+1)

2 T T ) m+2) ™ T (m+D(mt2) ™

Observamos que, cuando v = n € ZT, habra un punto donde la serie
termine, es decir, sea finita, debido a al factor (v —m), obteniendo un
polinomio de orden n como expansion.
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Polinomios y series de Legendre
Solucién de la ecuacién de Legendre: coeficientes
De la relacidén anterior, si agrupamos los coeficientes por potencias
iguales, llegamos a la siguiente ecuacion de recurrencia,
k—m(m+1) (v—m)(v+m+1)
Amt2 = — Om = — Q-
(m+1)(m+2) (m+1)(m+2)
Observamos que, cuando v = n € Z™, habra un punto donde la serie
termine, es decir, sea finita, debido a al factor (v —m), obteniendo un
polinomio de orden n como expansion.

Haciendo v = n y corriendo los indices,

(n—=m)(m+n+1)

Um4-2 = —

m+)m+2) ™
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Polinomios y series de Legendre
Solucién de la ecuacién de Legendre: coeficientes
De la relacidén anterior, si agrupamos los coeficientes por potencias
iguales, llegamos a la siguiente ecuacion de recurrencia,
k—m(m+1) (v—m)(v+m+1)
Amt2 = — Om = — Q-
(m+1)(m+2) (m+1)(m+2)
Observamos que, cuando v = n € Z™, habra un punto donde la serie
termine, es decir, sea finita, debido a al factor (v —m), obteniendo un
polinomio de orden n como expansion.

Haciendo v = n y corriendo los indices,

(n—=m)(m+n+1)

a’erQ - - (m + 1)(m + 2) a’m7
1
m=20: agz—n(n;_)aoa
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Polinomios y series de Legendre
Solucién de la ecuacién de Legendre: coeficientes
De la relacidén anterior, si agrupamos los coeficientes por potencias
iguales, llegamos a la siguiente ecuacion de recurrencia,
k—m(m+1) o (v=m)(v+m+1)

2 T T ) m+2) ™ T (m+D(mt2) ™

Observamos que, cuando v = n € ZT, habra un punto donde la serie
termine, es decir, sea finita, debido a al factor (v —m), obteniendo un
polinomio de orden n como expansion.

Haciendo v = n y corriendo los indices,

(n—=m)(m+n+1)

2 T T ) (m+2) ™
1
m=20: agz—n(n;_)aoa
—1 2
m=1: a3:——(n ;('n—k )al,
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Polinomios y series de Legendre
Solucién de la ecuacién de Legendre: coeficientes
continuando,

(n—=2)n(n+1)(n+3)

m=2: aq4= ag,

4!
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Polinomios y series de Legendre
Solucién de la ecuacién de Legendre: coeficientes
continuando,
(n—=2)n(n+1)(n+3)
4!
(n=3)(n—1)(n+2)(n+4)

m=2: aq4= ag,

m=3: a5 = — ai,

5!
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Polinomios y series de Legendre

Solucién de la ecuacién de Legendre: coeficientes

continuando,

m =2
m =3
m=4

Omar De la Pefia-Seaman | IFUAP

(n—=2)n(n+1)(n+3)

a4 = Al ao,
_ (n=3)(n—=1)(n+2)(n+4)
as 5l ar,
as — _(n=4)(n—-2)n(n+1)(n+3)(n+ 5)a07

6!
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Polinomios y series de Legendre
Solucién de la ecuacién de Legendre: coeficientes
continuando,

(n—=2)n(n+1)(n+3)

m=2: a4 = Al agp,
_ 5. :_(n—S)(n—l)(n+2)(n+4)
m Toas 51 ag,
_ 4. :_(n—4)(n—2)n(n+1)(n+3)(n+5)
m D ag 6l ap,
e a __(n—n)(Qn—l)a _o
R T T e Y D2 v
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Polinomios y series de Legendre
Solucién de la ecuacién de Legendre: coeficientes
continuando,

(n—=2)n(n+1)(n+3)

MR s 4! ao,

m=3: a5:_(n e ?5('”-1- )(n + )ap

m=4: a6:_(n4)(n2)”(”6jr 1)(n+3)(n+5)a0,
m=mn: an+2:—(n n)(2n )anzo,

(n+1)(n+2)
por tanto, la serie termina cuando m = n, dando un polinomio de
orden n como solucidn.
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Polinomios y series de Legendre
Solucién de la ecuacién de Legendre: coeficientes
continuando,

(n—=2)n(n+1)(n+3)

MR s 4! ao,

m=3: a5:_(n e ?5('”-1- )(n + )ap

m=4: a6:_(n4)(n2)”(”6jr 1)(n+3)(n+5)a0,
m=mn: an+2:—(n n)(2n )anzo,

(n+1)(n+2)
por tanto, la serie termina cuando m = n, dando un polinomio de
orden n como solucién.
Analizando por tanto el dltimo término de la serie a,,
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Polinomios y series de Legendre
Solucién de la ecuacién de Legendre: coeficientes
continuando,

(n—=2)n(n+1)(n+3)

MR s 4! ao,

m=3: a5:_(n e ?5('”-1- )(n + )ap

m=4: a6:_(n4)(n2)”(”6jr 1)(n+3)(n+5)a0,
m=mn: an+2:—(n n)(2n )anzo,

(n+1)(n+2)
por tanto, la serie termina cuando m = n, dando un polinomio de
orden n como solucién.
Analizando por tanto el dltimo término de la serie a,,

2(2n —1
m=n—2: an:_((n—l)n)an_2
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Polinomios y series de Legendre
Solucién de la ecuacién de Legendre: coeficientes
continuando,

(n—=2)n(n+1)(n+3)

MR s 4! ao,

m=3: a5:_(n e ?5('”-1- )(n + )ap

m=4: a6:_(n4)(n2)”(”6jr 1)(n+3)(n+5)a0,
m=mn: an+2:—(n n)(2n )anzo,

(n+1)(n+2)
por tanto, la serie termina cuando m = n, dando un polinomio de
orden n como solucién.
Analizando por tanto el dltimo término de la serie a,,
2(2n —1) (n—1)n

m=n-—2: AQp = —————Qp—9 = an_gz—m

(n—1)n e

Omar De la Pefia-Seaman | IFUAP Meétodos Matematicos — Propedéutico Fisica



Polinomios y series de Legendre
Solucién de la ecuacién de Legendre: coeficientes
Del resultado anterior,

n—1)n
an—2 = _gana

2(2n — 1)
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Polinomios y series de Legendre
Solucién de la ecuacién de Legendre: coeficientes
Del resultado anterior,
(n—1)n
ap—2 = _24(2n — 1)an>
tenemos que los coeficientes dependeran del valor a,, el cual es arbi-
trario, por tanto se toma la siguiente convencién para fijar su valor:
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Polinomios y series de Legendre
Solucién de la ecuacién de Legendre: coeficientes
Del resultado anterior,
(n—1)n
ap—2 = _24(2n — 1)an>
tenemos que los coeficientes dependeran del valor a,, el cual es arbi-
trario, por tanto se toma la siguiente convencién para fijar su valor:

(Io:l,

Omar De la Pefia-Seaman | IFUAP Meétodos Matematicos — Propedéutico Fisica



Polinomios y series de Legendre
Solucién de la ecuacién de Legendre: coeficientes
Del resultado anterior,
(n—1)n
ap—2 = _24(2n — 1)an>
tenemos que los coeficientes dependeran del valor a,, el cual es arbi-
trario, por tanto se toma la siguiente convencién para fijar su valor:

(Io:l, Pn(:L‘Zl):l.
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Polinomios y series de Legendre
Solucién de la ecuacién de Legendre: coeficientes

Del resultado anterior,

~ (n—=1)n
Gp—2 = _2(2n — 1)an7
tenemos que los coeficientes dependeran del valor a,, el cual es arbi-
trario, por tanto se toma la siguiente convencién para fijar su valor:

a():l, Pn(:E: 1):1.
Con estas consideraciones, se tiene que el valor para a,, es,
(2n!)

ap —

—2n(nl)2”
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Polinomios y series de Legendre
Solucién de la ecuacién de Legendre: coeficientes

Del resultado anterior,
(n—1)n

Op—9g=——"—""-"0a

" 2(2n — 1) "
tenemos que los coeficientes dependeran del valor a,, el cual es arbi-
trario, por tanto se toma la siguiente convencién para fijar su valor:

a():l, Pn(:E: 1):1.
Con estas consideraciones, se tiene que el valor para a,, es,
(2n!)

ap —

—2n(n!)?’

Corriendo indices,
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Polinomios y series de Legendre
Solucién de la ecuacién de Legendre: coeficientes
Del resultado anterior,
(n—1)n
=2 = 50 — 1)
tenemos que los coeficientes dependeran del valor a,, el cual es arbi-
trario, por tanto se toma la siguiente convencién para fijar su valor:

a():l, Pn(:E: 1):1.
Con estas consideraciones, se tiene que el valor para a,, es,

2n!
in = QEL(n!;T
Corriendo indices,
(m+1)(m+2)
(n—m)(m+n+1

Ay — —

) am+27
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Polinomios y series de Legendre
Solucién de la ecuacién de Legendre: coeficientes

Del resultado anterior,
(n—1)n

Op—9g=——"—""-"0a

" 2(2n — 1) "
tenemos que los coeficientes dependeran del valor a,, el cual es arbi-
trario, por tanto se toma la siguiente convencién para fijar su valor:

a():l, Pn(:E: 1):1.
Con estas consideraciones, se tiene que el valor para a,, es,
(2n!)
an = —5-
27 (nl)?
Corriendo indices,

 (m+1)(m+2)
= T = m)m o+ 1)

—n_9. 7_(n—1)n L (2n — 2)!
MEnTE 2 e )™ T (n—2)(n— 1)
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Polinomios y series de Legendre

Solucién de la ecuacién de Legendre

continuando,

(n—3)(n—2) (2n —2-2)!
4(2n —3)

m=n—4: ap_4=— Qap—9

T 2120(n — 2)l(n — 4)V
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Polinomios y series de Legendre

Solucién de la ecuacién de Legendre
continuando,

(n—3)(n—2) B (2n —2-2)!
A2n—3) 2T 212n(n — 2)l(n — 4)

m=n—4: ap_4=—

generalizando los resultados anteriores,

(—1)(2n — 2j)!

n—-25 =

27j1(n = )1(n — 21
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Polinomios y series de Legendre

Solucién de la ecuacién de Legendre
continuando,

(n—3)(n—2) B (2n —2-2)!
A2n—3) 2T 212n(n — 2)l(n — 4)

m=n—4: ap_4=—

generalizando los resultados anteriores,

(—1)/(2n — 2))!
27j1(n = )1(n — 21

Sust. lo anterior en la expresién de la solucidén general propuesta,

n—-25 =

M (=1)(2n = 29)!

o [e.e]
P,(x) = amx™ =) ap_oiz" ¥ = : : E
! mz::o " Jz:(:) o jz:(:)?"ﬂ(n—J)!(n—?J)!
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Polinomios y series de Legendre

Solucién de la ecuacién de Legendre
continuando,

4 _ (=3)nm-2 _  (2n-2-2)
MR M E T on —3) T 212n(n — 2)I(n — 40

generalizando los resultados anteriores,

(—1)/(2n — 2))!
27j1(n = )1(n — 21

n—-25 =

Sust. lo anterior en la expresién de la solucidén general propuesta,

M (=1)(2n = 29)!

o [e.e]
Pux) =) amr™ =Y ap_gjz" ¥ = : : —
! mz::o " Jz:(:) o jz:(:)?"ﬂ(n—J)!(n—?J)!

n—2j

obtenemos los polinomios de Legendre, en donde M = n/2 para n
par, y M = (n — 1)/2 para n impar.
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Polinomios y series de Legendre
Polinomios de Legendre
De la expresién anterior analizamos algunos casos especificos,

&l (_1)j(2” — 2j)! n—2j

Py(z) = jZO 274l(n — j)(n — 2j)!$
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Polinomios y series de Legendre
Polinomios de Legendre
De la expresién anterior analizamos algunos casos especificos,

&l (_1)j(2” — 2j)! n—2j

Py(z) = jZO 274l(n — j)(n — 2j)!$
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Polinomios y series de Legendre
Polinomios de Legendre
De la expresién anterior analizamos algunos casos especificos,

&l (_1)j(2” — 2j)! n—2j

Py(z) = jZO 274l(n — j)(n — 2j)!$
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Polinomios y series de Legendre
Polinomios de Legendre
De la expresién anterior analizamos algunos casos especificos,

&l (_1)j(2” — 2j)! n—2j

Py(z) = jZO 274l(n — j)(n — 2j)!$
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Polinomios y series de Legendre

Polinomios de Legendre
De la expresién anterior analizamos algunos casos especificos,

L1 —2)!
Py(z) = Z 274l(n — j)(n — 2j)!$ ]

j=0
Po(x) = 1,
P (z) ==,
Py(z) = % (3m2 - 1) ,
Ps(z) = % (5.%'3 - Sx) ,
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Polinomios y series de Legendre

Polinomios de Legendre
De la expresién anterior analizamos algunos casos especificos,

L ()i - 2))
Py(z) = jZO 274l(n — j)(n — 2j)!$

n—2j

Po(z) = 1,

Pi(z) =,

Py(z) = % (322-1),

Py(z) = % (52" - 32),

Py(z) = % (350 — 3027 + 3),
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Polinomios y series de Legendre
Polinomios de Legendre
De la expresién anterior analizamos algunos casos especificos,

& (1 -2))!
Py(z) = jZO 274l(n — j)(n — 2j)!$ ;

Po(z) = 1,
Pi(z) =z,

Py(z) = % (322-1),

Py(z) = % (52" - 32),

Py(z) = % (350 — 3027 + 3),
Ps(z) = é(63x5 — 70z° + 152)
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Polinomios y series de Legendre

Polinomios de Legendre
De la expresién anterior analizamos algunos casos especificos,

& (1 -2))!
Py(z) = jZO 274l(n — j)(n — 2j)!$ ;

P, (x)

P()(x) = 1, 1
Pl(x) =7z,

1
Py(z) = > (3m2 - 1) ,

1
Ps(z) = D (5.%'3 - Sx) ,

_ 1 4 2

Pi(x) = 3 (350 — 3027 + 3), ;

1
Py(z) = ¢ (6327 — 702° + 152).
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Polinomios y series de Legendre
Férmula de Rodrigues y funcién generadora
La formula de Rodrigues viene dada como,

1 dn
T 2npl dan
y sirve para calcular los polinomios de Legendre, P, (), sin la necesidad
de expander la serie para sus n términos.

Pn(iv) ($2 — 1)”.
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Polinomios y series de Legendre

Férmula de Rodrigues y funcién generadora
La formula de Rodrigues viene dada como,

n

! d—(x2 —1)".

2nn! dx™

y sirve para calcular los polinomios de Legendre, P, (), sin la necesidad
de expander la serie para sus n términos.

P,(z) =

Por otro lado, los polinomios P, (x) representan a los coeficientes de
2™ en la expansién de ®(z, z), conocida como la funcién generadora,

®(z,2) = (1 — 2wz +22)" V2 = ZP "V oz < 1.
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Polinomios y series de Legendre

Férmula de Rodrigues y funcién generadora
La formula de Rodrigues viene dada como,

n

! d—(xQ —1)".

2nn! dx™

y sirve para calcular los polinomios de Legendre, P, (), sin la necesidad
de expander la serie para sus n términos.

P,(z) =

Por otro lado, los polinomios P, (x) representan a los coeficientes de
2™ en la expansién de ®(z, z), conocida como la funcién generadora,

®(z,2) = (1 — 2wz +22)" V2 = ZP "V oz < 1.

De ®(z,z) podemos obtener férmulas de recurrencia derivando re-

specto a z,
OP(x, 2) T—z - -
n=0
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Polinomios y series de Legendre
Funcién generadora y relaciones de recurrencia
De lo anterior,

0P (x, 2) T —z > 1
= = P, " ’
Oz (1 — 2xz + 22)3/2 nzz:on (SII)Z
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Polinomios y series de Legendre
Funcién generadora y relaciones de recurrencia
De lo anterior,

0®(z,z) x—2z
0z (1 —2wz+ 22)3/2 an

rearreglando términos,

o0

(x—2)(1 =222+ 222 = (1 — 202 + 2?) Z nP,(z)z""1,
n=0
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Polinomios y series de Legendre
Funcién generadora y relaciones de recurrencia
De lo anterior,

0®(z,z) x—2z
0z (1 —2wz+ 22)3/2 an

rearreglando términos,

o0

(x—2)(1 =222+ 222 = (1 — 202 + 2?) Z nP,(z)z""1,
n=0

pero,

(1—2xz+2%)7Y2 = ZP
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Polinomios y series de Legendre
Funcién generadora y relaciones de recurrencia
De lo anterior,

0®(x, z) x—2z = ne1
R T ;::OnPn(a:)z ;

rearreglando términos,

oo
(x—2)(1 =222+ 222 = (1 — 202 + 2?) Z nP,(z)z""1,
n=0
pero,
(1—2xz+2%)7Y2 = ZP
entonces, relacionando
e, °] o
(1—2xz+ 2°) Z nP,(z)z" ! + (z — z) Z P.(=)zE=
n=0 n=0
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Polinomios y series de Legendre

Relaciones de recurrencia
Multiplicando y reagrupando series similares de la expresién anterior,

n=0 n=0 oyr
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Polinomios y series de Legendre

Relaciones de recurrencia
Multiplicando y reagrupando series similares de la expresién anterior,

n=0 n=0 oyr

de lo cual expandemos y agrupamos coeficientes de las potencias 2",
obteniendo asi:

2n+ 1)zP,(x) = (n+ 1)Ppyi(x) + nPy—1(z) V n=1,2,3,...
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Polinomios y series de Legendre

Relaciones de recurrencia
Multiplicando y reagrupando series similares de la expresién anterior,

n=0 n=0 oyr

de lo cual expandemos y agrupamos coeficientes de las potencias 2",
obteniendo asi:

2n+ 1)zP,(x) = (n+ 1)Ppyi(x) + nPy—1(z) V n=1,2,3,...

Lo anterior nos permite generar sucesivos P,'s de los valores iniciales
de Pp =1y P, =z, por ejemplo:

Omar De la Pefia-Seaman | IFUAP Meétodos Matematicos — Propedéutico Fisica



Polinomios y series de Legendre

Relaciones de recurrencia
Multiplicando y reagrupando series similares de la expresién anterior,

n=0 n=0 oyr

de lo cual expandemos y agrupamos coeficientes de las potencias 2",
obteniendo asi:

2n+ 1)zP,(x) = (n+ 1)Ppyi(x) + nPy—1(z) V n=1,2,3,...

Lo anterior nos permite generar sucesivos P,'s de los valores iniciales
de Pp =1y P, =z, por ejemplo:

1
n=1: 3zPi(zx) =2P(z)+ P — PFPax)= 5(3&:2 —1),
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Polinomios y series de Legendre

Relaciones de recurrencia
Multiplicando y reagrupando series similares de la expresién anterior,

n=0 n=0 oyr

de lo cual expandemos y agrupamos coeficientes de las potencias 2",
obteniendo asi:

2n+ 1)zP,(x) = (n+ 1)Ppyi(x) + nPy—1(z) V n=1,2,3,...

Lo anterior nos permite generar sucesivos P,'s de los valores iniciales
de Pp =1y P, =z, por ejemplo:

n=1: 3zPi(zx) =2P(z)+ P — PFPax)=

1
n=2: bxPy(z)=3P3(z) +2P, — P3(x)= 5(5:1:3 — 3z).
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Polinomios y series de Legendre

Relaciones de recurrencia
Otro tipo de relacién de recurrencia puede ser obtenida derivando a la
funcién generadora respecto =,

00(z, 2) B ,
oz (1—2332+22 3/2 ZP
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Polinomios y series de Legendre

Relaciones de recurrencia
Otro tipo de relacién de recurrencia puede ser obtenida derivando a la
funcién generadora respecto =,

0®(z,z) /"
oz (1—2332+22 3/2 ZP

= 2(1-22242)72=(1—-222+2%) Z Pl (z)2",
n=0
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Polinomios y series de Legendre

Relaciones de recurrencia
Otro tipo de relacién de recurrencia puede ser obtenida derivando a la
funcién generadora respecto =,

00(z, 2) B ,
oz (1—2ajz+22 3/2 ZP

= 2(1-22242)72=(1—-222+2%) Z Pl (z)2",
n=0

(1-2x2+2%) ) Pi(x)z" —2 ) _ Pu(x)z" =
n=0

n=0
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Polinomios y series de Legendre

Relaciones de recurrencia
Otro tipo de relacién de recurrencia puede ser obtenida derivando a la
funcién generadora respecto =,

0®(z,z) /"
oz (1—2ajz+22 3/2 ZP

= 2(1-22242>)7YV2=(1-22c2+ 2% Z Pl (z)2",

n=0
[e.e] oo
(1—2zz+ 2% Z Pl (z)2" — 2 Z P,(z)z" =
n=0 n=0
Realizando los productos y agrupando sumatorias tenemos,
oo o
> Pl(x)2" = [2aP) () + Pa(x)] 2T + Z Pl(x
n=0 n=0
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Polinomios y series de Legendre

Relaciones de recurrencia
Otro tipo de relacién de recurrencia puede ser obtenida derivando a la
funcién generadora respecto =,

0®(z,z) /"
oz (1—2ajz+22 3/2 ZP

= 2(1-22242>)7YV2=(1-22c2+ 2% Z Pl (z)2",
n=0

(1—2zz+ 2% Z Pl (z)2" — 2 Z P,(z)z" =
n=0 n=0

Realizando los productos y agrupando sumatorias tenemos,

o0

i Pl(x)2"? = Y [22P)(z) + Pa(z)] 2" + i REET) " =108
n=0

n=0 n=0

expandiendo y agrupando coeficientes del término 2" +1,

FZ+1( )+7 n— l( )-_ QL}ﬂ( )4’}%K )
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Polinomios y series de Legendre

Relaciones de recurrencia
Otra ecuacién (til se obtiene diferenciando respecto a = la primera
relacién de recurrencia obtenida,

2n+ 1)zP,(x) = (n+ 1)Ppi1(x) + nPy—1(x),
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Polinomios y series de Legendre

Relaciones de recurrencia
Otra ecuacién (til se obtiene diferenciando respecto a = la primera
relacién de recurrencia obtenida,

2n+ 1)zP,(x) = (n+ 1)Ppi1(x) + nPy—1(x),
(2n+ 1)Py(z) + (2n + 1)2 Py (z) = (n+ 1) Py (z) + nP,_ (),
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Polinomios y series de Legendre

Relaciones de recurrencia
Otra ecuacién (til se obtiene diferenciando respecto a = la primera
relacién de recurrencia obtenida,

(20 + DaPu(x) = (n+ 1) Pas1 (2) + nPoi (),
(20 + D)Pu(a) + (20 + DaPl(a) = (n+ 1) Py () + nP)_y (),
2(2n + 1) Py () + 2(20 + DePy(2) = 2(n + )P (2) + 20P)_ (a).
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Polinomios y series de Legendre

Relaciones de recurrencia
Otra ecuacién (til se obtiene diferenciando respecto a = la primera
relacién de recurrencia obtenida,

(2n +1)zPy(z) = (n + 1) Poy1(2) + nPp—1 (),
(2n+ 1) P(2) + (2n + D)aP(z) = (n + 1) Py () + nPy,_y (2),
2(2n + 1)Py(x) + 2(2n + 1)z P, (x) = 2(n + 1) Py (x) + 2nP)_ ().

Ahora, si a la relacién anterior es multiplicada por (2n + 1),

n1(2) + Pr_q(x) = 22P, () 4 Po(x),
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Polinomios y series de Legendre

Relaciones de recurrencia
Otra ecuacién (til se obtiene diferenciando respecto a = la primera
relacién de recurrencia obtenida,

(2n +1)zPy(z) = (n + 1) Poy1(2) + nPp—1 (),
(2n+ 1) P(2) + (2n + D)aP(z) = (n + 1) Py () + nPy,_y (2),
2(2n + 1)Py(x) + 2(2n + 1)z P, (x) = 2(n + 1) Py (x) + 2nP)_ ().

Ahora, si a la relacién anterior es multiplicada por (2n + 1),

n1(2) + Pr_q(x) = 22P, () 4 Po(x),
2n+ )Py (z) + (2n+ 1) Py (z) = 2(2n + 12 Py, (z) + (2n + 1) Py(x)

Omar De la Pefia-Seaman | IFUAP Meétodos Matematicos — Propedéutico Fisica



Polinomios y series de Legendre

Relaciones de recurrencia
Otra ecuacién (til se obtiene diferenciando respecto a = la primera
relacién de recurrencia obtenida,

(2n +1)zPy(z) = (n + 1) Poy1(2) + nPp—1 (),
(2n+ 1) P(2) + (2n + D)aP(z) = (n + 1) Py () + nPy,_y (2),
2(2n + 1)Py(x) + 2(2n + 1)z P, (x) = 2(n + 1) Py (x) + 2nP)_ ().

Ahora, si a la relacién anterior es multiplicada por (2n + 1),

n1(2) + Pr_q(x) = 22P, () 4 Po(x),
2n+ )Py (z) + (2n+ 1) Py (z) = 2(2n + 12 Py, (z) + (2n + 1) Py(x)

sumando ambos resultados previos nos queda una nueva relacion de
recurrencia,

(2n + 1)Py(z) = P, 1 (z) — Py_1(z).
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Polinomios y series de Legendre

Relaciones de recurrencia

Algunas otras relaciones de recurrencia importantes son las siguientes,

1 (2) = (n+ 1) Pp(x) + 2P (),
P 1(x) = —nPy(z) + 2P, (2),
(1—2%)P!(z) = nP,_1(z) — nzP,(x),
(1= 2®)Py(x) = (n+ DzPu(z) — (n+ 1) Py (2),

las cuales se obtienen de las relaciones deducidas anteriormente, medi-
ante manipulacién algebraica.
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Polinomios y series de Legendre

Relaciones de recurrencia

Algunas otras relaciones de recurrencia importantes son las siguientes,

1 (2) = (n+ 1) Pp(x) + 2P (),
P 1(x) = —nPy(z) + 2P, (2),
(1—2%)P!(z) = nP,_1(z) — nzP,(x),
(1= 2®)Py(x) = (n+ DzPu(z) — (n+ 1) Py (2),

las cuales se obtienen de las relaciones deducidas anteriormente, medi-
ante manipulacién algebraica.

El uso de una u otra relacién de recurrencia dependera de la informacién
que se tiene a la mano, asi como también la simplicidad de la aplicacién
de las mismas.
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