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Curso Quimica Cuéantica de Sélidos

Informacién General

Contenido del curso

. Fundamentos 3& 1/2sem.)
. El método de Hartree-Fock 3& 1/2sem.)
. Bases de expansién

. Teoria del funcional de la densidad (DFT)
. Célculo de estructura electrénica y funciones
de respuesta

Fuente de consulta e informacion

Las sesiones de clase y las tareas estaran disponibles on-/ine al término
de cada tema en la siguiente direccién:
http://wuw.ifuap.buap.mx/~oseaman/quantum_chemsol_2021.html
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Contenido: Tema 01

1. Fundamentos
1.1 Principio variacional
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Principio variacional

Bases

El objetivo principal de la Fisica Computacional del Estado Sadlido es
resolver la ec. de Schrédinger! para un sistema de muchos electrones:

Hy = By,

la cual puede ser resuelta de manera exacta en muy pocos casos, por

tanto es deseable (al menos!!) poder aproximar la solucién del pro-
blema:

Para lograr lo anterior, es necesario atender las siguientes preguntas:
e Coémo determinar ¢ ??
¢ Qué tan precisa es la ¢ encontrada 77

e Como se pueden comparar diferentes aproximaciones de la
eigenfuncion (diferentes ¢) 77

!Independiente del tiempo
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Principio variacional

Bases

Para responder tales cuestiones, se comienza considerando un problema
de eigenvalores general:

Afn =anfn V A operador hermitico lineal.

Como A es hermitico = todos sus eigenvalores a,, son reales y se
asume que debe existir uno que sea el menor? de todos ellos, y por
tanto éstos pueden ser ordenados:

ap< a1 <ax<...<ap1=<ap < apy1 <.

El eigenvalor que nos interesa es ag, ya que uno de los principios basicos
de la teoria cudntica (no-relativista) dicta:
Un sistema buscaré el estado que corresponda al de menor-energia.?

2Cuando A corresponde al Hamiltoniano.
3Al menos a una temperatura de cero absoluto.
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Principio variacional

Bases
De manera adicional, se puede exigir (por construccién) que las eigen-
funciones f,, sean ortonormales,*

<fn|fm> = 5nm-

Otro principio de la teoria cuantica que se utiliza es la expresién para
calcular el valor esperado de un observable para un sistema en un estado
dado,

(falAl fa) (folAlfo)  (folaolfo) _ a0 {folfo)

" si fo=fo = = = = ayp.
(fulfa) " (folfo) (folfo) (folfo)

Por tanto, no se necesita conocer f, o a, para construir la aprox.

propuesta ¢, lo Gnico que se requiere es:

e Saber de la existencia de la solucién,

e Las eigenfunciones f,, deben formar un set completo.

“Sin pérdida de generalidad.
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Principio variacional

Formalismo
Ahora, la pregunta es qué ocurre con el valor esperado ag para fy,
cuando se reemplaza la eigenfuncién por una funcién aproximada,

Jo= ¢.

Debido a que existe la libertad de seleccionar ¢, se puede escoger de
tal manera que las integrales en el calculo del valor esperado sean
realizables,

(¢ A|¢)

(dlo)

Sin embargo, para conocer qué seleccion de la funcién arbitraria ¢ tiene
un mejor desempefio,® se puede usar la propiedad de completes de las
eigenfunciones f,,, de tal manera que cualquier ¢ se exprese como:

¢ = chfn-

®Después se vera que significa "mejor".
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Principio variacional

Formalismo
Utilizando la exp. anterior para ¢, se calcula el valor esperado:
(BA10) _ (S enofon | Al ns ) _ (X Cm s [ Soy s A
<¢|¢> - <Zn1 Cmfm |Zn2 anfn2> B <Zn1 Cny fn1 |Zn2 anfn2> ’
. <Zn1 Cny Sy |Zn2 anangfn2> . annz <Cn1fn1|cn2an2fn2>
B <Zn1 Cmfm‘zm Cngfn2> B me <Cn1fn1‘cn2fn2> ’
. D nins CnyCna@ny (fri| fns) . > nine Cny Cnalnadning g
B anng Cpy1 Cna (1| frz) B annz szlcnz&nnz ’
B > n CnCnln . don |Cn|2an
B >n Chln B Snlenl?
SalenlPao a0 X, lenl®

= = ag.
= 2 2
Zn |CTL| Zn |Cn|
Es decir, no importa que tan aprox. sea ¢ a fp, su valor esperado sera
siempre mayor (o a lo mas igual) al eigenvalor menor ag.

®Utilizando la ortonormalidad de las funciones f,,.
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Principio variacional

Variacién
En el caso general, se busca una solucion aproximada al menor eigen-
valor y a su correspondiente eigenfuncién para la siguiente ecuacion,

Afo=aofo ¥ fo= fo(x),

.. la funcién de prueba también dependerd de x, pero ademdas puede
depender de parametros que ayuden a ajustar ¢:

¢ = ¢(p1,p2,-..,PN,;X) ¥V Np =num. mix. de pardmetros,

por tanto, el valor esperado se vuelve una funcién de dichos parame-
tros,

W = a(p1,p2,--- 7pr)

donde estos parametros deben ser determinados de tal manera que
minimizen 4, es decir:
aé(p17p27"'7pr> aa(plaPQw--,pr)

=...= =0.
op1 Ipn,
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Principio variacional
Ejemplo: El 4tomo de hidrégeno
El Hamiltoniano para el electrén de un atomo de hidrégeno es,
2
- _in _ et 1y
2m dreg v’

Usando ahora unidades atémicas para definir el problema,
h=m=|e| =4mey = 1,

donde ademis la energia se expresa en Hartrees (1 Ha = 27.21 eV) y
las longitudes en bohr (1 bohr = 0.5292 A) = el Hamiltoniano es:

A 1 1
H= —§v2 -
Del problema de eigenvalores, se tiene como solucién al estado base:
Hiyp = enthy = €= 1 & Py = L6_7’.
2 VT

"El niicleo se considera ubicado en el origen.
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Principio variacional

Ejemplo: el atomo de hidrégeno

Aplicando el método variacional

para la siguiente funcién de
prueba,
20\ %4 a2
=|— e .
o= (%)

donde primero se calcula el valor
esperado de ¢,

(A
Blo) ="y

= (¢lH|9),
= (427"~ 3le)-

ya que ¢ estd normalizada.
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Para la energia cinética (primera
integral) se tiene:

(o4 =4 forn
3

= —Q.

2

Para el término de la energia po-

tencial,
0) == [ o g,

G
RS (2?0[)1/2'




Principio variacional
Ejemplo: El 4tomo de hidrégeno
Por tanto, para el valor esperado:

B(@) = (4] -57* - 1[6).

3 200\ 1/2
—2a—2(2) .
2" (w)

E(a)
-0.25

Ahora, calculando la condicién de
extremal:

0 - 8
—F =0 = = — =~ 0.283.
Oo (a) @ 91

Finalmente, con el valor anterior,
se calcula la aprox. a la energia y
la eigenfuncién del estado base:

E(a =8/97) ~ —0.424,
4 >
— — > —(8/9m)r
¢(a=8/9) - ,

los cuales no difieren mucho de los
valores exactos:

1
0=-05 o=—c.
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Principio variacional

Ejemplo: El 4tomo de hidrégeno

Variacién de la eigenfuncién y de la densidad electrénica radial®

como funcién del pardmetro a.°
oo —
S T8 & VN | F N R 7T i T L T T
- N oa=l1 -
/ \a
1< (] \ 4
!
- | /\} -
,L\Nos
5 / / \\\ 4
= 8 /
Ea %g— Iy / \;\ 7]
AN
2 e o Vi los ]
. 1y \ \ a=01 |
ly/ 7 VAN T T~
-1y AT\ J J
/ // \i \
=) > NN S
= T T T Sl U s e B T R Y
0 1 2 3
r r

8La densidad electrénica viene dada por p = |¢|°.
9La linea continua representa la solucién exacta.
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Principio variacional

Variacién lineal y multiplicadores de Lagrange

Como se menciond anteriormente, incluir mas pardmetros a la funcién
de pruebla complica enormemente la solucién de las ecuaciones de mi-

nimizacién de E(py,pa, . .. ,pr)lo
Para evitar ese problema, se considera que la minimizacién del valor
esperado:
(¢|A]o)
(gl¢)
se realiza variando los coeficientes de unas funciones base fijas,
NP
$(x) = Y cixi(x),
i=1

por tanto, la variacién tiene lugar variando los coeficientes {¢;}, pero
manteniendo fijas las N, funciones base {x;}.

0] as derivadas parciales de E respecto a los pardmetros.
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Principio variacional

Variacién lineal y multiplicadores de Lagrange

Por tanto, el set de ecuaciones a resolver se puede expresar como,

0 (¢|Alg)

dcy, (l¢)

8*<¢pﬂ¢> YV k=1,2,...,N; donde: (¢|p) = 1.
oc;,

7

(0]

Las expresiones anteriores se pueden combinar en una sola mediante la
introduccién de un pardmetro A:

K = (¢|A|¢) — A[(#|¢) —1] V A= mult. de Lagrange,

Con lo cual, ahora las ecuaciones a resolver se expresan de la sig.

manera:
0K 0K

ac,’;_ﬁ_
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Principio variacional
Variacién lineal y multiplicadores de Lagrange
Analizando para el caso de una expansién en una base fija:

o V o= ZCsz

lc

%:chj> —A (<;szz %:Cij> - 1)] :
— aiz <Z CiXi chxj> =D <Zz: CiXi %:chj>] ,

= 23 cie [ xldlg) — A ul)]

kZJ

se tiene entonces,

oK o |
80,’; o 802 <zl: ciXi

Y

>

= ZCJ [ OenlAlg) — <xk!xj>] =0.
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Principio variacional
Variacién lineal y multiplicadores de Lagrange
El resultado anterior,

> e | Geeldlxg) = A (alxg)| =0,
J
arroja inmediatamente la sig. ecuacién de eigenvalores:
> e arlAlxg) = 2D ey (xelxng) »
J J
en donde se tienen tantas ecuaciones como funciones base cuente la
expansion de ¢, siendo que k =1,2,..., N,

Del set de ecs. anterior se puede definir la ec. secular del sistema:

A

A.c=)0 ¢,
V Ak = Oaldlxg) & Ok = (xelxg)s

obteniendo como solucién los coeficientes {c;} y A, para cada elemento
k € [1, Np].
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Principio variacional
Variacién lineal y multiplicadores de Lagrange
De las N, posibles soluciones aparece la pregunta: que solucién tomar??

En principio, se deberia de calcular la minimizacién del valor esperado
respecto a cada coeficiente del set {c;},

<¢‘A|¢> _ 27,] zCJ <X1|A|XJ> N 0 Zz] zcj <Xi|A|Xj>
<¢’¢> Z’LJ zcj <X’L‘XJ> 8ck Z’L] zcj <XZ‘X]>

Sin embargo, analizando primero el significado del multiplicador A,

> e (el Alg) = 2D e ()
7 r

V ke [l,N,].

> cies (xlAlg) = XY crej (xalxg) .
kj ik
ij CrCj <Xk‘A‘Xj>

"Multiplicando por ¢} y sumando sobre todos los posibles k.
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Principio variacional

Ejemplo: Potencial "mexican hat"

Considerando un potencial dado por:

V(z) = (a* = 1)%,

V(X)

la correspondiente  ecuacién de
Schrédinger unidimensional sera:

n? 2
 2mda?

V(z)| ¢(x) = Ep(z),

la cual no tiene solucién analitica directa, por lo que es necesario buscar
una solucién aproximada al problema.

Para ello se seleccionan algunas funciones base {x;} para las cuales
es posible calcular los elementos de matriz {(xx|H|x1) ¥ (xxlxi):

x1(z) = e~ xo(z) = e+,
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Principio variacional

Ejemplo: Potencial "mexican hat"

Usando las func. {x;} es posible aproximar la funcién del estado base:

Y(z) = d(z) = caxa1(x) + caxza (),
en donde los coeficientes {c;} son las cantidades a encontrar.
Aplicando el método de variacion lineal, se tiene:

>
= . ij Cijij

E=)\= b = cieiHyj = B ciciSkj
2kj CkCjOkj % T 2 ciesSi

kj

en donde Hy; = <Xk’ﬁ|Xj> y Skj = (Xk|X;j), y expresando la ecuacién
anterior de forma matricial:

Hy Hip| |a| _ g% S| |a
Hy1 Haa| |c2 So1 Sa2| e’
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Principio variacional

Ejemplo: Potencial "mexican hat"

Calculando las integrales de cada elemento de matriz,

Hij = (xulH|x;) =/ dxi () Hx; (),

:/ dka [ iddg“‘( 1)2] Xj(x)’u

= [ drg@n),
—00
se obtiene:
27 1/2
Hyy = Hayz = 16[ ] ,  Hip=Hy=-
1172
S11 = S22 = [2] ; S12 = 521 =

2Usando unidades atémicas: h =m = 1.
Omar De la Pefia-Seaman | IFUAP
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13 [71Y/2
16¢2 H ]

1 [ 1/2
=1




Principio variacional

Ejemplo: Potencial "mexican hat"
Sustituyendo los valores de las integrales en la ec. matricial,

i - w1

Hyy Hy| |c2 So1 Saa| |e2
27¢2  —13 cl .z | cl
l—13 2762] ' LJ = 16E ll e2| ey

27e? — 16e’E  —13—16E | |c1f _ .
—13 - 16E  27e? —16e*E| |c2|

para que la ecuacién anterior tenga solucién, su determinante debe ser

igual a cero, por tanto:

27¢2 + 13 - 27¢2 — 13
Ei=—~ """ =29 Ey=— "~ =14
YT 16(e2 - 1) 08 & B 16(e? + 1) 0

siendo que Eg < El = Eg representa el estado base del sistema.
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Principio variacional

Ejemplo: Potencial "mexican hat"

Calculando los coeficientes {c;} para el estado base E»,

27e? —16¢2E,  —13—16B; | [ef?] _
—13 - 16E,  27¢® —16¢*Es| |cP2| 7

Ey B2 _
= CL™— G~ =

Normalizando los coeficientes, se
obtiene la funcién aproximada del
estado base:

3(z) = &2 x1 () + &2 xa(x),

donde 6?2 = 62132 =1/V2.
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Contenido: Tema 01

1. Fundamentos

1.2 Teoria perturbativa
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Teoria perturbativa

El caso no-degenerado

Considerando un sistema compuesto de .
dos moléculas:
Pa
H20 (A) y CH30H (B),
$n
las cuales tienen funciones de onda ¢4 y b

¢p diferentes y que comienzan a inter-
accionar entre ellas débilmente.
Los efectos en el sistema por tal interaccién son:
e Bonding orbital: ¢, difiere muy poco de ¢p, ademas de que su
energia es ligeramente menor que la correspondiente a ¢p.
e Antibonding orbital: ¢, tendrd una energia ligeramente mayor
que ¢4 y su funcién serd muy similar a ¢ 4.
Para tales casos, se procede como sigue para obtener una solucién:
e Resolver el sistema original sin interacciones: ¢4 y ¢p.
e Incluir los efectos de la interaccién como algo que cambia a los
orbitales muy poco = ésta es incluida de manera perturbativa.
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Teoria perturbativa

El caso no—degenerado
De manera general, se puede ex-
presar al Hamiltoniano del sistema
como:
H=Hy+ AH,
con: Hy = sist. sin interaccién,

AH = inter. adicional,

asumiendo que AH < Hy, en el
sentido de:

(B|AH|$) < (¢|Holo)

en donde ¢ es el orbital que nos
interesa conocer cdmo es afectado
por la perturbacion.

Omar De la Pefia-Seaman | IFUAP

Expresando lo anterior de la sig.
manera:

H= ﬁ(] + )\ﬁl,
donde Ny = AH y |\ < 1.

Se asume que la solucién para el
caso sin perturbacion es cono-
cida,

A = B2,

en donde el superindice "(0)" in-
dica que se trata del caso no-
perturbado (A = 0).
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Teoria perturbativa

El caso no—degenerado
Se asume, adicionalmente, que
las eigenfunciones forman un set
completo y ortonormal,

(6O = 5.

Debido a que estamos interesa-
dos solamente en el orbital ¢,(€O)
y cdmo éste y su energia E,go) son
afectados por la perturbacion, en-
tonces, basta centrarse en la fun-
cién que satisface la siguiente ec.
de eigenvalores,

Hyyp¥ = EOp©),

Omar De la Pefia-Seaman | IFUAP
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donde para el caso no-
degenerado:

EQ£E" v ik

Obteniendo la sol. de la ec. in-
cluyendo la perturbacién,

Hyy, = (Ho + MH1 )b = Extby,

es necesario expandir v en fun-
cién del set completo {1#1(0)},

¢k = ZZ Ci¢§0)7

en donde los coeficientes {¢;} son
desconocidos.




Teoria perturbativa

El caso no—degenerado
El objetivo es poder expresar las cantidades desconocidas (Ey y {¢})
como series en \:13

By =EY + BV + EP 1
¢ = c,(;o) + )\cl(-l) + )\262(2) +...

siendo que para A = 0 el sistema debe reproducir al caso no-perturbado,
por lo cual se debe cumplir:

0 0
By =B & =9},
por tanto, de la expansién de i se tiene,

P = Zciwgo) = Z {CZ(»O) + )\cgl) + /\2052) 4. %(0)7

7 7

si A=0 = Y= 1#,(;)) = cho)zpi(o) = CZ(-O) = dik-

(2

¥Donde |\ <« 1.
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Teoria perturbativa

El caso no—degenerado
Sustituyendo las expresiones en series de A\ para E, y ¥y, en la ecuacién
de eigenvalores,

H=(Hy+ Aﬁl)d’k = Extg,
(Ho + M) Z et = [BY 4 2B + XED + ] Y epl?
pero se sabe que:
= cgo) + )\cl(l) + A2cz(»2) +

entonces, sustituyendo se tiene:

(o + ) Y [e® 4 2D 4 326 4. ] 4® =1

- 7
= [B + 2B + 2ED + 5 [ + e + 02 )0,
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Teoria perturbativa

El caso no—degenerado
Debido a que Hy y H, son operadores lineales entonces, el lado izq.
de la ecuacién anterior se puede expresar como,

(Ho + M) Z [+ acV + A2c§2) +. ]l =

—HOZ[ P ad a2 4|9

ALY [ ol + 2 ],

= Z [ + AV + X2 4] Aoy
+/\le[ +act) + 22 4]y,

:Z[(O +)\c(1)+)\2 @4 ...]E“%

+/\le[ O 4 ac + 22 4.
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Teoria perturbativa

El caso no—degenerado

Por tanto, en la ecuacién general se puede sustituir lo anteriormente

obtenido y aplicar el estado < l(o)‘:

(Ho+ A1)~ [eﬁ‘” + )\cgl) + )\201(2) +.. } quo) =

%

(B + 2B +2BD + ] 30 [l +adY + 02?4+ ]l

o [0+ 42 4] B (4

..+/\<wl(0)

[E“” +AEW + )\2E(2) ;.. } ...
. X Z [ + )\c )\202(-2) + .. } <¢l(0)

W)+

Y [l 4 A+ 22 1] ¢g0>> -

7
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Teoria perturbativa

El caso no—degenerado

aplicando las condiciones de ortonormalidad <1/1l(0) w§0)> a la ecuacién

anterior,
3o+ w2 ] B () 4
P )

{E](CO) " )‘El(cl) T /\QE,EZ) 4. ] Z [CZ(O) + )\cl(l) + )\2(:,(2) o ] <1/1l(0)

- [(0)+)\C(1)+)\2cl() "']El(0)+"'
A [l a2 4] (g

#)

>:

(B + 2B + 3282 + ] [d” + 2 + 2P + . ],
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Teoria perturbativa

El caso no—degenerado

De la ecuacién anterior,
[ 2 + 2%+ | B0+
+/\Z[ + et + 22 4] (g V) =

B0+ AED 25D + ][0 ) % 1],

se observa que ambos lados corresponden a una expansion de Taylor
en )\ .. s6lo se podrad cumplir la identidad si los coeficientes de cada
potencia son idénticos, por tanto lo anterior se puede expresar como:

a®Ar =pM )y o) = (),

en donde a(™ y b(™ dependeran de las cantidades de la ecuacién an-
terior.
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Teoria perturbativa
El caso no—degenerado: expansién a primer orden
Para el caso con potencias 7 = 0'# se tiene:

QOO OpO L g0 _ 50,
Ahora, para n = 115

B 5 39 (40,

) = dVED + O )

Debido a que el sistema es un caso no—degenerado, entonces con-
siderando primero cuando | = k:

ED + 3 (50|

o) = O LD,

- (o

W®)=E® v IS

(2

1 Elementos independientes de ).
1Elementos lineales en .
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Teoria perturbativa

El caso no—degenerado: expansién a primer orden
De la condicién anterior se obtiene la expansion de la energia a
primer orden en la perturbacién,

By~ B + AEY,
~ B 2 (y0|m|u®),
~ E;(go) + <¢I(€0)‘Aﬁ’¢](€0)>‘16
Analizando ahora el caso cuando [ # £k,
OB + Sl () = 50 + R,

CZ(I)EZ(O) + <¢l(0)‘f{1‘¢l£;0)> _ Cl(l)El(c0)7 17

(),

=

A\, = AH.
"Recordando
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Teoria perturbativa

El caso no—degenerado: expansién a primer orden

En la expresién anterior aun falta por determinar la forma de (*2 ) para

poder obtener la expresion completa de la expansién de la eigenfuncién
1, para ello se aplica la ortogonalidad hasta primer orden,

<¢k|¢k>%<z (el 4+ 2D w3 (A + At >¢<o>
%ZZ( +)\cl) (4”42 J ) (O,
“E () () ¥ () =
(1) (o) + O
<) (1),

para que se cumpla (¢ |1r) = 1 se debe tener por tanto que ¢

Omar De la Pefia-Seaman | IFUAP
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Teoria perturbativa

El caso no—degenerado: expansién a primer orden
Con el resultado anterior ya se tiene una expresién completa a primer
orden de la eigenfuncion,

Yk = Z ey Z CREPERIETR

~ CI(C)JF)‘% (0) 0)_|_>\Cl %(0)’
A
ka +Z)‘ 7/1(0) 18
1#£k
0
+ZA<¢ O‘HIM >¢O

i#£k k E(O)

o oy L)
i#k k Ei

7

9 vV Ay = AH.

0 1
®Donde: CE ) =6y c;) =0.
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Teoria perturbativa
El caso no—degenerado: expansién a segundo orden
Para el caso cuando la expansién es a segundo orden (n = 2) se tiene

para la energia y la eigenfuncién:
2
)
Energia: EW = ‘<
g % E,S)) _ O
Eigenfuncién: ¢ = cﬂp (c (0) + /\c ) 4 A2 (2)) Qp(O)

tonde: o _ 5~ S ) )
l Z ) )

. (Em) EO <<
RTINS
()

@ _ 1 | (0| >‘2

)

Y

27 (50 50
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Teoria perturbativa

Ejemplo: Perturbacién a primer orden

Considerando una particula en movimiento de masa m en un potencial
unidimensional,

0 0<zx<a,
V(:B)Z{

oo everywhere else,
donde la ecuacién de Schrodinger estard dada por:

h? d?
[‘zmmz

+ V(l‘)] 1/)n($) = ﬁ¢n(w) = End)n(w)a

cuya solucién no—perturbada es:

2.2
Yn(z) = \/§Sen (mm) ;  €n = nn n® vV neZr.
a a 2ma?

Fisica Atémica y Molecular — Doctorado (Fisica)
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Teoria perturbativa

Ejemplo: Perturbacién a primer orden
Ahora, a la parte del potencial se le afiade una pequeiia perturbacion
AV (x), por tanto, analizando a primer orden el cambio de la energia
del [-ésimo orbital:

= (Y|AV|Yy) = / dz AV (z)Sen? <l:c)

a

mientras que para la [-ésima eigenfuncion,

il A i|A
D () = > (il V|T/1l>¢ 2ma Z ¢| V|¢z>
i

Pi().

€ — € = h2p <

Las expresiones anteriores pueden ser evaluadas teniendo en cuenta lo
siguiente:

* Se debe conocer explicitamente AV (x),

. 1 . -
e Las sumatorias en 1/}1( )(a:) se deben truncar a cierto nimero de
términos.
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Teoria perturbativa

El caso degenerado

Energy
|
|
|
|

Un ejemplo de degeneracién es el caso de metales de transicion, ya que

éstos poseen 5 orbitales 3d1°:
e Los cuales son energéticamente degenerados cuando el dtomo

esta aislado.
e Se rompe parcialmente la degeneracién al ubicar el 4tomo en un

cristal de simetria clbica.
Por tanto, la degeneracion puede ser levantada creando un splitting

muy leve en los niveles energéticos, debido a una perturbacion.

¥Obviando el espin.
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Teoria perturbativa

El caso degenerado

Analizando los resultados para el caso no—degenerado,

: RN O
Ek:E]go)Jr < I(CO)‘AHWISO)>+Z‘< E((‘J)_L(IS) >‘ |20
#k k

Hu”) o

70

e +Z< ol

(0)
7 B - B
se observa que no serian aplicables a orbitales de interés que sean
degenerados, esto es debido a que para una pequena perturbacién
se generarian cambios muy grandes en E} y ¢, lo cual violaria los
principios de la teoria perturbativa.

La solucién es formar combinaciones lineales con los orbitales de-
generados, de tal manera que los cambios inducidos por la pertur-

bacién sean pequeiios para los nuevos orbitales.

2Hasta segundo orden en la perturbacién para la energfa.
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Teoria perturbativa

El caso degenerado

Considerando dos configuraciones distintas para un mismo sistema,

e Tres estados ortonormales de-
generados: p;, py, Dz,

e Se aplica una perturbacién:
AH = (cte) 22,

e = la perturbacién destruira
la degeneracién, teniendo un
efecto pequeio en p, y nulo
€N Pz Y Py-

*. en esta descripcién, si es posible

utlizar la teoria perturbativa con

ligeras modificaciones !

Omar De la Pefia-Seaman | IFUAP

Fisica Atémica y Molecular — Doctorado (Fisica)

e Tres estados ortonormales de-

generados: p; = (1,1,1),
p2 = (-1,1,0), p3 =
(—-1,-1,2),

e Se aplica una perturbacién:
AH = (cte) 22

e = |a perturbaciéon afectara

levemente las energias de los
tres estados, lo cual tendrd un
cambio muy grande en los or-
bitales !!

en esta descripcion de los or-
bltales no es posible utilizar la
teoria perturbativa como tal.




Teoria perturbativa

El caso degenerado

Por tanto, el objetivo es encontrar la combinacion lineal adecuada
que nos arroje el comportamiento esperado por la perturbacién para
tales orbitales degenerados.

Para ello, se asume la existencia de un sub-set de orbitales degenera-
dos en el sistema, que satisfacen la ecuacién de Schrédinger en el caso
no—perturbado,

A (0 0) , (0
Aoy = EPw,
ahora, especificamente para los orbitales degenerados, se construyen

nuevas combinaciones lineales,

3O =S Va® v B = g0 2

J

7. . s .
2ALa Z indica que es sélo para orbitales degenerados.
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Teoria perturbativa

El caso degenerado

La construccién anterior debe cumplir que para una perturbacién nula
(A = 0) se debe recuperar las eigenfunciones no—perturbadas,

_ (0) (1) 2 .(2) (0)

%Z)k—Z(Cj —{—)\Cj + A ¢; —l—...>1/1j ,

J
= =Y "l v A=,
J

pero se propone: z/;,io) = Z,ajw](.o),

J

= aj:(:ij) vV j tal que E](‘O): ISO)'
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Teoria perturbativa

El caso degenerado
Ahora, por otro lado, la ecuacién general de eigenvalores se mantiene
para casos degenerados,

[(0)+)\c(1)+>\20(2) } EZ(O)JF‘_'
+AZ[ + et + 22 1] () )=

[0 4 AED + 25D 1] [d 474 4],
por tanto, analizando para n =1,

(I)E(O +Z (0 <,(7Z)l

donde la d|ferenC|a respecto al caso no—degenerado, radica en que
(:7(0) = (0 para el sub-set degenerado:

1 0 ! (0 0 1 0 0 1
VB + Y0 (y] O — OV EO + (O E2

25 5

Omar De la Pefia-Seaman | IFUAP
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Teoria perturbativa
El caso degenerado
En la ecuacién anterior,

/
Cl(l)El(O) + Z 07(;0) <¢l(())

A

H,y

) = dVED + O )

donde se designa a 1/)1(0) como un orbital del sub-set de eigenfunciones
degeneradas,

EO 5O - Z,CEO) <¢§°)) i

o) = OB,

expresando la ec. anterior en formato matricial,
H; - ¢ = ENc©,

en donde el tamafiio de la matriz H; sera igual al nimero de funciones

degeneradas, mientras que E,g ) definira la correccién a primer orden
en la energia:

B =EY 4+ BV + ...
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Teoria perturbativa

El caso degenerado

Los coeficientes ¢(?) correspondientes definiran la combinacién lineal
de las eigenfunciones originales, de tal manera que la perturbacién

7,(0)

inducird cambios muy pequeifios en la eigenfuncién v, ",
. w(O) Z 0(0)1/1

Para el calculo de las correcciones a los orbitales, a cualquier orden,
basta con utilizar:

° 15,20) para el sub-set de orbitales degenerados,
° 1/;50) para el sub-set de orbitales no—degenerados,

y con ello proceder en la misma manera que en el caso no—degenerado.
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Teoria perturbativa
Ejemplo: Andlisis de un caso degenerado
Considerando un dtomo de H bajo las siguientes condiciones:

e Esta en presencia de un campo electrostatico externo aplicado a lo
largo del eje z: = AH = (cte) z.

e Los orbitales de interés son del nivel n = 2: 2s, 2p,, 2p,, y 2p,.2

por tanto, la expresion matricial H; queda expresada como,

(2s|AH|2s)  (2s|AH|2p.)  (2s|AH|2p,)  (2s|AH|2p.)
(2p.|AH|25)  (2p2|AH|2p:)  (2p2|AH|2p,)  (2p:|AH|2p2)
(2py|AH[2s)  (2py|AH|2ps)  (2py|AH[2py)  (2py|AH|2p:)
(2p:|AH|2s)  (2p:|AH|2p:) (2p:|AH[2py) (2p-|AH|2p:)

H, =

la cual se reduce a lo siguiente,

0 0 0 (2s|AH|2p.)
0 0 0 0
H = 0 00 0 ’
(2p,|AH|2s) 0 O 0
Bos cuales son todos degenerados: E = —ma?/(2h*n?).
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Teoria perturbativa
Ejemplo: Andlisis de un caso degenerado
Resolviendo la ecuacién de eigenvalores para Hy,

H, - c© = E,il)c(o) = (H1 - E(l) ) ¢ =,

sustituyendo H1, se tiene:

~EV 0 0 (2s|AH|2p.)] [
0 ~EM 0 0 N
0 o -g 0 P
2p.|AH2s) 0 0 ~gV 0
para que tenga solucién el determinante se debe anular:
~gY 0 0 (2s|AH|2p.)
0 ~EM 0 0 £
0 o -gY 0 '
2p.|AH2s) 0 0 ~EY
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Teoria perturbativa

Ejemplo: Andlisis de un caso degenerado

Resolviendo el determinante anterior,

I 0 0 (2s|AH2p.)
0 ~EM 0 0
(1) =0,
0 0 —E! 0
2p.|AH]2s) 0 0 ~EV

se obtiene la siguiente ecuacioén,
(B2 [(B)? - (2p:|afT[25)"] = 0,2

. . 1
dando como resultado las raices para los valores de energia E,g ),

(B0 =~ (B2 = | @plaf2s)], (EP) = (BP)a=o0.

2 (2p,|AH|2s) = (2s|AH|2p.)" debido a que AH es hermitico.
Omar De la Pefia-Seaman | IFUAP
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Teoria perturbativa
Ejemplo: Andlisis de un caso degenerado
Hallando ahora los eigenvectores de coeficientes:

(B)1 = | (2p-|AF1[25)]

—(E,il))1 0 0 (25| AH|2p.) cgﬂ)
0 _(E’(fl))1 0 0 cg))
(1) o =0
0 0 —(Ey N 0 €3
(2p:|AH|25) 0 0 ~(BM) ] L
Dm0 =m0 o D=l 15

(1)

obteniendo finalmente para (E} /)1,

- 1 1
¢§0>=Zc§°>w£°>=ﬁ|2s>+<o> 20:) + (0) 2y} + 7 12)

%

1
= |25+ 2p2) .

Normalizando el eigenvector formado por los coeficientes.
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Teoria perturbativa

Ejemplo: Andlisis de un caso degenerado

(EM), —f\ (2p.| AFT|25)
~(B)s 0 0 (2s|af]2p.)] [}
0 —(EM), 0 0 ) o
0 0 —(EWM), 0 el
(2p:|AHJ25) 0 0 ~(BM) ] L

Cgo) + 6510) =0, céo) = cg)) =0 = Cgo) = —cflo) =1/V2,

obteniendo, por tanto, para (E,(gl))%

: 1 L
3O = 3 00 = 75 125+ (0)2p=) + (0) [2py) — 75 122

i

’23 - 2pz> :

_ b
V2
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Teoria perturbativa

Ejemplo: Andlisis de un caso degenerado

()3 =0
. (0)
0 0 0 (2s|AH2p,)| |&
0 00 0 i o
0 0 0 0 el
(2p.|AH]2s) 0 0 0 O
cgo) = 0510) =0, cgo) =1, & cgﬂ) =0,

obteniendo para (E,,(gl))gv

P = Dy = |2p,) .

De manera anéloga para (E,gl))4 =0,

I = &g = [2p,)

. 0 0
26Por conveniencia se escoge Cé ).
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Teoria perturbativa
Teoria perturbativa dependiente del tiempo

La ecuacién de Schrédinger dependiente del tiempo es,

A

H(x, 1) = ih 0 1),

en donde se considera que H:
e Contiene una parte dominante independiente del tiempo,
e Asi como una pequena perturbacion que es dependiente del
tiempo,
= H=Hy+ AH(t).

Considerando que se conoce la solucién de la parte independiente del
tiempo no—perturbada,

70 0) 7(0

Hody” (x) = B4 (),

donde 121(:)) (x) forma un set completo ortonormal, y es parte de la sol.
general para la ecuacién dependiente del tiempo (sin perturbacién),

0 (x,) = 9\ (x)exp (—iEVt /R
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Teoria perturbativa

Teoria perturbativa dependiente del tiempo
Ahora, con la inclusién de la perturbacién dependiente del tiempo,
se propone la funcién de onda dependiente del tiempo como,

U(x,t) = 3 )l (x, 1),

)

sustituyendo la expresién anterior en la ec. de Schrédinger dependiente
del tiempo,

[0+ ARW] Y e, 1) = i el x, 1),

i

y usando que Hy es independiente del tiempo, asi como sustituyendo
- (0) .
la expresion de ¢, (x, ) se tiene:

ch 1- Xt hz ét Q,bgo)(x,t).
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Teoria perturbativa
Teoria perturbativa dependiente del tiempo
Mult. la expresién anterior por <1,Z)](-0) (x,t)‘27 se tiene,

5 (9" e 0| e ) ) = in 3 250 (97 6

6 (x, 1))

lo cual, utilizando las propiedades de ortonormalidad de 1/1J(-0) (x,1), a-

rroja lo siguiente, con wj; = (EJ(O) — Ei(o)> /R

U

7

dc;(t )
ot

(x)> exp (iwjit) ¢i(t) = ih

Ahora, considerando que Afl(t) =\, V )< 1, se puede expandir
¢i(t) como,

ci(t) = CEO) (t) + )\cgl)(t) + )\262(2) t)+...

2y j arbitraria y donde las integrales sélo consideran variables espaciales.
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Teoria perturbativa

Teoria perturbativa dependiente del tiempo
Sustituyendo las consideraciones anteriores en la ec. general para c;(t),
se obtiene:

Z< 00 ()| A B[ (x) ) exp (i) Z():macét(t),
= Z<~§O)(X)’>\f[l(t

@) + 2D @) + 22D )+ ] =

) 1,[31(0) (x)> exp (iwjit) x

90 1.0 (1) 2 (2)
zha{ (t) + Ac; (1) + No¢; (t)—i—...},

se observa, como antes, que se trata de dos series de Taylor en A,
entonces, para que tenga solucién se debe cumplir:

aMyn = pmn . 40) — p(n)
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Teoria perturbativa
Teoria perturbativa dependiente del tiempo
Analizando para el caso no—perturbado, n = 0:

de (0)
at = cgo) = cte.,

de manera general, para n > 0 se tiene:

0=1h

S (30 [F |51 )y e ) 1) = in 2T,

i
Considerando el caso particular cuando el sistema se encuentra en un
estado fijo hasta que a t = ¢y se activa la perturbacién (en el estado
0
Gty =8k ¥ t<ty = )=

por tanto, la ecuacién anterior para n = 1 es,

L1 g (0] a3 e
m/to dt <w] ‘Hl)wk >eXp(ijkt) =c; (t)
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Contenido: Tema 01

1. Fundamentos

1.3 Ecuacién de Schrodinger
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Ecuacién de Schrodinger

Interacciones fundamentales
La ec. de Schrodinger independiente del tiempo viene dada como,

Hy = By,

la cual es posible resolver?® mediante el método variacional, sin em-
bargo, la solucién dependerd de que H sea conocido.

Por tanto, para construir el Hamiltoniano lfI se toman las siguientes

consideraciones:

1. Se permanece en el limite no—relativista.

2. Se toma en cuenta el espin: los estados pueden ser ocupados por
dos particulas: una con espin « y otra con f3.

3. Se permite la polarizacion de espin: la dependencia espacial de
orbitales de diferente espin pueden ser diferentes.

4. Se emplea la representacién de espacio real para la descripcion de

las ecuaciones.
BDe manera aproximada, al menos.
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Ecuacién de Schrodinger

Construccién del Hamiltoniano: Energia cinética

En el sistema se consideran dos tipos de particulas,

Nucleos Electrones

e Se tienen M nicleos. e Se tienen NV electrones.

e Cada uno ubicado en la posi- e La posicion de la i-ésima
cion Ry. particula esta dada por r;.

e Con carga de Zie y masa M. e Todos los electrones tienen la

e Con momento Py. misma carga de —e y masa m..

e Energia cinética de P?/2Mj,. * Con momento p;.

e Energia cinética de p?/2m..

Con las descripciones anteriores, la energia cinética total del sistema
viene dada como,

M P2 N p2
Ekin = Ekin,n + Ekime = Z ﬁ 2,”;
e

k=1
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Ecuacién de Schrodinger

Construccién del Hamiltoniano: Energia potencial
La energia potencial para este sistema es simplemente la energia elec-
trostatica debida a interacciones entre las cargas (nticleos y electrones),

Epot = Epot,n—n + Epot,e—e + Epot,n—ea
M 2
1 1 Zy Zp,e
k1% ko +

N

1

I 1 _
2]@;: 4mep |Ri; — Ry, | 2 Z

—ZZ

Por tanto, Ia energia total del sistema es:
Etot = Elcm + Epot;

IS ol A o A % L ZZye
— 2 M, <

47‘1’60 |Rk —I'|
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Ecuacién de Schrodinger

Construccién del Hamiltoniano
Intercambiando en la ec. anterior las expresiones del momento por sus

29 se obtiene el Hamiltoniano en el espacio real,

operadores,
M 2 N 2 M 2
P, p; 1 1 Zk Zk (&
E,, = k ) - 14K
tot Z: QMk + Z 2me + 2 ks Zi 471'6() ’Rk — Rk ’
= = £ko= 1 2
oy S 3 gt
2 i dreg ]r“ rm] Pt 47r60 ]Rk —r;|’
M N M
o 2My P 2me. 2 kl;ék: o 471'60 IRk, — Ry, |
R D M
_l’_ —
2 4~ Areg |y, — iy = 471'60 |Rk — 1|

H= Hk,n + Hk,e + Hpot,n—n + Hpot,e—e + Hpot,n—e-

Pp — WV /i.
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Contenido: Tema 01

1. Fundamentos

1.4 Aproximacion de Born-Oppenheimer
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Aproximacion de Born-Oppenheimer
Fundamentos
La solucién 1 de la ecuacién de Schrédinger,

Hy = EY,
dependeré del espin y coordenadas de todos los electrones:
(r1,01;12,09;...5rN,0N) = (X1,X2,...,XN) = X,
asi como del espin y coordenadas de todos los nticleos:
(R1,21;Re, Y05 . Ry, X)) = (X1, X, .., Xy ) =X,
por tanto, la funcién de onda vendrd dada como,
¥ =X, x),

con lo que la ecuacién de Schrodinger quedaré expresada de la siguiente
manera,

(Hkn+er+Hpotn n+Hpote e"‘Hpotn e) w( ) E¢(X X)

Omar De la Pefia-Seaman | IFUAP Fisica Atémica y Molecular — Doctorado (Fisica)



Aproximacion de Born-Oppenheimer

Fundamentos

De la expresién anterior para la ecuacién de Schrodinger, se pueden
agrupar los términos de la siguiente manera,

(ﬁk,n + I:Ik:,e + I;rpot,n—n + I;rpot,e—e + ﬁpot,n—e) ’lﬁ(X, X)
(Bt + Hpotynn) + (Hie + Hpotee + Hpotn—e) | 9(X,x) = B(X,

|

S|
=
le
b

e La 1% parte depende exclusivamente de las coord. de los niicleos.

e La 2% parte depende, ademas, de las coord. de los electrones.

Aproximacion de Born-Oppenheimer

Los electrones se mueven mucho mas rapido que los ncleos, de tal
manera que para un set dado de posiciones de los ntcleos, los electrones

ajustan sus posiciones a este set antes de que los
nicleos se muevan y adopten otra configuracion.
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Aproximacion de Born-Oppenheimer

Discusién clasica
Utilizando el principio de incertidumbre para los electrones (m,x,v)

y los niicleos (M, X, V),
AzAp = AzA(mv) = mAzAv > h,
AXAP = AXAMV) = MAXAV > L,

considerando ahora que los principios son aprox. la unidad A,

MAXAV _  AXAV _m

mAzAv ~ 7 AzAv M’
[V T
o m M O AzAv M '

Por otro lado, de fisica estadistica, se sabe que:

- == - == 7]{:
<2MV > <2mv 5 BT,

30Aunque es un resultados clasico y las particulas son cuanticas, puede dar una

idea del orden de las cantidades.
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Aproximacion de Born-Oppenheimer
Discusién clasica

Del resultado anterior se puede aprox. AV = <V2>1/2 y Av = <v2>1/2:

2
de: <1MV2> = <1m112> _ ke - MEAV 1,

2 2 T2 m (Av)?
o AV ()
portanto: “Av T\ '

Ademas, del resultado previamente obtenido,

AXAV M 1 o 552 <m>1/2 <1
AzAv ~ M Az \M

Por tanto, se puede concluir que:
¢ Los nicleos se mueven mucho mas lento que los electrones.

e Ademas estan mucho mas localizados en el espacio.
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Aproximacion de Born-Oppenheimer
Aplicacién de la aproximacion
Para aplicar la aprox. de Born-Oppenheimer, se considera a la funcién
(X, x) como el producto de dos funciones,
1. ¥ (X): Funcién que depende sélo de las coordenadas de los ni-
cleos.
2. 9(X;x): Funcién que depende directamente de las coord. de los
electrones y paramétricamente de las coord. de los niicleos.
Por tanto, se tiene:

7/}(Xa X) = wn(X)we(X; X)7

lo cual es sustituido en la ec. de Schrodinger,
[(Bn + Hpotyn-n) + (e + Hpote—e + Hpotn—e ) | u(X)te(X; %),
= (B + Hpot,nn) Yn(X)ee(X5%) + ..

oot (Bie + Hpote—e + Bpotn—e) a(X)the(X; %),
= Epn(X)the(X;%).
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Aproximacion de Born-Oppenheimer
Aplicacién de la aproximacion

De la ec. anterior, se obtiene:

(Flkn + Hpotnn ) a(X)te (X3 %) +
+ (e + Hpote—e + Hpotn—e) ¥n(X)toe (X; %),
~ e(X3 %) (Hin + Hpotsnn) n(X) +
A Un(X) (Hre + Hpote—e + Hpotn-c ) $e(X3 %),
= Etpn(X)1he(X; %),
en donde se ha considerado que,

h2
~o, —— VR, ¥e(X;x) es pequeiio 3!

31Lo cual es plausible debido a que los niicleos se mueven mucho mas lento que
los electrones.
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Aproximacion de Born-Oppenheimer
Aplicacién de la aproximacion

Dividiendo la ec. anterior a ambos lados por ¢, (X)) (X; x),
$e(X%) (Hin + Hpotnn ) a(X) + ...

oo Un(X) (He + Bt e—e + Hporn—c ) e(X3%) = Bthp (X)the(X; %),
(B + oot 0u(X) (A + Broteme + Hpotme) ve(Xi)

=F
¥Yn(X) Ye(X;x)
<f{k,e + E[pot,e—e + ﬁpot,n—e) we(X; X) B B (ﬁk,n + -Hpot,n—n) wn(X)
Pe(X;x) B P (X)

el lado derecho no depende de x (coord. de electrones), pero puede
depender de las coord. nucleares .°. la ec. anterior se expresa como:

f{k,e + I:I ot,e—e T I:I ot,n—e ¢6(X§ X)

< £ < ) = Ee(X)v
Ye(X;%)

= <f{k,e + E[pot,e—e + ﬁpot,n—e) we(X; X) = Ee(X)¢6(X; X)~
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Aproximacion de Born-Oppenheimer
Aplicacién de la aproximacion

Sustituyendo las expresiones de los operadores en la ec. anterior,

<ﬁk,e + ﬁpot,e—e + ﬁpot,n—e) we(XQ X) = Ee(X)we(X§ X),

la dependencia de 1. en las coord. nucleares es sélo a través de la inte-
raccién electrostatica entre los electrones y los nicleos .-, los niicleos
generan un potencial externo en el cual se mueven los electrones,

M 2

Z 1 Ze
V = = —_———
(I‘) =1 471'6() |Rk — I"
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Aproximacion de Born-Oppenheimer
Aplicacién de la aproximacion

Finalmente, la energia total queda expresada como,

(ﬁk,n + ﬁp,n,n) U (X)

E= Q,b (X) +E6(X)7
n
Hypnthn(X N
- b pizb TE?(TL)( ) + EB(X)732 ~ Hp,n—n + EE(X)v
n
M 2
1 1 Zp, Zye
E~ = L= + E.(X).
2 2 | 4meo |Rg, — Ry, | o(X)

1 ko=

Los resultados obtenidos son debido a la aproximaciéon de Born-
Oppenheimer, la cual permite tratar a los nicleos como. particulas
clasicas, cuyos (nicos efectos son:

e Contribucion electrostatica entre los nicleos a la energia total.

e Campo electrostatico en el cual los electrones se mueven.

32Se desprecia la contribucién de la energia cinética de los nicleos.
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Contenido: Tema 01

1. Fundamentos

1.5 Sistema de unidades atémicas
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Sistema de unidades atémicas
Unidades atémicas
La ecuacién de Schrédinger a resolver,

N 2 N 2
h 1 1 e
S VE s Y —
= 2m, 2 vl Admey g, — Ty

o2
- ZZ 4mo ‘Rk | Yo%) = BeX)we(X, ),
se puede simpliflcar si se utiliza el sistema de unidades atémicas de
Hartree, donde:
h=1, me=1; le|=1; 4meg =1,
siendo las unidades:

Energia: hartree, donde 1 hartree = 27.21 €V,
Longitud: bohr, donde 1 bohr = 0.5291772 A3

Be=1/a = 137.036 siendo c la vel. de la luz, y o la cte. de estructura fina.
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Sistema de unidades atdmicas

Unidades atémicas: Hartree

Usando el sistema de unidades atémicas de Hartree, la ecuacién de
Schrédinger queda expresada como,

N 2 N 2
h 1 1 e
- Vi+o —_ ...
izzl 2me 2 2-1%1 dmeg |ri; — 1y

k=1i=1
N N
1 1 1
> " 25% s X et
i=1 i1#i2=1 [ri, — 14, |
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Sistema de unidades atémicas
Unidades atémicas: Rydberg

Existe otro sistema de unidades atémicas, el de Rydberg, con:
hi=1; me=1/2; le|=V2; 4meg=1,
con las siguientes unidades:

Energia: Rydberg (Ryd), donde 1 Ryd =13.6 eV,
Longitud: bohr, donde 1 bohr = 0.5291772 A.

En este sistema de unidades, la ec. de Schrédinger queda como,

_ivzv Z

1175@2 1 ‘ru rz2‘
=) Z Z Ve(X,X) = Eo(X)1)e(X, ).
k=1i=1 |Rk - r’|
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Sistema de unidades atémicas
Unidades atémicas: Hartree
Usando el esquema de Hartree, se propone,

¢6(X§ X) — %(X),

es decir, se elimina la mencién explicita de X, pero se siguen tomando
en cuenta sus efectos.

Con esto la ecuacién de Schrédinger se compacta,

N N
1 1 1
ylp gl 1
i1 2 2 T |I'Z'1 e I‘i2|
(X) = Ee(X)we(X)v
PN e

en donde se observa, ademas:

_2; szk—r! Zl Z|Rk—rz\

k=11i=1 i=1
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Sistema de unidades atémicas
Unidades atémicas: Hartree
Lo anterior puede ser expresado como:

N IV N 1V2 Mo g
"2V PHNTCEE TRyl

k=11=1 =1
. N 1 2 A N M Zk
=3 [ 5 Ve + V(rz)} VV)=-) R

= Zjil iLl(I'Z').

De manera similar, para el otro término de la ecuacion,
1 N 1 1 <N R

7= = = = ho(r:. .1;

2 Zil#lﬁ:l i, 2 Zil#h:l 2(Tiys Tiy)s

_ri2|

obteniendo finalmente:
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