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3. Bases de expansién
3.1 Orbitales localizados: tipo Slater y Gaussianos
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Orbitales localizados: tipo Slater y Gaussianos

Funciones base

En el método de Hartree-Fock, se tenia lo siguiente,

ka = kakv
v wk ~ (D(¢17¢27_ "7¢N)7
=|¢1,¢2,...,6n| < det. de Slater,

en donde resolviendo las ecs. de Hartree-Fock se obtiene el set de
orbitales tipo de un electrén {¢x} y las energias de los orbitales €.

Debido a la complejidad inherente de resolver las ecuaciones de H-F

usando los orbitales de Slater, Roothaan propuso una expansién en una
base fija:

siendo que el set {x;} deberia ser seleccionado de manera adecuada 'y
razonable.
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Orbitales localizados: tip

Funciones base: Orbitales moleculares

C
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o Slater y Gaussianos

onsiderando una molécula CO, la cual con-

C (o]
bv(/
OW % tiene electrones tipo 1s, 2s, y 2p, entonces
se tiene para esta molécula:

Los dos orbitales moleculares de mas baja
energia seran principalmente de tipo 1s.

Los elec. 2s y 2p hibridizardn en or-
bitales tipo sp, siendo que la interaccién
mas fuerte se daré entre las regiones de
mayor densidad electrénica.

Anélogamente, los sp de menor interac-
cién corresponderan a la orientacién de
las regiones de menor intensidad.

En la regién intermedia se localizaran los
orbitales 7, asi como también las combi-
naciones de las orientaciones de sp.
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Orbitales localizados: tipo Slater y Gaussianos

Orbitales tipo Slater
El anélisis anterior indica que la construccién de orbitales moleculares
en término de los orbitales atomicos es una aproximacién adecuada,

X(r) = Rt (r)Yim (0, 6),

e La parte angular Y}, se representa con armoénicos esféricos.
e La parte radial se puede expresar con funciones analogas a las co-
rrespondientes de iones hidrogenoides:

(2<)n+1/2
(2n!)1/2
Las x(r) se conocen como orbitales tipo Slater:!
e Se tienen diferentes y para diferentes dtomos.
e Aln para un mismo atomo y orbital (n,[) es posible tener varias
funciones que difieran en (.
e Se deben incluir orbitales que en el &tomo aislado estén desocupa-
dos: ej. orbitales p al H.

!Las cuales estan normalizadas, pero no son ortogonales.
Omar De la Pefia-Seaman | IFUAP

X(T) = XR.¢ntm(T) = r" e Y (0, ¢).
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Orbitales localizados: tipo Slater y Gaussianos

Orbitales Gaussianos
Los orbitales tipo Slater presentan las siguientes caracteristicas:
(7) Describen muy bien la fisica de sistemas tipo un—electrén.

(ii) Sin embargo, alin las integrales menos complejas como (X |h1|xn)
son dificiles de realizar, debido principalmente al factor e=¢".

Una opcién para reducir tal complejidad, es sustituir la parte radial por
orbitales tipo Gaussianos,

o2nt+1)/4

[(2n — 1)1Y2 (2m)1/4

n+1

X(I’) = XR,oz,n,l,m(r) =2 Tnileiaﬂ}/lm(ev ¢)7

e Al tener en la exponencial un argumento 72, las integrales se pueden
resolver de manera analitica.

e Sin embargo, precisamente por esa dependecia, todas las Gaussianas
tienen pendiente cero en el sitio del niicleo, lo cual es fisicamente
incorrecto, ya que cualquier orbital diverge en esa regién.
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Orbitales localizados: tipo Slater y Gaussianos

Orbitales Gaussianos

e Para evitar ese problema, se incluyen muchas Gaussianas en un corto
rango para poder simular de manera aproximada el comportamiento
divergente en el sitio del ndcleo.

e El set de funciones Gaussianas se puede mejorar aumentandolo, es
decir, incrementando la base en funciones de polarizacidon:

orbitales p para H; orbitales d para C.

e Un set base de Gaussianas puede ser contraido: tomar ese set y
formar uno nuevo reducido mediante una combinacién lineal fija:

XR,k:,n,l,m(r) = Z ukiXR,oa7n,l,m(r)a

7

en donde los coeficientes uy; son fijos, siendo los coeficientes de las
funciones contraidas los que varian, y definidos mediante el proce-
dimiento de H-F-R.
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Orbitales localizados: tipo Slater y Gaussianos

Orbitales Gaussianos
Las Gaussianas presentan la atil propiedad de que el producto de dos
Gaussianas es también una Gaussiana,

— — 2 _ _ 2 _ _ 2
e olr=Ral®  o=Blr—Rp|” _ ., peIr—Rcl®

. . o OzRA—f—,BRB
donde: v =a+ 0, RC_iOH—B ;
203 ]3/4 0B /A RA_ R
kj = | — o ’Y'RA RB‘ .
v hap Lr(cwﬁ) ‘
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Orbitales localizados: tipo Slater y Gaussianos

Orbitales Gaussianos: bases para la molécula HF

Primitive set Contracted set E, (au.) R, (au.) He (an)
6s3p/3s 2s1p/1s —08.572844 1.8055 0.49258
1256 p/6s 2s1p/ls —99.501718 1.8028 0.51000
8s4p/4s 3s2p/2s —99.887286 1.7410 0.89971
10sd4p/4s 352p/2s —99.983425 1.7386 0.90487
9s5p/4s 352p/3s —100.018895 1.7467 0.95544
9s5p/as 3s2p/2s —100.020169 1.7475 0.96334
9s5p/Ss 3s2p/3s —100.020665 1.7376 0.96256
9s5p/4s 453 p/2s —100.022946 1.7390 0.93645
1156 p/5s 4s2p/3s —100.026364 1.7422 0.91244
9s3p/as2p 3s2p/2slp —100.034266 1.7257 0.87851
10s6p/5s 5s3p/3s —100.036872 1.7380 0.93757
10s6 p/5s S5sdp/3s —100.037008 1.7371 0.93656
9sSp/as2p 4s3p/2slp —100.040470 1.7046 0.83604
1156p/5s2p 452p/3slp —100.044050 1.7168 0.84243
10s6p/5s2p S5s4p/3slp —100.044751 1.7206 0.81251
9s5 p2d /4s2p 3s2pld/2slp —100.049112 1.7053 0.74383
9s5 p2d /4s2p 4s3pld/2slp —100.049799 1.7046 0.74154
1156 p2d /552 p 452 pld/3slp —100.057755 1.7036 0.69515
10s6 pld/5s2p 5s4pld/3slp —100.059724 1.7078 0.74436
10s6p2d/5s2p 5s3pld/3slp —100.062343 1.7027 0.74871
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Orbitales localizados: tipo Slater y Gaussianos
Aplicaciéon de orbitales locales: Método tight-binding

P Na[ls?, 257, 2p%, 35')

El método de enlace fuerte, o tight-binding, consiste en expander los
estados de un cristal en combinaciones lineales de orbitales atémicos
(LCAO) de los dtomos que lo conforman.
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Orbitales localizados: tipo Slater y Gaussianos

Aplicaciéon de orbitales locales: Método tight-binding
Considerando un cristal con un dtomo por celda unitaria, siendo ¢;(r)
un orbital local, con niimero cuéntico i y energia F; .. el mismo orbital
se puede describir en la celda n-ésima como: ¢;(r —ry,),

A

pi(r —rp)pL—Tn
° e o o o
L] L] L] L]
) %) e "o o o
r
o o

Y

Expresando el orbital mediante una
expansion en ondas de Bloch,

pi(k,T) = N > e™Trgi(r — 1),
YV ¢i(k,r + Rp) = e®Rog,(k, 1),

y realizando ahora una expansion
utilizando lo anterior como base:

Yi(r) = Zl ci(k)gi(k, 1),

lo cual se conoce como combinacion lineal de orbitales atémicos, o

método LCAO.
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Orbitales localizados: tipo Slater y Gaussianos

Aplicaciéon de orbitales locales: Método tight-binding
Teniendo una base de expansidn para los orbitales, se procede a resolver
la ecuacién del Schrodinger para el cristal:

H [py) = Ex [Yx) ,

en donde,

Yi(r) = Zci(k)¢i(k7 r) = i) =Y cik)|gik),

ik-r 1 ik-r
di(k, ) fzek "eilr—ra) = [6i(k)) = =B €N o).
Multiplicando por (¢;(k)| a la ec. de igenvalores:

(¢ (K)[H |vx) = Ex (9j(k)|vx)

siendo,
(¢ (k)[H]vk) = Z ci(k)Hji(k),
vV Hji(k ZeZk(r" rm) <<p§“‘H
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Orbitales localizados: tipo Slater y Gaussianos
Aplicaciéon de orbitales locales: Método tight-binding

En donde también se define,

(@50 = Y cik)Si(k),

i

1 .
v Silk) = o Yo et (o

n
2 > )
con lo cual sustituyendo en la ec. de eigenvalores,

(95 (k)[H]vk) = Ex (¢;(k)[¢x)
> [Hji(k) = BicSji(k)] es(k) = 0,

lo cual arroja un problema tipico de eigenvalores, en donde se deben
de determinar tanto Ey como ¢;(k).
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Orbitales localizados: tipo Slater y Gaussianos

Aplicaciéon de orbitales locales: Método tight-binding
Debido a la invariancia traslacional del sistema, entonces r,, — 0,
con lo cual se tiene >, — N, por tanto:

¢ Integrales de interaccion
1 k-(ry—
H]Z(k) _ N Zezk (I‘n I'm) <SD‘7L’H‘SOZI> ,
mn

= Hj(k) = Zeik'r" <¢?‘H 4,0?>
n

¢ Integrales de traslape

cumpliéndose, ademés, que para n = 0 <g0?‘<p?> = 0;; debido a la

ortonormalidad de la base. 15
65
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Orbitales localizados: tipo Slater y Gaussianos
Aplicaciéon de orbitales locales: Método tight-binding

Con el anélisis anterior, la ecuacién de eigenvalores se reduce:

Z [Hji(k) — ExSji(k)] ci(k) = 0,
= H]Z(k) — EkSﬂ(k) =0V Cl'(k),
despejando Ej:

S et (| H|oh )
>, etk <90?‘<P?> 7
B =) ek <s0?‘H o),
n

by =

lo cual representa la relacion de dispersion del cristal, considerando
sin pérdida de generalidad a Sj;(k) = 1.
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Orbitales localizados: tipo Slater y Gaussianos
Aplicaciéon de orbitales locales: Método tight-binding

De la expresién obtenida anteriormente,

By = Zeik.rn <<,0?‘H
n

e,

se observa que la distancia r,, representa el orden de la interaccion,?
lo cual define el tamafo del elemento de matriz.
. .7 . . .z 0 7 .
La dimension de la integral de interaccion <<pj‘H‘g0?> dependera de:
e Base de expansion: s, p, o d.
e Base cristalina: nimero de dtomos en la base.
Ejemplo: compuesto AB base A: sy p = dim{A — A} =4x4,

A-—A|A-B
H = por tanto, dim{H} =9 x 9.

base B: d = dim{B = B} =5 X 5,
B—AB—B]

2Vecinos de primer, segundo, tercer orden, y asi sucesivamente.
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Orbitales localizados: tipo Slater y Gaussianos

Aplicaciéon de orbitales locales: método tight-binding e hibridaciéon de orbitales
La estructura de bandas depende enteramente de la integral de in-
teraccién <¢?‘H‘gp?> la cual definird nuevos orbitales o hibridos,
dependientes de los orbitales originales de interaccién.

Considerando como base de expansién orbitales s y p, se tienen los
siguientes casos: s — s bonding, s — p bonding, p — p bonding.

s — s bonding e |nteraccidn de naturaleza
isotrépica.
e Al resultado de la interaccién
s — s se le conoce como hi-
s orbital s-orbr[al

bridacién sso.

e La interaccién (¢ |H|y2Z) =
(s1|H|s2) = Vsso es de natu-
raleza atractiva: Vg, < 0.

G bonding orbital
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Orbitales localizados: tipo Slater y Gaussianos

Aplicaciéon de orbitales locales: método tight-binding e hibridaciéon de orbitales
La interaccién s — p no es isotrépica, si no que depende de la di-
reccionalidad del enlace, por tanto se deben analizar las diferentes
simetrias por separado.

s — p; bonding El resultado de la inte-
l//l W 2 2 raccién s —p se le conoce
sz PX como hibridacion spo,
X
1 2
+ (wiH[¢2,) = Vipo,

siendo que Vg, > 0
X entre signos contrarios,
mientras que Vp, < 0
entre signos iguales.
Para este caso, V,, se anula, debido a que la contribucién del I6bulo
positivo de 1/131 cancela la contribucién del I6bulo negativo,
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Orbitales localizados: tipo Slater y Gaussianos

Aplicaciéon de orbitales locales: método tight-binding e hibridaciéon de orbitales

s — py bonding

?

\
X

éy

Yy f
S
wpy ,ws > . spa
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En este caso se tiene,

(wilH}ys,) = Veor
V' Vipo 7 0,
& Vo <0.

Para este ordenamiento
diferente se observa:




Orbitales localizados: tipo Slater y Gaussianos

Aplicaciéon de orbitales locales: método tight-binding e hibridaciéon de orbitales
s — p, bonding

1 2
Vs 7z l//pz z

’ 6
Para esta configuracién, al igual que en el caso s — p;, Vi se anula3
para el bonding s — p.,

(vs

X

) = (o

p§> = Vipo = B-

3as contribuciones de ambos I6bulos se cancelan por simetria.
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Orbitales localizados: tipo Slater y Gaussianos

Aplicaciéon de orbitales locales: método tight-binding e hibridaciéon de orbitales
Pz — Dz bonding En este tipo de interac-
1 2 ciones se tiene,
Yox z Yox z

o8 21 V) =V
+ +
y .y V' Vppr <0,

en donde al resultado de

la interaccién se le llama
hibridacién pp.

De la misma manera, se
l//pzl z ‘//pzz z observa una hibridacién
X ppm para el caso p, — p,,

y <1’Z)I£z H’l/}%z> = Vpr,
vV Vppr <\0.
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Orbitales localizados: tipo Slater y Gaussianos
Aplicaciéon de orbitales locales: método tight-binding e hibridaciéon de orbitales

py — py bonding

1 z 2 z
Yoy Yoy

A |
X X
é»v ?é‘v

Para la configuracién actual, se tiene:
<¢;y H‘¢§y> - <pzl;‘H‘p32/> = Vopor

generando una hibridacion ppo siendo Vj,, > 0, debido a que los
I6bulos préximos dominan la interaccion del sistema.

Finalmente, se tiene que las interacciones p; —p; V @ # j se anularan

debido a la simetria de los mismos.
Omar De la Pefia-Seaman | IFUAP
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Orbitales localizados: tipo Slater y Gaussianos
Aplicaciéon de orbitales locales: método tight-binding e hibridaciéon de orbitales
En general, de la interaccién s — p sblo habrd cuatro términos que

e o6@am

V. <0 V. >0

sso spo

VPPU

CoOO O 8
>0

pp7r<0

Debido a que las integrales de interaccion dependen de la distancia

relativa y orientacion entre orbitales, se inferiere una relacién de pro-

porcionalidad:
Viso : ‘/spo :

Omar De la Pefia-Seaman | IFUAP

: Vippr = —1.40 : 1.84 : 3.24 : —0.81.
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Orbitales localizados: tipo Slater y Gaussianos

Aplicaciéon de orbitales locales: Ejemplo de celda cuadrada

/ Se considera:
® e @ - »
e Cristal monoatémico.

& e Base de expansién tipo s.

a
@ 2 @ e Interaccién:
! (a) primeros vecinos,

(b) segundos vecinos.
e:-e o o

Las coordenadas de los vecinos son:
Primeros:  (1,0)a, (0,1)a, (—1,0)a, (0,—-1)a.
Segundos: (1,1)a, (—1,1)a, (1,-1)a, (=1,=1)a.

Y donde las integrales de interaccién son:

(ps(0)[H|ps(0)) = &s,
(ps(0)| Hlps(1)) = Visy <0 & (05(0)|H|ip5(2)) = Vi <0
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Orbitales localizados: tipo Slater y Gaussianos

Aplicaciéon de orbitales locales: Ejemplo de celda cuadrada

Con las consideraciones anteriores se obtiene la sig. est. de bandas:

Ey = es +2V.  [Cosk.a+ Coskya] + ...

L2V,
Graficando:
‘ @n/a M
X/ |z
(0,0) A (1,0)n/a

Usando: 5 = 5, VL

sso T

~-1y V2, =-1/4,

Sso
Omar De la Pefia-Seaman | IFUAP
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Orbitales localizados: tipo Slater y Gaussianos

Aplicaciéon de orbitales locales: Método tight-binding, integrales de interaccion

Las integrales de interaccion en el método tight-binding,
B =" e (| |or),
n

son obtenidas mediante un proceso de ajuste a estructuras de bandas

experimentales u obtenidas mediante otros calculos més precisos.*
INSTITUTE OF PHYSICS PUBLISHING JOURNAL OF PHYSICS: CONDENSED MATTER
J. Phys.: Condens. Matter 15 (2003) R413-R440 PII: S0953-8984(03)56655-3

TOPICAL REVIEW

The Slater—Koster tight-binding method: a
computationally efficient and accurate approach

D A Papaconstantopoulos and M J Mehl

Center for Computational Materials Science, Naval Research Laboratory, Washington, DC, USA

4Métodos full-potential all-electron tal como el DFT-LAPW.
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Orbitales localizados: tipo Slater y Gaussianos

Aplicacion de orbitales locales: método tight-binding, integrales de interaccion

TiNi
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Figure 1. Comparison of the first-principles APW band structure of B2 (CsCl structure) TiNi (solid
curves) with the band structure calculated using the SK parametrization (broken curves) of [22].

5

®D.A. Papaconstantopoulos and M.J. Mehl, J. Phys.: Condens. Matter 15,
R413 (2003).
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Contenido: Tema 03

3. Bases de expansién

3.2 Ondas planas
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Ondas planas

Funciones base no—locales

Hasta ahora se han analizado orbitales localizados:

Slater
Representan a lo méas cercano a los
verdaderas eigenfunciones del tipo
one—electron ions, siendo deter-
minados por intuiciéon quimica y
fisica.

Gaussianos
Estdn muy bien localizados, sin
embargo el potencial al que se aso-
cian es el oscilador arménico, el
cual no es representativo de la est.
electrénica de sélidos y moléculas.

Otro set de funciones que puede representar a los electrones en un

sélido es el de las ondas planas,

las cuales son completamente deslocalizadas, y por lo tanto no se les
puede asociar a un determinado dtomo en particular.

Omar De la Pefia-Seaman | IFUAP
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Ondas planas
Propiedades
Ventajas

e Debido a su naturaleza no—local, son perfectas para el estudio de
sistemas de electrones libres tal como materiales cristalinos metali-
cos.

e Las integrales de elementos de matriz son faciles de calcular (dun
las mas complejas) mediante el uso de técnicas relacionadas con la
transformada de Fourier.

e La base se puede incrementar sistematicamente de una manera
muy simple.
Desventajas

e El tamafio de la base puede crecer demasiado facilmente, lo cual
haria muy costoso el céalculo.

e Los resultados obtenidos no son sencillos de interpretar en términos
del enlace quimico.
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Ondas planas
Ecuacién de Schrodinger
Aplicando la expansién de ondas planas a las ecs. de Schrodinger, en
las cuales cada electrén se mueve en un potencial efectivo Ve sy(r),
2

. iz
Hepp(r)(r) = eii(r) ¥V Hepp(r) = —TmeVQ + Vesy(r),

en donde se exige, para el caso de un sistema sélido cristalino:
e Las funciones deben estar normalizadas.
e Cumplir con las cond. de frontera periédicas en un vol. dado €.
Expandiendo, por tanto, la funcién de onda que representa al orbital
en un set de funciones base tipo ondas planas,

r) = Z Ciqieiq.r = Z Ciq Q)

a vaQ q

siendo c;q los coeficientes de expansion de la funcién v; enla base
de ondas planas ortonormales |q),

<q‘q /dre zqrzqr_(sqq

Quimica Cudntica de Sélidos — Doctorado (Ciencia de Materiales)
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Ondas planas

Ecuacién de Schrodinger
Sustituyendo la expansién en ondas planas de la funcién de onda en la
ecuaciéon de Schrodinger,

Hepp(r)ihi(r) = eihi(r),
1 or
6ff lzczq\/» ] :fizq:ciqﬁelq ,
Zciq eff(r)la) = ZEiCiq q),
a q
= D ciq(d/[Heps(r)]|a) = eiciqr, ®
q

siendo,

(d|Hepr(r)|a) = (d la) + (a'[Vess(r)]a)-

®En donde se ha mult. por (q'| y aplicado las cond. de ortonormalidad.
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Ondas planas
Ecuacién de Schrodinger
De la expresion para las integrales,

12
([ Heps(v)|a) = (@|—5 — v2Iq + (d|Vess(n)|a) .-

se tiene para el término de la energia cinética,

h? 1 - h? ,
/ — —iq'r [ 2 iq-r
<q q> Qo dre < Qmev ) e

2me
h2 9
_ 7
‘Q| Og'q = \q! Oq'q-
Para la energia potenC|aI se tiene que V ¢f(r) es periédico y por
tanto se puede expresar como una suma de componentes de Fourier,

Vepr(e) =3 Vepp(Grn)eGmr))

donde: V.;/(G) = drV,pp(r)e G,

cell

v2

chll

“En unidades de Hartree: i = m. = 1.
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Ondas planas

Ecuacién de Schrodinger

Por tanto, se obtiene:

<q “/eff / drefzq r [Z V;Bff 'LGm-r eiq-r’

= Z‘/;fff 0q/~q,Gm>

es decir, sélo sobreviven los términos que cumplen con ' — q = G,,

Ahora, reuniendo las expresiones para los términos de energia cinética
y potencial,

> ciq (d'|Hepsla) = €iciq
q

1
= Y ¢ 5|Q!25q'q + Y Vers(Gm)dg—q,G., | = EiCig-
q m
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Ondas planas
Ecuacién de Schrodinger

De la ecuacién anterior, definiendo:
d=k+Gn, d=k+G,, V G =Gy, — Gy,

se obtiene,
1 2
Z Ciq §|(.7| 6q’q + Z Veff(Gm)(sq’fq,Gm = €iCiq’>
q m
1
= Zcim/ [2|k + Gm‘Qdmm/ —+ ‘/eff(Gm = Gm’):| = ei(k)cim(k),s

Z Hp (k)cim’ (k) =& (k)cim (k)7

en donde i denota la eigenfuncién y eigenvalor para un punto k en
particular, y la ec. representa, por tanto, la ec. de Schrodinger para

un cristal periddico.

®En donde se ha intercambiado m — m/'.
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Contenido: Tema 03

3. Bases de expansién

3.3 Funciones aumentadas
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Funciones aumentadas
El método APW: separacion del espacio
El método de ondas planas aumen- region” 7
tadas (APW) expande los eigenes-
tados de la ecuacién de Schrodinger
de particulas independientes en fun-
ciones base dependientes de la
region descrita.

e Muffin-tin: Regién centrada en los dtomos, ahi el potencial es si-
milar al del potencial del &tomo aislado, y por tanto la solucién sera
del tipo funcion localizada.

e Region intersticial: el potencial es mas suave y no cambia mucho
en funcién de la distancia, por lo que el comportamiento de los
electrones sera tipo electrén libre, siendo descritos por funciones
deslocalizadas.
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Funciones aumentadas
El método APW: Separacion del espacio

Muffin-tin Reg. intersticial
Veps(r) = Vegg(r), Verp(r) = Vo = cte.,
eigenfunc. — orb. atémicos. eigenfunc. — ondas planas.

A v’*v =N /T

VAN AL
\Viivalla
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Funciones aumentadas

El método APW: Formalismo
Se considera que cada eigenfuncién puede ser expandida en un set de

funciones base, determinadas por el vector de la red reciproca G,,,
APW
d)z k\I' Z cim(k Xk+G (r),

en donde cada Xﬁfgm (r) es representada como:

Xt e, (r) = {ei(kmm” Vop>ry
G N rscrs(k+ G)trs(e,p) ¥ p <7,

V Yrs(e, p) = i'YL(p)Uis(e, p), s — dtomo, T =p + T,
L — momento angular = L =1,m; & YL(p) = Yim,(0,9),

Y1s(€, p) — sol. de la ec. de Schrédinger radial:

[ i (—d2 + dh 1)> + Vs(p) — 6] pis(p) = 0.

21, dp? p?
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Funciones aumentadas

El método APW: funciones base
Los crs(k + Gy,) son determinados mediante la condicién de que las
funciones base sean continuas en la frontera (p = ry) .. se requiere
expresar a las ondas planas en términos de funciones esféricas,

eV = 4m > il ji(ap) Y (Q@)YL(p),

L
et Cm) 7)1 57 il ([ + Gl p)YE (K + G Y2 (),
L
L
Gkt Gin)r _ ikt Gon) T g Z itk + Gm|p)Yg(k:am)YL(ﬁ)7

L

w

por tanto, para que x*F'W sea continua en la frontera, se debe cumplir,

G Tt S ([ + Gl ) V7 (6 G V2 ()
L

= crs(k + G)i' YL (5,) s (e, 7).
Ls
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Funciones aumentadas
El método APW: funciones base
De la ecuacién anterior se obtiene la expresion para los coeficientes

CLs(k + Gm):

Vi (k + Gn)
wls (67 Ts) ’

por tanto, las funciones base se pueden expresar como:

crs(k + Goy) = A KFCm)Ts 51 (1k 4 G |rs)

¢!kt Gm)r, p> T,
AP _ ) groietGr)s 5o 1

Xk+G
[k + Gonlro) Y7 (K F Go) Vi (B) g2 p <,

en donde se tiene:

APW continua en la frontera.

e Una funcién x
e La cual no es diferenciable en esa regién.

e Sin embargo, la combinacién lineal 1; () si representa una funcién
totalmente continua y diferenciable.
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Funciones aumentadas

El método APW: elementos de matriz y ecuacién secular
Debido a la no-diferenciabilidad de la base APW, la ecuacion secular
viene expresada como:

S [/ [H = eipelm) + (|2 |m)] cam () = 0,

A

(m/|H — €;3|m) = / ; drxkia,, (r)” [H - Gi,k] Xk+Gon (T),

siendo que la discontinuidad en la derivada se incorpora mediante la
integral de superficie:

7S * 0 _ 1o}
(m'|H®|m) = /s dsxira,, (T) [WXk+Gm(P ) = 5 Xkt G (1)

. ) 9
= / dsxicra,, ()Xeta, (r) [8T|nXk+Gm(r ) — E'”XkJer(ﬁ)] :

9

en donde r~ y r* representan las regiones dentro y fuera de la esfera,
respectivamente.
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Funciones aumentadas

El método APW: elementos de matriz y ecuacién secular
Para resolver la ec. secular, se debe tener en cuenta que las funciones
base en la expansién APW no son fijas, si no que son seleccionadas
de tal manera que satisfagan las ecs. de Schrddinger dentro de cada
esfera de muffin-tin a una energia ¢; g,

<m/‘I:I . €i,k‘m> _ fmt dI'X1*<+Gm, (I') {ﬁ — Ei,k} Xk+Gm (r) P>,
p<Ts,

siendo que para la regién intersticial (p > rs) se tiene:
A > energia cinética, ®
Xk+G,,(r) — ondas planas,
donde la informaciéon e influencia atémica a la estructura de bandas
viene dada por las condiciones de frontera,

<m'|ﬁs|m>.

V — Vo = cte.
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Funciones aumentadas
El método APW: elementos de matriz y ecuacién secular
Calculando los elementos de matriz para la regién intersticial,

(m'|H — €;5|m) = (12/ dre~ It G)r [FI - €i,k} (it G
int

_ l 1 [-]
Q cell Q mt ’
en donde se tiene,
1 1 k4G, )T [ £ i(k+ G )-
J— “ .. e m/ H —_ . 1 m) T
cell Q cell dre { El’k} c ’
h2
= [2771 |k + G‘m’|2 - 6i,k‘| 5mm’a
1 (] = L[ gpeitetG)r [ﬁ . } ik Gn)x
Q mt Q mt bk §
472 | 2 ~ (G = Gorlrs)
— S k Gm 2 5 ’L(Gm—Gm/)-TS m m'['s )
0 [me' T Gmf" —e ’k] ¢ G — G|

siendo que j; representa la func. esférica de Bessel de primer orden.
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Funciones aumentadas

El método APW: elementos de matriz y ecuacién secular
Para la contribucién de la discontinuidad de la derivada en la super-

ficie, se tiene:

(m![H|m)
= [dsxicia,, ) [ 5t an () - 2hre, ()

)

A2 . .
= 7;28 (2l + 1)Pl(cosemm/)]l(|k + Gm’ ’rs)]l“k + Gm|rs)ADl7m(6k)
l

(e, p)/Op k4G ’ajz(|k + Gm|P)/3P]
P=Ts

v ADl,m(q():[ ) ik + Glp)

en donde:
e r~ yrT se refieren a la funcién dentro y fuera de la esfera.

® Xk+G,, €S evaluada en p = r,, y por tanto puede ser representada
por ondas planas o funciones esféricas.
® O.m €s el angulo entre vectores k + G,, y k + G,,,/.
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Funciones aumentadas
El método APW: elementos de matriz y ecuacién secular
Con las expresiones anteriormente expuestas, la ecuacion secular es:
h2

Z ﬁ(k + Gm’)2 — €k 6mm’ + Vrﬁrlsw(ei,ka k) sz(k) = 07

4rr? | B2
QS %|k+Gm|2_€’i,k X ...
e

V VAW, k) = —

(Gm—G, /) Ts J1(|Gm — Gy |rs) I #rs
.Xe m + (m'|H°|m),

e El operador del potencial depende de manera no-lineal en las e-
nergias, las cuales son desconocidas.
e Para atacar la parte no-lineal se procede como sigue:

1. Se resuelve la parte dentro de la esfera obteniendo €; k-

2. Con esos ¢; i se determinan en la ecuacién secular que valores de k la
satisfacen.

3. Con esos k se buscan los €; x que cumplan con la condicién de frontera
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Funciones aumentadas
El método APW: Casos limites
e La diferencia de potencial en ambas zonas es muy pequena =
ADy, = 0y por tanto el sistema tiene un comportamiento nearly-
free electron.
e Las derivadas logaritmicas divergen en ciertos valores de € = ¢,
lo que se conoce como efectos de resonancia, indicando que la
banda € esta localizada, mostrando muy poca dispersién en k.

S x log derivative

0.1 0.2 0.3
Energy
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Contenido: Tema 03

3. Bases de expansién

3.4 Funciones aumentadas y linealizadas
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Funciones aumentadas y linealizadas

Problematica de las funciones APW

El uso de funciones APW,

Xiet @, (T)
— 4G 3 [iljz(lk + G| Y7 (K G Yi(p )Zf ls(( ))
ls T's

Ls

como base para la expansién de los estados electrénicos, presenta ven-

tajas y desventajas,

e Ventajas: Es una representacién adecuada de las funciones de onda
para estados electrénicos por regiones:

1. Orbitales atémicos — esferas de muffin-tin centradas en sitios atémi-
cos.
2. Ondas planas — regién intersticial.

e Desventajas: Las condiciones de continuidad en la frontera crean
ecs. no-lineales debido a la dependencia en la energia de las fun-
ciones base, donde la diferenciabilidad no es asegurada, debido a
que se duplicaria el tamaiio de la base. 9

65
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Funciones aumentadas y linealizadas

Planteamiento de la linealizacién
Se propone que las funciones en la regién de muffin-tin estén represen-
tadas por una combinacién lineal de dos funciones aumentadas,

W) & ) =),

ambas calculadas a una energia de referencia ¢q arbitrariamente selec-
cionada,

l h2 <d2 (I+ 1)

2o R + 2 ) + Vs(p) — 60] Yi(€o, p) = 0.

Para ello se expande (e, p) en Taylor para poder obtener las eigen-
funciones a energias cercanas a ¢,

+ O<60 o 6)27

0
Yi(e, p) = Yi(eo, p) + (€0 — €) @W(Gap) -

= ileo. p) + (0 — €) dule.p)| _ +Oleo — .

€E=—€
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Funciones aumentadas y linealizadas
Funciones base LAPW

Con la expresidn anterior es posible definir la base de ondas planas
aumentadas y linealizadas LAPW,

ei(kJer)-r P>,

=Y recns(k+Gp)ilYr(p) x ...

e X [¢l$(607p) + (60 - E)fﬂls(ﬁoap)} p<Ts,

A
X£+ICD;ZTV(I')

et Gr)r p >,
= {1 YL(P) [ALs(k + G)is(eo, p) + - - .
-+ Bralk+ G )] S v,

en donde los coeficientes A;s y Brs son determinados exigiendo las
condiciones de continuidad y diferenciabilidad de las funciones base
en la frontera p = rg, siendo independientes de los eigenvalores de
energia.
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Funciones aumentadas y linealizadas

Funciones base LAPW: condiciones de continuidad y diferenciabilidad
Para la condicién de continuidad en p = r;, se tiene:

GG g0 G T S i (ke + Gl )V (K + Gl Y (5),
L

= 4re®HCn) TG (k4 Golre) Vi ([k + Gonl)

= ALs(k + Gm)¢ls(60a 7'5) + Brs (k + Gm)¢ls(607 Ts)a
mientras que para la condicién de diferenciabilidad:
0 .
Y i(k+Gm) T
ap e ]
— 4et(k+Gm) Zz —pjl (k + Gnlp)Y7 (k + Gn|)YL(p),

o [orb. atémicos|

-3 [Asul+ Gun) oo )+ Bralle+ @) 2-(eas )] Y20
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Funciones aumentadas y linealizadas
Funciones base LAPW: condiciones de continuidad y diferenciabilidad
Por tanto, igualando las derivadas en la frontera p = r se obtiene,

) 0 .
4! R G TV [k 4 Gonl) =ik + Gl p)
Ip p=rs
0 o .
= Avs(k + Gm) o-dis(eo, p) + Brs(k + Gm) 5-2is(co, )
p pP=Ts '0 P=Ts
Resolviendo el sist. de ecuaciones para A;s y Bps, siendo que todas
las demas cantidades son evaluadas en la frontera y .. conocidas:

A=A, Gi([k + Gunlrs)¥" (€0, 7s) = 71 (% + Ginlrs)dhu(eo, 7s)
) Yi(€o, r8)¢ 1(€0,7s) — ¥’y (<o, TS)wl(em Ts) ’
o d "1k + Gmlrs)i(eos 7s) — Ji(lk + G|rs)d' (€0, 7s)
- Yi(eo,ms) ¥’ (€0, 7s) — 'y (€0, 75 )i(€0, T8) ’
en donde:
Ar, = dme 04 STV (k4 Gl) & () = -C(p)
Op” " Yl
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Funciones aumentadas y linealizadas

Observaciones de la linealizacién

De la expansion en LAPW, se observa:

ei(k+Gm)-r p>Ts,
XEAEW (1) = { 1o 1YL (D) [ALs(k + Gon) s (€0, p) + . ..
o+ Brs(k + Gn)dha(c0, )| p<rs,

e Para la obtencién de las expresiones de los coeficientes se dedujo By s
en términos de Ay, por lo que no son totalmente independientes,
y por tanto la inclusién de ¢) no incrementa el tamafio de la base
original.

e La base Y“4PW no depende de las energias propias solucién del
sistema, si no de un parametro €y que se intuye se encuentra cerca

de las energias solucién ¢, cuyo error en ¢ es de (eg — €).
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Funciones aumentadas y linealizadas

Ecuacién secular en el formalismo LAPW

Con la expansion en LAPW, es posible expresar la ecuacién secular
del sistema,

S| (m|]m) = (' [m) ea] cim (k) = 0,

m

la cual se puede dividir en términos de las regiones muffin-tin e inter-
sticial que componen la base:

m

7 [ (| = eadm); + (m|H|m),, = (m'|m),, €n] com(k) =0,

siendo que la regién intersticial tiene la misma solucién que para la
base APW,

h? 4rr? 71(|GIREG )
= k+ Grl* — €ixc| |Ommy — —g2eikHGm) T AT
[me' e EkH Q ¢ G — G|
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Funciones aumentadas y linealizadas

Ecuacién secular en el formalismo LAPW

Para las regiones esféricas de muffin-tin, se tiene:

- . h? 2 z<z+1)
/ R —
<m|H}m>mt V H= 2medp2+ 2 + Vi(p),
~ 1 N
<m/"H|m>mt = Q / tde(Zl) [ALS(k + Gm’)d}l(eO)p) +
m Ls

 +Brs(k + G )iu(eo, )| YE(P) X

(R
2med,02 P2

+vs<p>] -
Y% Z ) [Ars(k + G (€0, p) +

- +Burs(k + Gm)u (€0, 9)| Y1 (5),
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Funciones aumentadas y linealizadas

Ecuacién secular en el formalismo LAPW

separando la integral en una parte angular y otra radial, se tiene:
1 1 1 s 2
(| m), = 5 3 [ 0o AL+ Go)iien,p) +
Ls

. +BLs(k+ Gm/)¢l(60,p)}* X ...
y [ h? l(l+1)

2medp p? + Vsl )]

x [ALs(k + Gun)tu(co, ) + Bra(k + Gan)ti(e0, p)] ,

donde,
/ dpY7 (DY (p) = 6upy ¥ p = ddfSend.

Py x iy =1V L
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Funciones aumentadas y linealizadas

Ecuacién secular en el formalismo LAPW
Utilizando las sig. relaciones al momento de aplicar el operador en la
ecuacién anterior:

2 d? I(1+1) n
 2m. dp

VS(P)] Yi(eo, p) = €oti(€o, p),

n 2 W(l+1
[ (L+1) .

Sy Vs(P)] Ui(eo, p) = €oti(eo, p) + V€0, p),
Me dp

se tiene:
A 1 Ts
(| ), = 5 3 [ 020 ALk + G Yileo,p) + ..
Ls

. —I-BLS(k + Gm/)l/‘)l(q),p)}* X o
X [ALs(k + Gp)eoti(eo, p) + - -
- +Brs(k+ Gp,) {ﬂﬂ/ﬁ(ﬁo, p) + Yi(eo, P)H .
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Funciones aumentadas y linealizadas

Ecuacién secular en el formalismo LAPW
Ahora, la integral anterior:

A

/ _ l Is 2 ,
(m'|H|m),., = & %/0 p dp [ALs(k + G )ti(eo, p) + - -

- +BL5(k + Gm/)l/')l(q),p)}* X ...
oo X [ALs(k + Gm)601/1l(60,/3) + ...
e +BLs(k + Gm) {60¢l(60710) + wl(e()vp)}} 5

se puede expresar en notacién de Dirac,
A

= Z <ALS(k + Gm/)¢l(€0,p) + BLs(k + Gm/)l/‘)l(q),p) | X d
Ls

oo x | Aps(k + Gp)eoti(eo, p) + Brs(k + Gp) [601/}1(607 p) + Yi(eo, p)D
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Funciones aumentadas y linealizadas

Ecuacién secular en el formalismo LAPW
Expandiendo la expresidn anterior finalmente se obtiene,
<m/|‘H|m>mt
= >~ (Ao + Gy )r(eo, p) + Bro(k + G )u(e0, p) | % ...
Ls

oo X [ Aps(k + Gim)eothi(eo, p) + Brs(k + Gim) [601/35(607 p) + i(€o, P)D

= {A}.(k+ Gu)ALs(k + Gp)eo + Af (k4 G ) Brs(k + G) + -
Ls

o 4B}k + G) Bra(k + Gum) (i(co, p)|t1 (€0, p) ) €0}

en donde se han usado las condiciones de ortonormalidad de la base:

(Wil =1 & <¢l‘1/}l> =0.
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Funciones aumentadas y linealizadas

Ecuacién secular en el formalismo LAPW

Calculando ahora los elementos de la matriz de traslape en las esferas
() = g [, 0 D ALl G (e )+

- +BLa(k + G )in(eo, p)] YE() % -
XZ ) [Ars(k + G )by (€0, p) +

4 Brig(k + G (co, p)| Yir (B),

1 . ,

_ Q%/mtp dp [ALs(K + G )10, p) + -+
. -f—BLs(k—f— Gm’)"bl(emp)}* X ...

X [ALs(k + Gu)a(eo, p) + Bro(k + Gum)¥u(eo, )] 2

Debido a las condiciones de ortonormalidad de Y7,(p)
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Funciones aumentadas y linealizadas

Ecuacién secular en el formalismo LAPW

lo cual, expresado en notacién de Dirac es:

(m'|m),, = Z <ALs(k + Gy )i(€o, p) + Brs(k 4+ G )i (€0, p) | X - ..
Ls

- x| Apy(k + G )tu(eo, p) + Bro(k + Gu)ti(€0,))
Ls
4B, (k + Gy) Bra(k + Gom) (i)}

en donde, también se han utilizado las condiciones de ortonormalidad
anteriormente expuestas,

(Wilyr) =1 & <¢z‘¢l> =0.

Omar De la Pefia-Seaman | IFUAP Quimica Cudntica de Sélidos — Doctorado (Ciencia de Materiales)



Funciones aumentadas y linealizadas

Ecuacién secular en el formalismo LAPW

Con los resultados anteriores ya es posible expresar la ecuacion secular
en toda la celda unitaria:

S [ (| ) — (' |m) €] cinn () = 0,

m

= Z{<m’|H—ezkim>1+Z (k4 G)ALs(k + Gp)eo + . ..

.+ AL (k+ G,)Brs(k + Gp,) +
.+ Bi (K + Gur) Bro(k + Gum) (ti(co, p) (€0, 9) 0] + -

=€ > [ALs(k+ G )ALs(k + G)+
Ls

 +B, (K + o) Bro(k + Gon) (1]t} } cim (k) = 0,
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Funciones aumentadas y linealizadas

Ecuacién secular en el formalismo LAPW

reduciendo la expresién anterior,

Z { <m”ﬁ — 6ik|m>] — (Eik —€) Z [Azs(k +G)ALskk+Gp) + ..

m Ls

o+ Biu(k + G Bro(k + Gun) (tile0, p)[tn(e0, p))] + -
1

Tt %: [A% (k + Gy )Brs(k + Gp) + . ...

o ALK+ G Bh . (k + G)]} cim(K) =0,

siendo que estas integrales son ahora independientes de la energia que
se pretende calcular, resolviendo el problema de la no—linealidad.
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