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5.1 Estructura electrénica: Estructura de bandas, formulacién de Bloch y
momento del cristal, densidad de estados
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Estructura electrdnica

DFT: Esquema de autoconsistencia

Initial guess

nt(x), nt(r)

I
)

Calculate effective potential Output quantities

V&) = Vext (1) + Vianee[n] + VS [n | Energy, forces, stresses, eigenvalues, . ...

I

Solve KS equation

[—%V2 + v:;f<r)]w;'<r) =& Y7

I

Calculate electron density

no®) =X £l o
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Estructura electrdnica

DFT: Esquema de autoconsistencia

Enunciando los puntos del esquema de autoconsistencia de solucién
para las ecuaciones de Kohn-Sham:

1.
2.
3.
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Se inicia con una densidad de prueba n'*(r).

Se construye con ella un potencial de inicio V.

Se resuelven las ecuaciones de Kohn-Sham, obteniendo asi las
funciones 1;(r) y las energias ¢;.

Se construye una densidad de salida n°“!(r) mediante ;(r).

Se construye con n°“(r) un nuevo potencial V,i? vy se procede a
resolver nuevamente las ecuaciones de Kohn-Sham.

El proceso continua hasta que n'™ y n°“! sean tan semejantes como
sea posible, asegurando asi la convergencia del sistema.
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Estructura electrénica
DFT: Esquema de autoconsistencia
La expresién original del funcional de energia de Kohn-Sham es,

Egsln] = Ts[n] + Epot[n],
pot /dr‘/:szt ) + E. [n] + Err + By [n]a

donde los eigenvalores de las ecs. de Kohn-Sham vienen dados por,

€ = (Yi|Hgs|vs) -

Ahora, con la informacién obtenida en un ciclo de autoconsistencia, se
puede expresar al funcional de la energia cinética como:

T,=FE,s — / dr V" (r)n(r),

N
V By = Zei < energia del estado base del sist. K-S.
i=1
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Estructura electrénica

DFT: Esquema de autoconsistencia
De manera practica se puede considerar a la energia de Kohn-Sham
como un funcional del potencial de entrada (V"*), ya que este poten-
cial determina todas las cantidades en la expresidn de la energia,

Exs[n] = Ts[n] + Epot[n],
~  Exs[V" = E, — / eV (£)n® () + Epoy[n®],
e Los dos primeros términos corresponden a la energia cinética T,

siendo que E, es determinado directamente por V",

® Epo es la suma de potenciales actuando en el sistema, evaluados
en n°“ la cual a su vez es determinada por V',

Al ser Exs[V"] una cantidad variacional, entonces cualquier otro po-

tencial V™ # Vi dara energias mayores, para én = n°% — nY:

Eks[V*™"| = Exs|Vks] + /drd ldné ﬁzfr,)] on(r)dn(r’).
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Estructura electrénica

Estructura electrénica: Ondas planas como base de expansién
Los eigenestados de cualquier ec. tipo Schrdodinger de part. indepen-
dientes que estan bajo la influencia de un potencial efectivo® satisfacen,

2

g (©)0e) = [ =52 4 Vagy o) i) = i),

donde se requiere lo siguiente para los eigenestados:

e Estén normalizados.

e Obedezcan las condiciones de frontera y periodicidad en un volu-
men €, el cual puede llegar al infinito.

Debido a que cualquier funcién periddica puede expandirse en un set

completo de comp. de Fourier, se propone para los eigenestados:

Z Ciq X —ezq r'= Zq & alabd

(d'a) = (1/9) /Q dre™ e = Gq g

1Como la ecs. de Kohn-Sham.
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Estructura electrénica

Estructura electrénica: Ondas planas como base de expansién
Sustituyendo la expansién en ondas planas de v;(r) en la ec. de eigen-
valores,

Hepp(r)s(r) = efi(r),
= Heff chq’q —ezzcquq

Y cia qIHeff|q Zezcz,q (d'|a),
q

> ciq{d|Hepsla) = Ez'cz',q'-z
q

Analizando los elementos de matriz del Hamiltoniano efectivo ﬁeff,

hQ
<ql - q> = 2me 26q7q"

?Aplicando la condicién de ortonormalidad: (q'|q) = dq.q-
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Estructura electrdnica

Estructura electrénica: Ondas planas como base de expansién
El potencial V,;f(r) es periédico en el cristal, y por tanto se puede
expresar como una suma de componentes de Fourier,

Vers(r Z Vers (G )e' S,

L e
chll

V Verp(G) =

cell

por tanto, se tiene para los elementos de matriz del potencial:

(d|Vess(r) < q>,

-5 / dre R, (G SR,

= Z Verf(Gm)dq—q.Gn-

sz~r

erf(G
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Estructura electrénica
Estructura electrénica: Ondas planas como base de expansién
Finalmente, definiendo:

q:k+Gm & q,:k+Gm/ \V/ Gm//:Gm/—Gm,

es posible expresar la ec. de eigenvalores como:

. K2
<q,’Heff‘q> = 9m ‘q’25q7q’ + § :Veff(Gm)éq’*q,va
€ m

2
(k+ Gy |Hepslk + Gr) = o Ik + G |* Oy + - - -
Hm,m’(k) = 9 |k + Gm| 6m,m’ =+ V:Bff(Gm — Gm/)’

obteniendo la expresién para la ecuacion secular,

Z Hm,m’ (k)cz,m’(k) =& (k)ci,m (k)
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Estructura electrénica

Estructura electrénica: Teorema de Bloch
Los eigenestados pueden ser descritos en términos de k, donde la suma
se restringe a q = k + G,,,

i(k+Gm)r

1
= wi,k(r) = Zci,m(k) X ﬁe ,

1 A . 1
_ ezkri Z Ci,m(k)GZGm'r _ ezk-r ui,k(r)a
m Ncell

im(K)e'CmT Y Q= Neenp X Qe

o

donde: w;k(r) = 5 Z
cell m

El resultado anterior representa el teorema de Bloch, el cual establece
que cualquier eigenvector viene dado como el producto de una onda
plana atenuada por una funcién perioddica, la cual posee la periodici-
dad del cristal.
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Estructura electrénica
Estructura electrénica: Momento del cristal

Para conocer el significado fisico del vector k, se considera al teorema
de Bloch,

. 1
Vix = eZk'r7u~7k(r)
’ Ncell ! ’

y aplicando el operador de momento al eigenestado anterior,

) 1
D1 = —iV | KT , ],
Pi/h,k ? [6 N uz,k(r)
= ll) + 7 | V(o)
Ncell

En el caso de un electron libre, se tiene:

Vuik(r) =0,% - pix = ki k(k),

es decir, k representa el momento del electrén y se le conoce como el
momento del cristal.

3Ya que u; i (r) = cte.
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Estructura electrénica
Estructura de bandas: Free electron system

Considerando nuevamente el modelo de electrén libre, en ese caso se

tiene: )
o VRU(E) = acdi(r) ¥ Vegy =0,

en donde los electrones se encuentran confinados en un cubo de arista
L, siendo entonces V,.; = L3.

Para este sistema se propone como solucién para los eigenestados:
Pi(r) = Ae*T ¥V A= (1/L)%%*

Por tanto, calculando el espectro de energia,

h2
—va2wk(r) = exx(r),
hQ 2 h2 2 2 2
= Ek:TTTlek’ :Tnle(kx‘i‘ky—i‘kz).

*Por la condicién de normalizacién de los eigenestados.
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Estructura electrdnica

Estructura de bandas: Free electron system

Red primitiva fcc Red reciproca primitiva
a;=(0,1,1)a/2, by = (-1, 1, 1)27/a,
= (1, 0, 1) a/2, by = (1, -1, 1) 27r/a,
= (1, 1, O) a/2. bs = (1, 1, —1) 271'/(1.
= Coordenadas puntos de alta simetria
Notacién  Primitivas Cartesianas
r (0, 0, 0) (0, 0, 0)7/a
X (3,3.0) (0,2, 0)/a
L %’ %’ % (L, 1, Dm/a
w %’ %’ % (1,2,0)m/a
A (1, 1:0) (0, L 0)n/a
4 K (3,4,3) 1(3,3,0)7/2a

La irreducible ocupa una fraccién
de 1/48 de la IBZ.
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Estructura electrdnica

Estructura de bandas: Free electron system, zona extendida
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Estructura electrdnica

Estructura de bandas: Free electron system
Célculo de estructura de bandas en una estructura fcc.
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Estructura electrdnica

Densidad de estados: Free electron system

Para conocer cuantos estados por unidad de energia se tienen para un
sistema deteminado, se debe calcular la densidad de estados, DOS:

D(e)

1 1
Dl = Vigz zi:/IBZ |Viei(k)|

... x 8(e;(k) — €)dk,

en donde para el gas de electrones
libres se tiene e(k) = h%k?/2m,
por tanto:

Vo /2m\3/2
DO =53 (37)
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Estructura electrdnica
Caso de estudio: Al (fcc)

Se calcula la estructura electrénica del Al
(fcc), el cual posee las sig. caracteristicas:
e Grupo espacial: 225 (Fm-3m).

o 7 =13, 15%2522p535%3p.

e Sistema metalico.

* a(exp) = 4.05 A = 7.65 a.u.

® By(exp) = 72.2 GPa.

Con la informacién estructural:

atomgy = (0,0,0),
dNN :a/\/§.
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Estructura electrdnica

Caso de estudio: Si (diamante)

Se calcula la estructura electrénica del Si
(diamante), el cual posee las siguientes ca-
racteristicas:

e Grupo espacial: 227 (Fd-3m).

o 7 =14, 15%2522p%3523p?.

e Sist. semiconductor: AE = 1.17 eV.
* a(exp) = 5.43 A =10.26 a.u.

® By(exp) = 98.8 GPa.

Con la informacién estructural:

1
2

b
.

Z
/

.

%

p S
/’ \\

atomg = (0,0, 0),
atom; = (1/4, 1/4, 1/4),
dNN = a\/?:/4.
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Contenido: Tema 05

5. Célculo de estructura electrénica y funciones de respuesta

5.2 Fuerzas: Teorema de Hellmann-Feynman, optimizacién estructural
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Fuerzas

Teorema de Hellmann-Feynman
En la resolucién de las ecuaciones de Kohn-Sham,
Hysi = €1,

lo que se obtiene es la energia electrénica del sistema E, siendo que
la energia total E se calcula como,

M
1 Zv 7
E=FE.+= Y =",
c 2P = IR; — Ry

donde Z; y Ry son la carga y la posicion del k-ésimo nilicleo, respec-
tivamente.

Por tanto, para obtener la estructura optimizada es necesario mini-
mizar E, por lo que se debe encontrar la configuracién Ry, tal que E
sea el minimo.
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Fuerzas

Teorema de Hellmann-Feynman
Para un sistema dado, es posible optimizar la estructura comenzando
con unas posiciones iniciales y variarlas de manera sistematica hasta
que el minimo de E sea encontrado.

Para tal fin, es necesario conocer las fuerzas en el sistema,
Fp,=-Vgr,F,

siendo que para obtenerlas, se hace uso del teorema de Hellmann-

Feynman:

ar dH ) N
o w‘d)\ v ) V¥V X — parametro del que depende H.

Para demostrar el teorema, se trabaja con la ecuacién de Schrédinger,
Hy = EY,

asumiendo que todas las cantidades involucradas en la ecuacién de-
penden de alglin pardmetro \.

Omar De la Pefia-Seaman | IFUAP
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Fuerzas

Teorema de Hellmann-Feynman
Para calcular la variaciéon de E respecto a A, se considera:
e F se obtiene de resolver de manera exacta la ec. de Schrodinger.
e Los orbitales estdin normalizados: (y|¢) = 1.

dE_ d . d L
= W) = a/dxw 1y,

M w*/dw”iﬁ
_/¢<WE¢+/d¢¢+{ Hﬂ,

/d¢ ¢+E/d¢
= Ea [/ dx@b“ﬁ} +/dx1/)*ﬁ1j},

= [axt <z/» i w>
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Fuerzas

Teorema de Hellmann-Feynman: Soluciones aproximadas
El teorema de Hellman-Feynman depende de que se resuelva de
manera exacta la ec. de Schrodinger, sin embargo en DFT la solucién
es aproximada:

1) \P1H19)

Por tanto, para utilizar el teorema de H-F, es necesario modificarlo,
para ello se considera A como la coord. « del vector de posicién Ry, ,,

_dE
’ dR]ﬁa
Debido a que se resuelve de manera aprox. la ec. de eigenvalores,
I:Iewe = Eewe v we ~ ¢7

la expresion para el cambio de E, en funcién de Ry, se expresa de
manera general como,

V E = energia total.
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Fuerzas

Teorema de Hellmann-Feynman: Soluciones aproximadas

La ecuacion anterior se puede expresar como,

dE, i, dp | 4 do |~ |\
= He He ’
e\ |”) T\ @Ria |77 ) T\ R |

en donde se debe analizar si los Gltimos dos términos son pequefios en
la solucién aproximada.®

Para ello, recordando que FE. se calcula mediante la solucién de ecua-
ciones de particulas no-interactuantes tipo:

Ny
héi = €idi ¥ ¢i = D XnCmis
m=1

la cual es una solucién aproximada a la ec. de eigenvalores ya que
{Xm} es un set finito y por tanto no es completo.

En principio, estos términos se deben de cancelar si las ecs. de Schrédinger se
resuelven de manera exacta.
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Fuerzas
Teorema de Hellmann-Feynman: Soluciones aproximadas
Por tanto, es posible considerar que E. depende de las sig. variables:

Ee = Ee ({xXm}, {cmi}, Rk,a) )

siendo, ademas, que los coef. {¢;,;} son determinados minimizando E,
bajo la constriccién de que las funciones ¢ estdn normalizadas,

G = Ee ({xm}: {emi}, Bia) = D € ((dile) — 1).

Calculando las derivadas de la exp. anterior respecto a los coef. c},;

oG OFE
= ZEJ <Z chnj|XlClj> - 1) )
j nl

oc 8sz
OF,
= c.c
80:’1 6 ;;;u %: n l’L Xn|Xl>
OF
=3 = -y cilxmlxi) = 55 GZZOmlCZ’H
s 7 8

donde: Oy = (Xml|x1)-
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Fuerzas

Teorema de Hellmann-Feynman: Soluciones aproximadas

Ahora respecto a los coeficientes ¢y,

oG 0F
e = g o (S b 1),
mi o nl

Ocmi acmz

0F, 0
- 8cm’i acmz chzcll X”|Xl>
OF .
= 867; — € Zn: Cni <Xn|Xm> )
OF .
:a ‘ *Eizcli<Xl|Xm> VvV on—|,
Cmi I
O0FE,
— — S Opc
acmi €; ; lmclzv

siendo que: Opyn, = (Xilxm) = (Xmlx1)" = O}y
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Fuerzas
Teorema de Hellmann-Feynman: Soluciones aproximadas

Aplicando la condicién de estados estacionarios a los res. anteriores:

oG oG OF OF
= = : € = 7 E ( )m i & £ = i E 0 m -
oct,  Ocmi 0 oct ¢ ; i OCmi ¢ ; tm i

Ahora, por otro lado, se tiene de la ecuacién de eigenvalores:
hoi = eidi, hoi = €y,
EZXZCM =€ ZXlCliy Z <Xm|iL’Xl> Cli = € Z {xmlx1) cuis
l l

l l
S imlblxd e =&Y Oemlxa) e, Y. (alblxm) ¢y =€ > (xilxm) iy
l l l l
S (xmlblxi) e = €Y €1iOmi, > alhlxm) s = €Y 6Om,
l l l l
ok,

A oE, A
E mlh = § hlxm) cj;i= |
z (xmlhlxi) c 30% l xalhlxm) ¢ B
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Fuerzas

Teorema de Hellmann-Feynman: Soluciones aproximadas

Conociendo los coeficientes, se procede a calcular la variacién de F,
c({xm},{cmi}, Rk.o) respecto a las coord. nucleares Ry, o,

dE. Z / 0B dxm | 0Ee dx;,
de,a 8Rk ,Q 5Xm de,oz 6X¢n, de,a

’ i 8Cmi de,a 8c;§u de,a

dx + ...

Analizando el Gltimo término de la expresidn anterior

5 [aEe deyi | OE. dc;"m.] <

OCmi ARy Oc,; ARy o

=y [OZmCu;;mz + Omicii I ] -
% ml
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Fuerzas

Teorema de Hellmann-Feynman: Soluciones aproximadas
Por otro lado, analizando la variacién de los coeficientes desde la condi-
cion de normalizacion,

1= (gil¢s) = > _ (ctixilemixm) = Y _ cicmi (alxm) =D fiCmiOum,
Im Ilm

lm

para lo cual derivando lo anterior respecto a Ry, o,

decy,; dCm;
[ Cleml + Clz dR Olm] )

7 lm
det . dcmi
L= ZGZZ |fiRmz Cleml + ClzdR Olm‘| 0
7 Ilm X
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Fuerzas
Teorema de Hellmann-Feynman: Soluciones aproximadas
Analizando ahora el segundo término de la expresion de dE./dR}, o

dE. Z / 0Ee dxm | 0Ec dx;,
de,a 8Rk: ,Q 5Xm de,a 5X;kn de’,a
ey

OF, dcmg; OE. dc;,;
8cmi de,a 86:m de,a '
para lo cual se utiliza el funcional de E.:
A 1
E. =Y (9ilhle) + 5 [ drV@n(x) + Eucln(x)

%

dx + ...

el que depende de las funciones base {x,,} por medio de ¢; y n(r),
por tanto se puede concluir que E. es un funcional de {x,}.

Realizando un procedimiento similar al hecho en la deduccién de las
ecuaciones de Hartree-Fock, se obtiene:

SE, L
Z Z c7mclzh’Xl ) W = Z Z sz'clith~

7 e i 32/67

5xm
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Fuerzas
Teorema de Hellmann-Feynman: Soluciones aproximadas
Combinando los resultados obtenidos en la expresién de dE./dRy; o,

dE. Z / 0F. dxm 5Ee dx;,
de,a 8Rk @ 5Xm de o 5X*m de,a
Y

Ocmi ARy | Oct . dRpq

dx + ...

dE, oF, ~ . dxm ~ dxr
= miCli X7 — 75— miClilt -
dRyn  ORpa +Z%n:/ lc UK JRy o T X R,

dXm
L= E €; E cmzch/ dgka] dx,
dEe de 7 *
T = 6Rk . + % E C1iCmi T {h = el} Xjdx+ ...

ot Z Zch (s de [iL = 62} x1dx.
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Xm
ARy o

m + X]
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Fuerzas
Teorema de Hellmann-Feynman: Fuerzas de Pulay

Del resultado anterior,

dE OF . dx ~ «
dR;:a = TRI:Q =+ Z Z C1iCmi dR;:; [h — 6@} Xjax+ ...

i Im

dxr. s
ct Z ZZ CliCri d;;”a {h — ei} Xidx,

se observa lo siguiente:
e El primer término viene del teorema de H-F, y se le conoce por tanto
como la fuerza de Hellmann-Feynman.

e Los dos términos restantes se cancelaran si se cumple alguna de las
condiciones:

o La ec. de eigenvalores fuera resuelta de manera exacta: ho; = €;¢;.
o Las funciones base no dependieran de Ry, .

Estos términos representan la correccion a la expresion de las fuerzas,
y se le conocen como la fuerza de Pulay.
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Fuerzas

Optimizacién estructural
En la aproximacién de Born-Oppenheimer, las propiedades electrénicas
de un sistema dado se calculan resolviendo las ecs. de Schrédinger®
para un set fijo de posiciones nucleares R1,Rao,...,Rjs, donde la
energia total F es:

E=F,+ 1 i/[: 22 V FE, energia electrénica
= — —_ = energi ronica,

por tanto, F representa una funcién de las posiciones nucleares,
E=ER4i,Ra,...,Ry),
con E. obtenida mendiante,

CATY

(0l¢)

%0 de Kohn-Sham en DFT.
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Fuerzas

Optimizacién estructural
La estructura optimizada corresponderd, por tanto, a aquella que de
el minimo en la energia F, es decir:
Fi=Fy=...=Fy =0V F,=-Vgr,FE,

en donde la componente-« de la fuerza se calcula como:

dE  dBE. 1 & 717

Fho = —GRen =~ 2 Y A (Ra — Ria).
. ARy o ARy o _'_2]#[:1 |Rk—Rl|2( k, La)

Para el calculo de las fuerzas y la minimizacién de la energia (Fj = 0):

e Se comienza con un set de coord. nucleares de inicio: R}, RY, ... ,R?M.

e Se calcula F,?a para esa configuracién.

° Fk?a indica como variar Ry, tal que la energia total se reduzca,
en comparacién con el paso actual.
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Fuerzas

Optimizacién estructural: Método de Verlet

Para realizar el procedimiento anteriormente expuesto, se utiliza el
método de Verlet, en el cual se comienza con la expresién para la
fuerza:

Fk = Mkak.

Considerando que es posible medir las posiciones y las fuerzas en los
tiempos t — At, t y t + At’ donde At es tan pequefio que se puede
considerar a; ~ cte., entonces se expande Ry en Taylor:

dRy, 1 d’Ry

Ri(t 4+ At) ~ Ri(t —| At+ - ——=
et + A1) ~ Ry(t) + i |, 72 g

(At)?,
t
1
Ry (t + At) =~ Ry(t) + vipAt + 5ak(At)Z,

1
también: Ry (t — At) = Ry (t) — vi At + iak(At)Q.

Lo cual corresponde a pasos o desplazamientos t, = to + pAt.
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Fuerzas

Optimizacién estructural: Método de Verlet

Sumando las dos ecuaciones anteriores se obtiene:
Ry (t + At) ~ Ry(t) + vi At + %ak(At)2,
Ry (t — At) = Ry(t) — vi At + %ak(At)Q.
Ry (t + At) + Ry (t — At) ~ 2Ry () + ag(At)?,
S Ry(t+ Ab) ~ 2R4(t) — Ru(t — AL + ]\i[ka(At)Q,
la ecuacién anterior muestra que conociendo las posiciones de dos

pasos previos y las fuerzas que ejercen en el sistema bajo estudio, es
posible conocer las posiciones en un paso posterior.
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Fuerzas

Optimizacién estructural: Ejemplos de optimizacién

Al (fcc)

e Optimizacién estructural de la celda fcc, en un rango de +10% con
los parametros numéricos utilizados previamente: Obtener ag y By.

e Optimizaciéon de pardmetros numéricos vs Vo y Bo: Rt X kmaz,
k-points, xc-funcional.

Si (diamond)

e Optimizacién estructural de la celda diamante, en un rango de £10%
con los parametros numéricos utilizados previamente: Obtener ag y
By.

e Optimizacion de pardmetros numéricos vs Vo y Bo: Rt X Emaz,
k-points, xc-funcional.

e Calcular DOS para los casos de 2%, 4%, 6%, 8% y 10% en Vj,
analizar la evolucién del gap de energia.
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Contenido: Tema 05

5. Célculo de estructura electrénica y funciones de respuesta

5.3 Vibraciones: Dindmica de red, fonones, teoria de respuesta lineal
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Vibraciones

Dinamica de red
Dentro de la aproximacién Born-Oppenheimer se calcula la energia
electronica total E. para un set de coordenadas fijas:

X = (R17R27"'7RM)7
= (Rl,xv Rl,y; Rl,z; RQ,x» R2,ya RQ,Z; ey RM,xa RM,y, RM,,Z) )

obteniendo asi la energia total,

M
1 Zp 7,
E=E.+- Y ———0u
c 2 57 IRy — Ry

como una funcién de X:

E = E(X),
E = E (Rl,:IH Rl,y7 Rl,Z7 R2,$7 R2,y7 RQ,Z? ctty RM,CCa RM,y; RM,Z) b
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Vibraciones
Dinamica de red
Para la estructura optimizada X°€ se tiene que E es un minimo, con

lo cual si se expande la energia total a segundo orden alrededor de ese
8

minimo,
82E(Xe)

1 M
E(X) ~ E(X®) + = ORk, 01 ORky 00
R ~EX)+5 > Y gp—gp—

k1,ko=101,02=2,Yy,2
o5 (Bhyon = Biyar) (Bros — Biya)
se obtiene el Hessiano del sistema:
0?E(X°)
ORk, 01 ORky 00
en donde es importante revisar que todos los eigenvalores de H sean

positivos, ya que de lo contrario la configuraciéon X¢ podria representar
un saddle-point y no un minimo como tal.

8o que se conoce como aproximacién arménica.
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Vibraciones

Dindmica de red

Por otro lado, considerando el movimiento de los niicleos, se tiene que
el Hamiltoniano viene dado como,
M

A 1 0?E(X€)
o= =2 gpp Vit g Ly oy OEX

k‘l,kQ—l Q1,a2=T,Y,2 8Rkl’a1 aRk2’a2
(& e
X (Rk17a1 - Rkl,Otl) (Rk2:a2 - kQ,ag) ’

donde la ec. de Schrodinger nuclear Hpw, = Ep, definird las e-
nergias y los modos normales de vibracion.

Para resolver la ecuacién se introducen las nuevas coordenadas rela-
tivas a las posiciones de equilibrio,

Uy, — \/M(Rk —Ri)

A *B(X9)
Hn S v + J
Z klzgz O‘§2 m aRkl aq 8Rk27a2

- X Uky o Uko,0ip
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Vibraciones

Dindmica de red

De la ecuacidén anterior se obtiene la definicidn de la matriz dinamica,

b 1 0?E(X°)
/My, My, ORg, 0,0Rks 05 |

en donde se observa que se trata de un sistema altamente acoplado en
Uk, Por lo que para resolverlo es necesario definir una transformacién
de similaridad:

D =UAUT,
estableciendo las coordenadas normales ;:

3M

u; = Z Uibup, V' u1r = u1z; U2 = Uly; ...UM = Up z-
k=1
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Vibraciones
Dinamica de red
Redefiniendo los operadores de H,, en términos de 4;,

82 ou, 0 0 0
8u - [ ou; 8uk] - Oy [zk: U’“aak] ’
ow 0%
=2 U2 5y, paan
52
= UpilUliz—r=
= Oty 0ty
1 0? 1 0? 1 0?
0 67%2 2 Z 0,01y Z Uil 0 Z 0,0y Z Uil
_ 1 o 5
2 4 duduy
_ 1 T o
2 4= Juy,
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Vibraciones

Dindmica de red

O E(XC)
— D ,
Z Z /M kl 7]@2 aRkl o 8Rk2 o Uky ,0q Ukg,0p Z klUEU

k1,kg 01,02 Kl

> Dpuguy =Y > UnAiiUjuguy = > Aij Y Ugpug Y Ujpuy,
Kl Kl ij ij k !
=Y Aty =Y Az
ij k
Sustituyendo en la expresién del Hamiltoniano para los nicleos,
. . 1 82 1
k k

1 02
82

+ Akkuk] Vi) = Exir (),

donde: FEj = <mk + > [Akk]1/2 YV my € AR

°Debido a que A es una matriz diagonal = i = j = k.
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Vibraciones

Fonones en un sélido
Para un sélido cristalino, la solucién obtenida anteriormente implica
un namero infinito de dtomos .*. la dimensién de la matriz dindmica
Akk es oo X oQ.

Para poder hacer tratable el problema,!? se define un set infinito de
matrices finitas que puedan ser tratadas de manera independiente.

Considerando:
Ry n,o — la comp. « del vector de posicién del I-ésimo
atomo en la celda unitaria,

Th =nsa+mb +nee, V n; €Z, n= (ng,npne),

= Ul n,a = \/ﬁl <R1,n7a = Rle,n,a) 5
por tanto, la matriz dinamica vendra dada como,

1 0?E(X°) _ 0?E(X°)
VM, My, ORp, ny.00ORlsmns 00 OUL ny.01 OU np.ay

xplotando 1as propledades de simetria de
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Vibraciones
Fonones en un sélido
Definiendo los desplazamientos en términos de funciones de Bloch,

k ik-T
Ul o = Ze UL n,an
n

se tiene que la energia total por celda unitaria se puede expresar como:

E E PE(XY) 1. x
N N Z Z Z 8 kq* 8 ko ulllaalul;»a? V N_>OO

k1 ko l1,l2 @1,02 11,01 la,a2

Calculando las derivadas de la matriz dinamica de la exp. anterior,

e 2 e

1 PEX ) A Z O*E(X) Ouiy ny 00 iy ny,an

ki* - kix ko ’
al 8ull ala lz o2 n1 n2 8ul17n17a16ul27n27042 8ull,oq aulz,ozz

-1 A1
N 2 e kix* ko
_1 3 9"E(X) Oy o, Ouy, o
- )
N ni,no aull,nl,alaulz,nz,a2 8ul17n1701 8u12,n2,a2
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Vibraciones

Fonones en un sélido

1 9’E(X0)
N o, kix 9 ko
N 8ull,a1 8ul2,oz2
—1 —1
N 2 kqx* ko
1 O E(Xe) 8ull’a1 8“12,a2
AT b
N np,ng aull’nhal aul2,1‘l2 g 8u11,n1,a1 8ul2,n2,a2
N 2 Xe
_ 1 I*E(X°) ¢ik1-Tny ,—ika Tn,
- 5
N ni,ng aull’nlvalaul%n%aQ
N 2 e
_ 1 O°E(X) oK1 Ty iK1 Ty ,—iki Ty g—iks Tn,
- )
N ni,ng aulhnhal aulz,nmaz
N 2
1 0*E(X¢ , .
- ( ) zkl-Tnez(klfkg)-T,12 Vin= ny — no.
N np,ng aull:“lﬂl aul2,n2,a2
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Vibraciones

Fonones en un sélido

Para que la expresion anterior no se anule, se requiere:

%Zei(kl_kz)'T“Q #0 V N — o0,
n2

lo cual ocurre solamente cuando ki = ks, asi la matriz dindmica se
reduce a la sig. expresion:

2 N 2 e
1 0 E(Xe) a E(X. ) 6ik1'T1’l ei(kl_kQ)'Tng
k IR - Z 2
N ﬁulll’zlaul;p@ 1,02 aull,nl,a1aul2,n2,o¢2

V n;y —n,

1
N
N
e GRS
n 8ul1,n,a18ul2,0,a2

de donde se puede ver que la matriz dindmica de co x 0o se ha dividido
en un set infinito de matrices dindmicas de dimension finita de 3M x
3Mj, cada una caracterizada por un k dado.
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Vibraciones

Fonones en un sélido: Frozen phonon approximation

En la practica, un calc. de propiedades vibracionales se realiza uti-
lizando la frozen-phonon approximation, que consiste en lo sig:

e Se selecciona un k para el cual se desea calcular las frecuencias y
modos fondnicos.

e Tomando la estructura del estado base, se consideran todos los
desplazamientos independientes de los &tomos para ese k dado.

Pl el o PP © o ©o o o o
T T e ® ° ° ° ®

/O Pl P ad o o] o o o o o}

By ¢ & o

= ?-_) 'D ° ? L] &. ? ® &
of o N i ,./"/"!“‘-.\?://1‘\\2 _.,/'E ™
% L] L] [ ] '.
= g0 8 gt
k=edge of B.Z.
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Vibraciones

Fonones en un sélido: Frozen phonon approximation

e Para cada uno de los desplazamientos, se calculan los cambios en
la energia total, ajustando los resultados a la ecuacién,

N

Increase of total energy (meVi/cell)
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O*E( Xe)

a l1 ala lo,a

l1,lo 1,02
T T T - T
TO () GaAs 1
L
\ /
a /7
\
| \\ Symmetric /
-2 -1 0 1 2
inward (1@|/a) (1082 outward
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Vibraciones

Fonones en un sélido: Frozen phonon approximation

e Finalmente, las frecuencias vibracionales y los modos normales de
vibracién se obtienen diagonalizando la matriz dinamica.

16 o s i | LR T L AL T )
o 14l L e ]
E \
o)
= \ \\_/
I 10+ = = - +
=
E 8rk T T
)
SR (O E {
B 4+ . 2 .
] o
Ly 2 b hs i | |
) O O Y (AW 18 0T T AT S e 1 AT
L I K X W L
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Vibraciones

Frozen-phonon approximation: Al (fcc)

Al (fcc)
300 p~
=
O 200~
>
Q
c - 1
Q
= |
o
Q -
= |
|
100 f— i
© Experiment (Stedman and Nilsson, 1966)
B e This work -
1
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Vibraciones
Frozen-phonon approximation: Al (fcc)
* wx ~ 320 cm~! = 39.7 meV,

e Vibrational pattern:
AIQ(000) — A = (001), donde
u= Aedr,

300

200

frequency (cm’)

100

\ \
|
©  Experiment ( }
— This work 6/ .
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Vibraciones

Frozen-phonon approximation: Al (fcc)

Para poder tratar de manera eficiente el patréon de movimiento, se debe
redefinir la estructura cristalina del Al(fcc),

donde se tiene lo siguiente:
e Parametros de red: ap; = afcc/\/i, Chet = Cfce,
e Dos atomos en la base: Al1@(000) & Al2@(1/2,1/2,1/2).
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Vibraciones
Frozen-phonon approximation: Al (fcc)
Del célc. de energia total para diferentes distorciones del Al se obtiene,

0.012
0.010 A
0.008

0.006

AE(Ry)

0.004

0.002

0.000

T T T T T
-0.03 -0.02 -0.01 0.00 0.01 0.02 0.03

ulc,,

obteniendo del proceso de ajuste a segundo orden:
AE = ay (u/cper)? ¥V ag = 12.11728 Ry.
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Vibraciones
Frozen-phonon approximation: Al (fcc)
Para el célculo de la frecuenciall aplicando la ec. de Schrodinger,

1 a9
—k = -,
2 Cgct

l_ + kuQ] Y(u) = Ey(u), ¥

se obtiene la siguiente expresién:

[k n
hw = By & = 2y o= 2ma.
m Cpet V TN AL

Sustituyendo los siguientes parametros para el Al, da como resultado:
ma; = 26.982 AMU = 4.4804661 Kg,
Cpet = 7.65 a.u. = 4.048206 x 10710 m,
h=6.582122 x 10716 eV-s,

as = 12.11728 Ry = 2.6414 x 1077 J,
= hw = 39.478 meV.

1En el Iimite arménico.
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Vibraciones

Frozen-phonon approximation: Al (fcc)

" Al (fcc)

300 f—

5 a
CE)ZOO'-

S

>

A

Q

=

&

&=

100 =

Al-fcc X(001)-long

©  Experiment (
w— This work

e Experimento:
wx ~ 320 cm~ = 39.7 meV.

e Calculo: wx = 39.478 meV.
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Vibraciones

Teoria de respuesta lineal
La teoria de respuesta lineal representa un método alterno para el
calculo de las propiedades vibracionales para un k arbitrario, explotando
el teorema de Hellmann-Feynman,!?

dE, dH
=(P|—|D
dA; < d\; >’
en donde @ representa el determinante de Slater construido de las
soluciones de las ecuaciones de Kohn-Sham,

1
[—2V2 + V;aff(r)} Yi(r) = €9i(r),
ademas, considerando que la energia cinética no contribuye a las fuerzas,
dE. dV(r)
dh / drn(r) =g,

12Considerando que se utiliza una expansién en ondas planas, eliminando asi las
fuerzas de Pulay.
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Vibraciones

Teoria de respuesta lineal
Debido a que se desea construir la matriz dindmica, se debe calcular la
segunda derivada de E. respecto a \;,

dEj = /drn(r) dv(%),

&, n(r) dV (r) V)
_ {4 dr
dhd\; / Ty A / ()

siendo que también se debe calcular las derivadas de la energia elec-
trostatica de la interaccién nicleo-nicleo,

&2E, 2 |1 Y ZZom,

dhdh;  ONON; |2 k?;:l Ry — Ry

Considerando que los pardmetros )\; y A; sean los desplazamientos
desde la posicién de equilibrio, caracterizados por k,

— _ .,k k _ ik-T
Ai = ull a1 )‘j = Uly,a9 v Upo = Ze U n, -
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Vibraciones
Teoria de respuesta lineal
Calculando por tanto las derivadas de E.,

d’E, dn(r) dV (r) d*V(r)
= [d d
dhd\; / TTaN d) +/ en(r) Ry

en donde analizando el segundo término

V)
/ n d)\ d>\ / drn *dul
2,002

2
/dm d*V(r) ¢~k (Tny =Ty ).

ni,ng dugy ny 0 Uiy 00,00

como el término de segunda derivada es periédico, entonces la doble
sumatoria se anula para todo k, excepto k = 0. Sin embargo este
factor puede no considerarse ya que para k muy cercanos también son
cero, extrapolando por continuidad a k = 0,

V(r)
/d d)\dA s
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Vibraciones
Teoria de respuesta lineal
Analizando ahora el primer término,

/drdn(r) dV(r) i dn(r) dV(r)

. . kx k ’
dX;  dA; dulha1 alul%a2
J dV(r)/du%‘2 ay- O€ obtiene considerando solamente los cambios en

V(r) debido a las variaciones en la posicién de los nicleos u}; an

. dn(r)/du}‘:al: Es el cambio en la densidad electrénica debido a la
perturbacion generada por los desplazamientos de los niicleos, es
decir, es la respuesta lineal de la densidad electrénica.

Para calcular esta variacién An(r), implica conocer los cambios en las

eigenfunciones de la ec. de Kohn-Sham debido a la perturbacion.

Por tanto, considerando que se tiene una n(r) perturbada:

n(r) — n(r) + An(r),
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Vibraciones
Teoria de respuesta lineal
en donde el potencial efectivo también cambiara,

Verp(r) = Veur(r) + Vo (r) + Vae(r),
Verp(r) = Vegs(r) + AVesy(r),

An(r Vae(r)
/ /
= AVis(r) = AVi(r /d o —|—/d An M o

Con la expresién anterior para A‘/;ff(r), se puede calcular A;(r)
mediante las ecs. de Kohn-Sham, con lo cual es posible obtener de
ellas la nueva An(r),

An(r) = 3 (i) + Ai(o)* — (o))

:ZW@ I+ 23 193 )AG)] + i)l —|wi<r)|2],
~2 3 i) Avi(e
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Vibraciones

Teoria de respuesta lineal
El procedimiento anterior puede ser resuelto mediante un proceso de
autoconsistencia,

An(r)

+/d,A Wm()

AVerp(r) = AVegt(r /d/ ()

r—r|
Veff — Ve]cf + AVeff & solvmg KS.eqs. = Auy(r)

4
An(r ~QZ!¢Z )Agi(r)]

La An(r) de salida se usa como de entrada para un nuevo ciclo, con-
tinuando asi el procedimiento hasta que las frecuencias o el potencial
cumplan con cierto criterio de convergencia.
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Vibraciones

Teorfa de respuesta lineal: Al-fcc (LDA)

45
40 - A RN
I I/ . \\ Vi - N
35 - 4 X
L 4 / \
) / / \
> 30 / / \
(0] / \
E | K \
>\25 o , P \
8 i I e RS
L / ’ AN
% 20 , , N
g .7
Pust | ]
cdr = FPA (nk20) , ,
Lo, o \
ol DFPT (nk08) ¥
oo N ',
5 _II // \\\\\\ I;/
b Y Vi
0 /
r X Tr
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Vibraciones
Teorfa de respuesta lineal: Al-fcc (LDA)

45
40 | R .
L /’ n
35 | p
S30 +
(0]
2t
=251 ]
(&] L
c
gZO—
D‘ L
o /
c®r [/ = FPA (nk20)
wl / /-~ - DFPT(nkog)
| / /1 ——DFPT (nk16)
It /
5H/ )
0 /
r X r L
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