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Fundamentos, aproximaciéon arménica, modos vibracionales

Fallas del modelo de la red estatica

El modelo de la red estatica ha servido

para explicar muchos fenémenos, tal como

4/|nteracgién algunas de las propiedades de equilibrio en
repulsiva metales y aislantes iénicos y moleculares, asi

y como también propiedades de transporte.
Interaccion

- atractiva . . . .

o Ro . Sin embargo, existen varias propiedades que

15} R .

S w no pueden ser explicadas con este modelo,
por ejemplo:

U

0

e Propiedades en el equilibrio: calor especifico, energias de cohesion
y densidad de equilibrio, expansién térmica.

e Propiedades de transporte: tiempo de relajacion electrénica, su-
perconductividad.

¢ Interaccion de radiacion con el sélido: dispersidn inelastica de la
luz, dispersion de rayos z, dispersion de neutrones.
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Fundamentos, aproximaciéon arménica, modos vibracionales
Aproximacién armoénica: pequefias oscilaciones

Para considerar las vibraciones

de la red en un modelo de es-

tado sélido, se analiza el com-

portamiento del potencial para

zonas cercanas al minimo:

Ar<<rg V Ar=1r—rg.

=

o

— r - -

8 Iy Ar r

LU /\//’—
U i

o

Expandiendo en Taylor el potencial alrededor del minimo:

- ou 1, 4 (0%U
U(T) = U(TO) -+ AT (87’),’,0 + §A7’ (arz>r0 4+ ...

Fisica del Estado Solido — Maestria (Fisica)

Omar De la Pefia-Seaman | IFUAP




Fundamentos, aproximaciéon arménica, modos vibracionales
Aproximacién armoénica: pequefias oscilaciones
De la expansién anterior del potencial,

- ou 1, 4 (0°U
U(T)_U(TO)+AT(8’,’->TO+2AT (W)TO—F

se observa lo siguiente:

e El término independiente corresponde a la energia del sistema en
equilibrio (Ar = 0):
U = U(rop).

o El coeficiente del término lineal,

(8U > (8U >
— = — ] —0
or J or ),

se elimina debido a que representa el gradiente en la posicién de

equilibrio.
6/69
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Fundamentos, aproximaciéon arménica, modos vibracionales

Aproximacién armoénica: pequefias oscilaciones

Por tanto, el potencial queda de la
siguiente manera:

02U
U(ro) + Ar <8r2>
o
L 9
§C’u V u=Ar.

en donde:

o C = (9°U/dr?),, representa la
constante de acoplamiento,

e V(r)=U(r)-U(ro) es el poten-
cial armanico del sistema que se
estd analizando.
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Fundamentos, aproximaciéon arménica, modos vibracionales

Aproximacioén adiabatica

Approximacién adiabatica
Consideramos que los iones
(105cm/s) se mueven mucho
mas lento que los electrones
(108cm/s), por lo que la nube
electrénica se adapta instan-
taneamente a los cambios de
posicion de los iones (con un
costo energético), desacoplando la
interaccién dindmica entre iones y
electrones.

Por tanto, la energia total como
funcién de la posicion de todos los
iones juega el papel de un poten-
cial para el movimiento atémico.

Correlaciéon dindmica de la posi-
cién de los iones con la nube elec-
trénica.
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Fundamentos, aproximaciéon arménica, modos vibracionales
Modos vibracionales de una red monoatémica lineal
Consideremos una cadena monoatémica lineal, y calculemos las fre-
cuencias a las que vibran los dtomos que la forman en términos del
vector de onda que las describe,

n-49a m-3)a N-2)a (n-1)a na (n+a n+2)2 m+3)a (mtd
Li -] o-w -® -0 -8 -. - [ -] t-13

u(na)

en donde u(na) = r — na serd el desplazamiento en la direccién longi-
tudinal del i6n n-ésimo alrededor de la posicién de equilibrio 79 = na.

En este caso, tomamos en cuenta interacciones a primeros vecinos
solamente, con una interaccién tipo armonica:

R T L e L B T LT e DL SL O

uf(n-1)a] u(na) u[(n+l)a]
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Fundamentos, aproximaciéon arménica, modos vibracionales

Modos vibracionales de una red monoatémica lineal
Por tanto, del modelo de interaccién propuesto anteriormente,

S TS TS D NS TN SR SO S0

uf(n-1)a] u(na) u[(n+1l)a]

la energia potencial del sistema quedara como,

v = S5 (ulna] - ultn+ Dal)?,

= % [ Thix {u[(n — 1)(1] — u[na]}2 + {u[na] _ u[(n + 1)&]}2 +..

<t {u(n + D)a] = ul(n +2)a]} + ..
Resolviendo ahora la ecuacién de movimiento de la n2-ésima particula
sujeta a este potencial:
d*ulna) OV

M dt> ~  Odu[nd]

= C{u[(n — Da] + u[(n + 1)a] — 2u[nal} .
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Fundamentos, aproximaciéon arménica, modos vibracionales

Modos vibracionales de una red monoatémica lineal

Una vez que hemos obtenido la ecuacién de movimiento, el siguiente
paso es resolverla, y para ello debemos definir las condiciones de fron-
tera periodicas del sistema 1:

u[0] = u[Na] & wula] =u[(N +1)a] V N = total de particulas,

!condiciones periodicas de Born-von Karman
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Fundamentos, aproximaciéon arménica, modos vibracionales

Modos vibracionales de una red monoatémica lineal
Debido a la forma de la ecuacién de movimiento,

2y P ulna
dt?
proponemos una solucién del tipo:

ulna, t] = Ae'*m=)  con: w[Na] = uf0]

= CH{ul(n — 1Da] + u[(n + 1)a] — 2u[nal},

en donde debemos determinar A, k, y w.

Sustituyendo la sol. propuesta en la ecuacién de movimiento obtenemos
la siguiente relacién para w,

2C 4C k
w? = 573 [1 — Coska] = Sen2 ?a,
por tanto, obtenemos la relacion de dispersién:
C k
w(k) = i Sen?a
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Fundamentos, aproximaciéon arménica, modos vibracionales
Modos vibracionales de una red monoatémica lineal: relacién de dispersién
Para determinar los valores permitidos de k, analizamos las condiciones
de frontera:

ul0] = u[Na] V ulna,t] = Ae'kra—«t)
. 2
¢fNe — 1 = CoskNa=1 = k=2""v mez,
a N
por tanto, el periodo de la primera zona de Brillouin serd 27 /a, en

donde k € [—m/a,7/a], con una relacion de dispersion w(k):
1.2

1.9

0.8
w
(4C/M)1750 o

W=Isin%l¢a|

04

S TN AT U W B!

(=)

o
|5
[P[TT

]
1ol
3

7
4] X a
Li First Brillouin zone ———
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Fundamentos, aproximaciéon arménica, modos vibracionales
Modos vibracionales de una red monoatdémica lineal: velocidad de grupo
Velocidad de grupo: vel. de transmisién de un paquete de ondas:

dw
Vg = T < vel. de propagacién de energia en el medio.

Calculando por tanto la vel. de grupo para la cadena lineal,

e ka /

v,

Cam= En la frontera (k‘ = 71'/0,) Vg = 0,
0 ' lo que indica que no existe trans-
misién, debido a que se trata de
una onda estacionaria:

u[na,t] = Aei(km_“’t),

ulna, tly=z = (£1)7Ae 2V E/ME
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Fundamentos, aproximaciéon arménica, modos vibracionales
Modos vibracionales de una red monoatdémica lineal: velocidad de grupo
Analizando el comportamiento de la vel. de grupo para el limite de
longitud de onda larga:

1
)\oc% if A>0 = k<7/a,

v—ag
g M

[ C . . .
= v = a i = cte. es decir, vy es independiente de w.

Ahora, en un sélido la vel. del sonido se define como vs = w/k, —
calculando para el limite de longitud de onda larga (k < 7/a):

2 /C ka ka ka C
vs_k”M‘SenQ" donde Senng, = vs—a\lﬂ,

es decir, en el limite de k < 7/a, vg ¥ vs coinciden.

Cos% , pero Cos%zl V k< 7/a
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Fundamentos, aproximaciéon arménica, modos vibracionales
Modos vibracionales de una red monoatdémica lineal: velocidad de grupo
Lo demostrado anteriormente, v, = v, para el limite de log. de onda
larga, indica que v, es la vel. del sonido 2 para un medio discreto.

Debido a ello, es que la regién en w correspondiente a k < 7/a se le
conoce como la region del audible.

Obteniendo w(k) en ese limite: 12
1.0
wk) = 2 % Sen@ ) o8-
@ [
20 0.6——
w(k) ~ aﬁ, 0.4_— ook

L N .
N Sen@ ~2 ka -

2 2 BI 0 T

Por tanto, w es proporcional a k en la regdn del audible, es decir, a

bajas frecuencias.
2en ese limite.
Omar De la Pefia-Seaman | IFUAP

Fisica del Estado Solido — Maestria (Fisica)



Fundamentos, aproximaciéon arménica, modos vibracionales

Modos vibracionales de una red diatémica lineal

Con5|deremos una cadena lineal diatémica,

u[(n 1)a] v[(n-1)a] u[na] v[na] u[(n+1)a] v[(n+1)a]
M,
& L m&* L] )

cuya base consta de dos atomos, considerando una cte. de acoplamiento
C entre los &tomos adyacentes, y tomando en cuenta sélo interacciones
a primeros vecinos,

C
V=23 [{ulnal - vlnal}® + {vna] — ul(n + Da]}?]
en donde ahora existen términos en la expresién general del potencial,
debido a la definicion de la base.
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Fundamentos, aproximaciéon arménica, modos vibracionales
Modos vibracionales de una red diatémica lineal
Expandiendo el potencial para la cadena diatémica:

Vo= 3 [{ulna] - vlnaly? + (vlna] - uf(n + Da))’]
= O+ fultn = Dal = oln = Dal}? + {o{(n — 1)a] — ulnal)? +
..+ {u[na] — v[na)}* + {v[na] — u[(n + 1)a]}* + ...

-+ {ul(n+ Da] —vl(n + 1)a]}* + {v[(n + 1)a] — u[(n + 2)a]}’

Planteando ahora las ecs. de movimiento para los &tomos de la base:

Mii[na) = —-V,V,

= Mi[na] = C{vln —1]a+v[na] = 2u[nal},
Mgv[na] = -V,V,

= Mai[nal C{uln —1]a + u[na] — 2v[nal}.
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Fundamentos, aproximaciéon arménica, modos vibracionales
Modos vibracionales de una red diatémica lineal
Debido a la forma de las ecs. de movimiento, se proponen soluciones

oscilatorias para cada uno de los desplazamientos:
ul[na, t] = uge'kra—wt) v[na,t] = vgetFna—wt),

sustituyendo tales soluciones en las ecs. de movimiento se obtiene,

Myina) = C{v[n —1]a+ v[na] = 2u[nal},
= —w’Mug = C (1 + e_ik“> v — 2Up.

Myb[na] = C{uln — 1]a + u[na] — 2v[nal},
= —w’Myvy = C (1 + eik“> ug — 2vp,

Lo anterior forma un set de ecuaciones lineales:

2C — Myw? -C (1 + e_ik“) [UO] B

—C (1 T e—i’m) 2C — Mow? | |0
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Fundamentos, aproximaciéon arménica, modos vibracionales

Modos vibracionales de una red diatémica lineal
Para que el sistema de ecuaciones anterior tenga solucién, el determi-
nante debe anularse,

20 — Mjw? -C (1 + e‘ika)
~C(1+e7h) 20— Myw?
= M Myw* — 2C(M; + My)w? +20? (1 — Coska) = 0.

2

Resolviendo la ec. anterior para w* se obtiene:

C 1/2

2 2 2

=——— (M + M) £ | M M 2M1M5Cos k
M1+M2{( 1 My) M + M5 + 2M My Cos kal }
en donde tendremos dos soluciones:

[, k) = [?()

las cuales representan la relacion de dispersion para el sistema, con
dos diferentes ramas (wy (k) y wa(k)).

Omar De la Pefia-Seaman | IFUAP
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Fundamentos, aproximaciéon arménica, modos vibracionales

Modos vibracionales de una red diatémica lineal

Calculando los valores extremos de la
relacion de dispersion,

* k=0 20 20

w1 =4 —, Wy =4[ —.

Cfe(iany, e

Yro= My, My)’ ®
0.

e k=m/a

1, 1y
Wy = [ZC(MI +M2)]
Optical phonon branch
|
:(2C/M2)"2
e k<m/a My> M, |
| (2C/M,)"2
1 1 |
W = \/QC<M+M>’ |
1 2 [
Acoustical !
C ka phonon branch !
w = .
2 2(M; + My) TE_ K
@
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Contenido: Tema 02

2. Vibraciones de la red y propiedades térmicas

2.2 Cuantizacién de vibraciones de la red, momento del fonén, dispersién
inelastica de neutrones
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Cuantizacion de vibraciones de la red, momento del fondn
Cuantizacién de las vibraciones de la red
Las excitaciones en sélido se clasifican de la sig. manera:

e Particulas: fotdn, electrén, nicleos atémicos, etc.

e Cuasi-particulas: ondas elasticas (fonén), ondas de espin (mag-
nén), polarén (e~ +fondn), etc.

Haciendo un simil con las propiedades del fotén, podemos caracterizar

al fonén en una red cristalina,

Excitacién Nombre Energia Momento
Onda electromagnética (v)  fotén hv hk
vibracién de la red (w) fonén hw hq

En donde el espectro de energias fondnico es cuantizado:
1 +
En=1\{N + 5 h(.d V n e Z s

lo cual representa el espectro de niveles para un oscilador armoénico

Omar De la Pefia-Seaman | IFUAP
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Cuantizacion de vibraciones de la red, momento del fondn
Cuantizacién de las vibraciones de la red
La discretizacion de los niveles de energia se obtiene considerando la
naturaleza cuantica de la interaccién:
N
- Z { 1, C
n=1
en donde las condiciones del modelo son:
e Sistema unidimensional con una base monoatémica,
e N particulas conectadas por constantes de acoplamiento C' vy

parametro de red a.
® u, = u[nal, con condiciones de frontera periddicas: uy = wuy,

Mpn + 5 (Un - un+1)2 )

UN+1 = U1,
Finalmente, se consideran vibraciones longitudinales L y transver-

sales T y 15,

Fisica del Estado Solido — Maestria (Fisica)
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Cuantizacion de vibraciones de la red, momento del fondn
Cuantizacién de las vibraciones de la red
Para resolver el sistema, se utilizan las coordenadas en el espacio
reciproco q:

1 . 1 _.
n :—E uge'd™?, u:—g upe” e,
TN YN

1 —igqna 1 igna
= — e y = — e s
P mzq Pa Pa mzn b

en donde los valores permitidos de ¢ son:
2mn N
=— V n=0,+1,+2, ..., +—.
q Na ) ) 2
Tal transformaciéon mantiene las propiedades de conmutacién de las
variables conjugadas: 3

[Un, D] = 1Abp & [“qqu’] = ihdgq -

3transformacién candnica.
Omar De la Pefia-Seaman | IFUAP
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Cuantizacion de vibraciones de la red, momento del fondn
Cuantizacién de las vibraciones de la red
Con la transformacién de los operadores de momento y posicion al es-
pacio de momento g, se puede encontrar la expresion del Hamiltoniano
en tal espacio:

= Zq: 2 PaPyd-aq) = zq:pqp—q-
Mientras que para la posicij)n:
S wns)® = 5 Y3 Y gy (1) (15 €l ellerne
. e
- >3 uqu:/ (1-e) (1 =€) g,
o

= 2) ugu_q(1—Cosqa).
q
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Cuantizacion de vibraciones de la red, momento del fondn
Cuantizacién de las vibraciones de la red
Por tanto, el Hamiltoniano se transforma:

N 1 C
H = Zn: [QMPZ + 5 (un — tnt1)?

)

g 1 M Muw?
H = Z [qup_q + 2wguqu—q:| v C (1 — Cos qa) = 5 g .
q

Ahora, para calcular el espectro de energia del sistema, definamos los
operadores de creacion y aniquilacion:

atln) = (n+1)"?|n+1) <« crea un estado |n + 1),
aln) =n'/?|n—1) <« destruye el estado |n),
a'a|n) =n|n) < arroja el estado actual del fonén.

En donde los operadores anteriores, Ilamados también de escalera,
presentan la siguiente regla de conmutacion:

[ata} —afa —aat = 1.
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Cuantizacion de vibraciones de la red, momento del fondn
Cuantizacién de las vibraciones de la red
La relacién entre el set de variables {uq,p,} vy {&T,d} es la siguiente:

. 1 ) _

a:g = 9 [(M‘*’q)l/z Uu—g —i(Mwg) 1z pq}
R 1 . _

a, = T [(]\/[wq)l/2 Ug + i (Mwyg) 1/2 p_q}

las cuales pueden ser invertidas, para arrojar:

B 1/2
= (2-qu> (&q + diq) ,

=i (M) (600

en donde se cumplen con las siguientes relaciones:

Ug = utqa P—q = p:fl & un=uf, p.=pf.
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Cuantizacion de vibraciones de la red, momento del fondn

Cuantizacién de las vibraciones de la red

Con las expresiones de transformacién anteriores, se puede obtener el
Hamiltoniano en la formulacién de los operadores de escalera:

. 1 M At A
H—;[qup_q+2wuq _q} Zhw( aa),
lo cual aplicado a un estado |ng):

ﬁmq) = Zﬁw( +aaq>|nq>zzh‘*’q<;+nq>|nq>

q

donde: aqaq Ing) = ng|ng) ,

. 1
= Hingy = Zﬁq Ing) V  eq=huw, (2 + nq> )
q

siendo el caso cuando g4(ny = 0) = fuwy/2 conocido como energia
de punto cero.
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Cuantizacion de vibraciones de la red, momento del fondn
Momento del fonén
Un fonén es caracterizado por:

¢ frecuencia w,
e vector de onda q, el cual se relaciona con el momento p = iq

Para identificar la naturaleza del momento del fondén, calculemos el

momento fisico:

N—-1
p= th Z Uy = Mc(liu Z glana vy Uy, = uge’ i(gna—wt) __ — u(t)eima,
n=0
i 1 — l’N dul — ezan
Sin embargo: Z " e MEW,

en donde los valores permltldos son ¢ =2mm/Na Y m € Z:

du 1-— ei27rm
dt 1 — ei2mm/N
Cuando g = 0 (modos acUsticos), se tiene p # 0, ya que se trata de

un movimiento de traslacion y no de vibracién.
Fisica del Estado Solido — Maestria (Fisica)
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Cuantizacion de vibraciones de la red, momento del fondn
Momento del fonén
Por tanto, se demuestra que los fonones no portan un momento fisico
como tal, sin embargo si poseen un momento hq, # el cual se conoce
como momento cristalino.

12
1.0 —
\ G / \ B
0s8{-d1 —
06}~ =
0.4 —
0.21— —
0
- 0 a“ 7 3
l-— First Brillouin zone

Para un fonén arbitrario q, éste siempre se puede definir dentro de la
IBZ (q; € IBZ), mediante el uso del vector de onda reciproco G,

q=q1 +nG V ne€Z.

“cuando hay interaccién con otras particulas.
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Cuantizacion de vibraciones de la red, momento del fondn
Dispersién inelastica
Consideremos el proceso de dispersion inelastica de una particula por
las vibraciones de la red (fonones).

k' k — incidente,
k' — dispersada,
q — fondn.

— e Absorcion

D kK =k+q+G.

¢ Emision

kK+q=k+G.

Fisica del Estado Solido — Maestria (Fisica)
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Cuantizacion de vibraciones de la red, momento del fondn

Dispersién inelastica: mediciéon de fonones

Fuente de dispersién k E AE
Fonones q 1—100 meV 1 —100 meV
Luz (regién visible) ~ 1073¢ — —
Rayos X q 10% eV ~1eV
Neutrones q 0.1—1¢eV ~ 1 meV

Raman (luz en la regién del visible)

Debido a que el maximo vector de onda que se puede obtener es del
orden de 1073¢, sélo puede ser usado para escanear vibraciones de la
red muy cercanas al centro de la IBZ (~ ¢ = 0).

Rayos X
Para llegar a la region de meV, se debe monocromar la fuente:

A = 2dSenf = AX=2AdSen6 + 2dA0Cos¥,

AN AE Ad
N T T g vl
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Cuantizacion de vibraciones de la red, momento del fondn
Dispersién inelastica: mediciéon de fonones

Rayos X

Para poder utilizar rayos X para medir fonones, de debe de tener:

AN

-3
AE _107%V 1077 = -~ 10~

E  10%V

Para obtener aberturas tan pequeiias, se necesitan fuentes de alta
intensidad (radiacién de sincrotrén), ademas de monocristales de alta

pureza.

Neutrones

En este caso se tienen condiciones mas realistas:
AE 10~ 3eV AN

~10-2— 103 2A 102 L1093
E o1 1w L wla 0F

en donde estas intensidades pueden ser obtenidas por neutrones
térmicos (T =~ 400K) generados por reactores.
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Cuantizacion de vibraciones de la red, momento del fondn

Dispersién inelastica de neutrones (INS)

Cu [110] ¥
v. “ees . ...-'. i 1
.O..’u."-o‘ Y 2 s 2 T
| | i r |
1 1.5 2 25

Neutron wavelength (&)

La medicién se realiza para una direccién de alta simetria determinada,
registrando la intensidad y longitud de onda del haz de neutrones dis-

persados.
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Cuantizacion de vibraciones de la red, momento del fondn

Dispersién inelastica de neutrones (INS): Pb (fcc)

oo™
20} _.' v T Sxglo A
: 4 % . s w1
. "
= : Y
TSk 4 v % ke
% LR - -: '.‘
= - 7 . . 4
2 ¥ o .
0 ,ti""!'i . e 3 %
g ,Lo. ‘: . . .-‘. A L, -
e L X .
.
.t % LI Y
osf . v,
; N
X .
.
o e 1THz =4.15 meV
B P b W X K g r

Para Pb en la geometria fcc (face-centered-cubic) tenemos un sistema
tridimensional con una base de un atomo, por tanto

e se obtienen sélo 3 ramas, las cuales son aclsticas,
e al ser una base monoatémica, no existen ramas épticas,

* las ramas transversales son degeneradas en la direccién [100].
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Cuantizacion de vibraciones de la red, momento del fondn
Dispersién inelastica de neutrones (INS): Si (fcc) & Ge (fec)

{si.] eo00
£l o | Lo
— ] M Sy
L e P TO | TO-~
g - LA | LA
d TA N/ TA
r K X T L X W L DOS
400 T
- -1
N _—re 1meV = 8.065 cm
£ o NN g N WIS,
§ > T0 | TO-- [
& 200 e |
[
% LA | LA
i 100 p_,.ﬂ’x
0 TA TA
i K X r L X W L DOS

Si y Ge tienen una base de dos dtomos = presentan 6 ramas, con
degeneracién en T' para las direcciones I' — X [100] y I" — L [111].
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Contenido: Tema 02

2. Vibraciones de la red y propiedades térmicas

2.3 Propiedades térmicas: capacidad calorifica fondnica, expansion térmica
y conductividad térmica
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Propiedades térmicas
Capacidad calorifica térmica

En general, la capacidad calorifica ° tiene diferentes contribuciones:

Ccal = Celec + Cred + Cmag + ...
Celec proveniente del gas de electrones (electrones de valencia).

C'req contribucién de las vibraciones de la red (fonones).
Cinag contribucién de naturaleza magnética 6

En sélidos, el calor especifico (a vol. cte.) se define como,

dU
Cy = (dT)V W U—Ueq—i-Ured,

donde U4, a una temperatura 7 = kg7, se puede escribir como:
1
Uhes= £ 5 Vs = S5 [(ras) + L s
q s q s

siendo (ng,s) el equilibrio térmico de la ocupacién de fonones de
vector q y rama s.
Sconocida también como calor especifico

®6rdenes de magnitud menor que los otros términos.
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Propiedades térmicas

Capacidad calorifica térmica
Para calcular el promedio del equilibrio térmico de (n,s), recordamos
que en teoria cuantica, la energia interna de un cristal arménico viene

dada como:
Zn ene—ﬁﬁn ﬁ —
>, e Ben kpT T
en donde €, es la energia del n-ésimo estado del cristal, las cuales

se obtienen de resolver el Hamiltoniano del sistema de N osciladores
cuanticos:

Ured =

3

1 M
Hapm = Z |:2Mp0178p as 5 W%,suq,s“—q,s} Zhwq, ( +aL sQq,s

/

El resultado es el espectro de energia para el cristal:
1
€q,s = (nq,s + 2) hwqs ¥V E = Z €q,s-

en donde, como vimos, nq s representa el nimero de fonones corre-
spondientes a la rama s en el vector q.
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Propiedades térmicas

Capacidad calorifica térmica
Con el espectro de energia cuantico para la parte vibracional, se procede
a calcular la contribucién a la energia interna,

2o ene Pen ~of B —Ben
Ured—W——afﬂ, Vf—ln ;e .

Para evaluar f, desarrollamos el término de la sumatoria,

Z e Pen  — Zexp [—6 Z hwq,s <nq,s + ;)]
n as

n
= Z H e_ﬂhwq,s(nq,s-i-l/Q) _ H Z <€_ﬁhwq7s/2)2nq’s+1
oS Qs n
— H e_ﬁhwq,s/2 Z (e_lghwq’s)'!Zq,s
as -
e Phwa,s /2
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Propiedades térmicas

Capacidad calorifica térmica
Con la expresién anterior, calculamos la energia interna,

0 e~ Phwa,s/2

0
Ured = _322_86“1 [EHM]
= gl ) (1)

1
= D Twas [1/2 + emq,s_J

q,s
= Z hwq,s [1/2 + (nq,s)]
q,s
en donde hemos definido (ng.s),

1
(Nas) = —graes =17

como el nimero promedio de fonones de tipo qs presentes en equilibrio
térmico a una temperatura 1" dada.

Omar De la Pefia-Seaman | IFUAP

Fisica del Estado Solido — Maestria (Fisica)



Propiedades térmicas
Capacidad calorifica térmica

A la expresion de la energia interna vibracional le incluimos el término

de equilibrio, U®?, para obtener la expresién de energia total,

1 Twq,s
U= Ueq + Ured = Ueq + Z §hwq,s + Z 7e/ghwq,s 1
q?s q?s
Observamos que en el limite T' — 0,

. 1
cuantico: Ur—o = Uegq + Z §hwq,s,
q7s
clasico: Ur—o = Uegq.
Se observa que la dif. viene del término que corresponde a las vibra-
ciones de punto cero, las cuales son inexistentes en el caso clasico.

Considerando la densidad de energia como la energia de una celda
unitaria,

U 1 1 1 hwq s
O = “:“eq+*2*h‘”q,s+*z$~
v e a,s 2 4 a,s efMas —1
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Propiedades térmicas

Capacidad calorifica térmica
Con la expresion obtenida para la densidad de energia del sistema,
calculamos el calor especifico, cy:

11 1 Mg
U= et D Shas 3D
q’s

q’s

ou 1 hwq,s

0
> W = STV 5T e =1
q,S

Ahora, observamos que cuando tenemos una funcién suave F(q), en
donde q pertenece al volumen Aq = 873/V/, entonces

Y F(q) = % > F(q)Aq.
q q

En el limite V — oo = Aq — 0, podemos expresar la suma como,

lim lZF(q) = %F(q)

cuando F(q) no varia de manera apreciable en g.
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Propiedades térmicas
Capacidad calorifica térmica
Utlizando el enfoque anterior, podemos redefinir el calor especifico,

1 0 Twgs 0 dq  hws(q)
“=y qzs: oT Feas —1 7 o7 XS:/IBZ (27)3 efhws(@) — 1"

cytioules/moleK) Observaciones experimentales:

1. Altas T": ¢, crece, tendiendo al
ol valor cte. estimado por la ley de
Dulong & Petit (¢, = 3nkp)
sélo para T ~ 10% — 103 K.

20 |- SN 2. Bajas T: ¢, « T3, muy por
debajo del valor clasico (¢, =
cte), ademas de que ¢, — 0
10 cuando 7" — 0.

0 20 40 60 ()
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Propiedades térmicas

Capacidad calorifica térmica: densidad de estados
La integral en q de la expresién de ¢, se puede cambiar a una integral
en w considerando la densidad de estados,

d
D(w) = d—n < num. de estados con w en un Aw,
w
Aq < num. de vectores de onda permitidos,
Aq
An = ——
T ey
dq 1 %
D = ——— = Dw)dw=
() dw (27 /)3 (W)dw = 7 55da

Por tanto, para ¢, = C,/V,

_ Vdq s(q)
CU B 8T Z/IBZ e/Bth a) _—

hw
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Propiedades térmicas

Capacidad calorifica térmica: Modelo de Debye
Para calcular la densidad de estados D(w), aplicaremos el modelo de
Debye: ws(q) = vs(q)g, " en donde v4(q) es la velocidad del sonido
en el medio.

(2) k i ) k

e |a aproximacién es adecuada en el rango de bajas temperaturas,
en donde las frecuencias debe satisfacer: ws(q) < kgT/h,
e en esta aproximacién no se toman en cuenta las ramas Gpticas.

Tlimite de longitud de onda larga.
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Propiedades térmicas

Capacidad calorifica térmica: Modelo de Debye

De la expresién para el calor especifico,

0

huwg dn
- = D _ sy D)= &
© =7 ZS:/W sWidw s —3 ¥V D) =55

se observa que, bajo el modelo de Debye, se tienen las siguientes
consideraciones:

e se reemplazan todas las ramas del espectro por sélo tres, todas con
la misma relacién de dispersion: w = vq.

e la integral planteada para la IBZ, es reemplazada por la integral en
una esfera de radio ¢p tal que:

vol. esfera de radio gp _ 4mq} /3  ¢hV WiV

"= vol. IBZ T (2n/a)3 T 6n2 . 2m20d

en donde n es el nimero de estados en ese rango.
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Propiedades térmicas
Capacidad calorifica térmica: Modelo de Debye
Tomando en cuenta lo anterior, la expresion del calor especifico es:

0 hws

3Vh 0 [wp  hw?
Co = ——=—=— ———dw,
2203 0T Jo  eflw —1
en donde se ha definido la frecuencia de Debye (wp = vgp) como
una medida de la maxima frecuencia fondnica presente en el sistema.

Para encontrar la expresion de la frecuencia de Debye, apliquemos el
teorema de Levingston:

WD wp Vw2 Vs

N = _D d == — D

0 (w)dw /0 27293 ¢ 67203
= w = v 6N v
D — % ’

en donde NN es el nimero de modos aclsticos en el sistema.
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Propiedades térmicas
Capacidad calorifica térmica: Modelo de Debye

De la expresion de C,

3Vh 8 [ep  hwd
c, = g [7h_w
v 2B T Jo  ePhw — 17

3Vkp kB>3 3 /l“D xle® hw
= — | T ——dx V 2= ——.
272 (vh o (er—12 " T T kT

En donde se ha utilizado,

hwp  Op
T kgT T
lo cual define la temperature de Debye:
Op = ) = o <67T2N>1/3.
kp kp V
Por tanto, el calor especifico queda expresado como:

T\? [zp  ple® fp
Cy, =9k N() / ————dx YV xp=—.
P \on ) o (e —1)? Per
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Propiedades térmicas
Capacidad calorifica térmica: Limite a bajas temperaturas

A bajas temperaturas, la expresién de C, en la aprox. de Debye es:

1274 T\3 0p
C,=—"—Nkg(— vV T < 2.
5 B(9D> =50

Ar
0p= 92K

13.33 "/

-
~
1
x

Heat capacity, in m] mol~* K~!
o
o
5

|

1.33 2.66 399 532 6.65 7.98
73, in K3
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Propiedades térmicas
Capacidad calorifica térmica: Temperatura de Debye
Temperaturas de Debye de algunos elementos

Elemento Op (K) Elemento ©Op (K)

Li 400 Ar 85
Na 150 Ne 63
K 100

Cu 315
Be 1000 Ag 215
Mg 318 Au 170
Ca 230

Zn 234
B 1250 Cd 120
Al 394 Hg 100
Ga 240
In 129 Cr 460
TI 96 Mo 380

wW 310
C(diamond) 1860 Mn 400
Si 625 Fe 420
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Propiedades térmicas

Capacidad calorifica térmica: Modelo de Einstein

Para tratar a las ramas épticas de una manera mas representativa, se
desarrollé el modelo de Einstein:

e acusticas: utiliza el
modelo de Debye sé6lo

Einstein Model
para estas 3 ramas,

e Opticas: reemplaza la ﬁ
frec. de cada una por E E H—
una frec. wg que es :
independente de q. e AN /

€

Debye Model
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Propiedades térmicas
Capacidad calorifica térmica: Modelo de Einstein
Por tanto, ahora C, tendrd dos contribuciones,
e acustica: dada por la relaciéon en el modelo de Debye,
e Optica: se considera que todos los modos (3V) contribuyen con la
misma frecuencia wg a la energia vibracional:

Dy(w) =0 (ws — wE)

por tanto, la energia vibracional queda como:

Uy = ZW*Z/D e,Bﬁws_l

q7
gort 3Nhwg
vib T eﬂhwE - 1’
Uy hwp\?  efhee
v = 2 = 3Nk .
- ¢ ar ~ 3Nks <k:BT> (eflws _ 1)
QE GBME h/.dE
B(T) (eBhwos — 1)2 kg
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Propiedades térmicas
Capacidad calorifica térmica: Modelo de Einstein
De la expresion de C), en el modelo de Einstein,

0p\> eBhwe
C, = 3Nks (E) e
T (erBhWE — 1)
analizamos el comportamiento a diferentes temperaturas:

Altas temperaturas (T > 0g) = C, =~ 3Nkp
Bajas temperaturas (T' < 0g) = C, = e Phwr

Sabemos que el limite de C,
Diamond ° R . .
== a bajas temperaturas es:
*10. =|1320K P ) P
i I
y 4
g . Oy ~ TSa
33 ~
i by
B2 £ indicando la aplicabilidad
L 7;( del modelo de Einstein a sélo
P4 la region odptica’del espec-
ek
0 01 02 03 04 1205 05 07 08 09 10 tro.
E
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Propiedades térmicas

Densidad de estados fondnicos
De manera frecuente se pueden encontrar expresiones de propiedades
que dependen de la dinamica de la red & que tienen la siguiente forma,

S Q@) =3 / L daQ(w,(a)).

por lo que es conveniente reducirlas a integrales que dependan de la
frecuencia unicamente,
/D(w

en donde se ha definido la densidad de estados fondénicos como el
nimero total de fonones con frecuencias en el rango w y w + dw entre
el volumen total del cristal,

w —ws(a))dq.

8como el calor especifico C,.
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Propiedades térmicas

Densidad de estados fondnicos

Una expresion mas tratable para
igui Alumi
D(w) es la siguiente, | Auminum

1% ds
2 =Y | G @

en donde la integral es sobre la
superficie en la IBZ en la cual
ws(q) = w.

g(w)in (10” Brad™ " - sec)

w (10" rad/sec)
Debido a la forma de D(w), se observa que para valores en los cuales

|Vws(q)| = 0 se presentaran singularidades, conocidas como singular-

idades de van Hove.

Omar De la Pefia-Seaman | IFUAP Fisica del Estado Solido — Maestria (Fisica)



Propiedades térmicas

Densidad de estados fonénicos
Para observar el origen de las singularidades de van Hove analicemos
conjuntamente la P-DOS y el espectro de dispersién ws(q) de Nb(bcc),

,00 10 10 [ 05 [l 00 [K0) 05

- Nb

N N [N
o o o
T 1 7 1

N
a
!

Frequency (meV)
S

O Exp.[18]
LDA
— GGA

r H =) r N (arb. units)
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Propiedades térmicas

Densidad de estados fondnicos

Analizando el comportamiento de D(w) en el modelo de Debye,

qu Silicon
D) = % [ il —wsla) 5
N
Vd £
Dp(w) = 3/ Va4 50— vg) 3
<‘ZD 27T S
2 Deb
- 271'2 / qué( - Uq) a aSprz)eximatign o
_ { 237‘:2 :)3 ) w < Wpj; !
o 4 8 12 16
0, w > Wwp Frequency v (10'2s™)

en donde wp = gpw.

Por tanto, con el modelo de Debye, sélo se puede asegurar cierto
acuerdo en D(w) a frecuencias en la vecindad de w = 0.
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Propiedades térmicas

Densidad de estados fondnicos
En una forma similar, en el modelo de Einstein tenemos una divisién
entre ramas aclsticas y épticas,

0) = ¥ [ i —wila)

= Einstein
E approx.
, . 3
Acusticas @
o
3V w? £
w 2 Debye
Dp = o2 3 w < wp, 8 approximation //’1%
I
Vpti | ¢
Opticas ] 8 12 16
qu Frequency v (10'2s™)
Dp(w) = Z/ (5(w—wE)
IBZ
= 3No(w— wE).

Lo anterior da resultados razonables, considerando que el width de una

rama optica no es muy grande para el célculo de Dg(w).
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Propiedades térmicas

Efectos anharmoénicos
Recordemos que del potencial de interaccién se analizé la expansién a
pequeios desplazamientos,

ou 1, (0%
U(r) = U(ro)—i-Ar(aT) §Ar ((%2>r0+...

de manera mas compacta, 1
P = V(r)= iCuQ,

7
U(r U(ro +Z A <8 U) , en donde,
o

: o V(r) = Ulr)=U(ro),
siendo la aproximaciéon har- ) )
mdénica en n = 2, O (8 e ) i

0o

82U> u = Ar=r—r.
o

1
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Propiedades térmicas

Efectos anharmoénicos
El modelo harmonico funciona bien para el calculo de propiedades
vibracionales y de calor especifico, sin embargo para otras no reproduce
las observaciones experimentales:

e no predice la expansion tér-
mica, / harmonico
e predice conductividad tér-
mica  infinita  (resistencia nharménico
térmica nula),

¢ |la capacidad calorifica con-
verge a un valor constante a
temperaturas intermedias (7' >
0p). v,
Para poder explicar tales fendmenos, es necesario expander el poten-
cial a términos mas alld de la aprox. harmoénica, es decir, términos
anharmonicos.

)

Energy

I
T,
'
H
H
i
H
H

Fisica del Estado Solido — Maestria (Fisica)
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Propiedades térmicas
Efectos anharmoénicos: expansién térmica
Calculemos la expansién térmica en el modelo harménico:

[, ze AU @) dy

— 2

U(zx) = ax®,

en donde,
/ 2ePU@) gy :/ ze Pl dr =0 = (x) = 0.

Para obtener el comportamiento de (x), es necesario incluir efectos
anharménicos,

U(z) = az® —bx® —cz* V¥ a,b,¢ >0,

en donde:

e término cibico: representa la asimetria de la repulsién mutua de
los dtomos /iones.

e término cuartico: representa el softening de las vibraciones a grandes
desplazamientos.
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Propiedades térmicas
Efectos anharmoénicos: expansién térmica
Calculando con el potencial anharménico la expansién térmica:

/oo e—ﬁU(ac)dm _ /Oo efB(aIbeﬁ—cx“)dx _ /oo e—ﬁa:chx _ L 9
—o0

—00 —00 Ba’

en donde se ha utilizado el menor grado en la expansién de U(x) para
obtener resultados diferentes de cero.

Calculando ahora la siguiente parte de la integral,

/OO xefBU(z)dx _ /oo xe—ﬂ(azQ—bx3_cx4)dx

— 00 —0o0

~ / ze~Paz? (1 + Bba® + ﬁcm4> dx
en donde se ha considerado,

PO o) 1 4 Bbad + Beat ¥ 1+ Bbad + Bert < 1.

. oo
%integral de Gauss: I° e
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Propiedades térmicas

Efectos anharmoénicos: expansién térmica
Del resultado anterior se obtiene:

00 00
/ 2 BU@) 1 / ge—Baz? (1 + Bba® + ,60:1:4) dx

o0
o0 2 3/ b
~ /_Ooﬂbx e Py = [ <a5/2>ﬁ 8/2,
en donde se ha explotado la paridad de las funciones.
Relacionando los res. obtenidos: I

ffooo me*ﬁU(m)dm 5467- Solid ;r 'l'dplepoint—’;j —_1.62
(@) ffooo e—BU@) dy < 542 . / s
e - g
= 4@3;)& = %kBTa %538" 1170§
= (z) x T, 2 sm / _1_.,4Q

resultado aplicable en el limite saop—" :m

clasico. L

Temperature, in K
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Propiedades térmicas

Efectos anharmoénicos: conductividad térmica
La conductividad térmica K se define con respecto al flujo de calor,
en estado estable, a través de una barra con gradiente de temperatura:

dT
- g
J dzx

en donde j, es el flujo de energia térmica, o la energia transmitida
por unidad de area, por unidad de tiempo.

Existen diferentes contribuciones a la conductividad térmica,
e Efectos extrinsecos
o impurezas o imperfecciones en el material,

o tamafio de la muestra (cristal): modos aciisticos interactuando con las
fronteras del sistema.

efecto isotdpico: distribucién no-uniforme de las masas atémicas en el
material.

e Efectos intrinsecos

o interaccién fonén-fonén.

Omar De la Pefia-Seaman | IFUAP Fisica del Estado Solido — Maestria (Fisica)



Propiedades térmicas

Efectos anharmoénicos: conductividad térmica

La interaccion fonon-fonén no es considerada en la aprox. har-
maonica, en cambio, las contribuciones anharmaonicas son las que dan
origen a tal interaccién: 10

Términos cubicos Términos cuarticos
q; Ay %
VM- v vt
Qi R )
9z O A
Gz Oy U3
Wi
1°C. Herring, Phys. Rev. 95, 954 (1954).
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Propiedades térmicas

Efectos anharménicos: conductividad térmica
No todas las int. fonén-fonén contribuyen a K, sélo aquellas en las
cuales el momento total del gas de fonones cambia por tal interaccion.
Proceso Normal (N) Proceso Umklapp (U)

Y y

a1 + 92 = qs3, Qi +q2 =q3 + G,

no produce resistividad térmica. si produce resistividad térmica.
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Propiedades térmicas

Efectos anharmoénicos: conductividad térmica

Para el célculo de la conduc-
tividad térmica, consideremos el
flujo de particulas en la direccién
x en un espécimen, dado por:

. 1
Jv = in <U-’E> )

en donde n es la concentracién
de moléculas.

Ademas, si existe un desplaza-
miento entre regiones a temps.
AT +T a T, se estard donando
una energia cAT.
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Ahora, AT entre los puntos del
camino libre medio sera,

dT drT
AT = %ZI = % </UCE> T,

por tanto el flujo total es:

dT

Jv = —n{vg)cAT = —n <v§> T
1 ACHINT | 4T

= —gn <'U >CTE = —§C0l%

en donde [ = vr, C = nc, siendo
K = %Cvl.
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