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4. Electrén en un potencial periddico
4.1 Modelo del electrén cuasi-libre y funciones de Bloch
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Modelo del electrdon cuasi-libre

Motivacién del modelo del electrén cuasi-libre

DOS Metal DOS Semiconductor/Aislante
A s
g 2
z 3
o =
s $
e e
energy (arb. units) anargy (arb. units)
1/2
D(e) o €2, D(ep) =0,
e(k) o k? (esq. continuo), =0 AV<g,
)
o «x nt>0. >0 AV > .

En el modelo del gas de electrones libres no existe el fendmeno de

brecha o gap de energia .
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Modelo del electrdon cuasi-libre

Modelo del electrén cuasi-libre

Gas de electrones libres Gas de electrones cuasi-libres
JEERN s Vix)
band N M a
’ /\ m / |
foo e Los iones (positivos) represen-
tan un potencial periodico muy
pequeno.

e tal potencial es de corto al-

: " . cance.
e Los iones (positivos) se consid-

eran como una carga de back-
ground.

e |los e~ mantienen como U(nica
interaccion entre ellos al tér-

0 . mino de Pauli.
o |os electrones sélo interaccionan

via el principio de exclusi6n
de Pauli.
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Modelo del electrdon cuasi-libre

Propiedades generales de simetria

Considerando la inclusién de un
potencial periédico V (r) # 0,

Vir) =
Vr, =

V(r+ry,),
nia + ngaz + nzas,

siendo aj, as, a3, los vectores de
la red en el espacio real, con

ni, No, Ny € 7.
Omar De la Pefia-Seaman | IFUAP

Fisica del Estado Solido — Maestria (Fisica)

Por tanto, se debe resolver la sig.
ec. de Schrodinger,

Hiy(r) = ep(r),
vH = —(h/2m) V24 V().

Expandiendo en el espacio de
Fourier el potencial, debido a la pe-
riodicidad de la red,

Z VG eiGT’
G

hgy + kga + lg3,

Vir) =
vV G =

en donde g1, g2, g3, representan
vectores de la red reciproca, con
h, k,l €Z.




Modelo del electron cuasi-libre
Propiedades generales de simetria para un potencial periddico
Expandiendo los orbitales en ondas planas, para poder resolver la ec.

de Schrodinger, ‘
w(r) _ Z Ck ezk.r,
k

siendo k un punto/vector del espacio reciproco compatible con las
condiciones de periodicidad de la red:

ky = 0,+2n/L, +4n/L, ... £27mn,/L,
ky = 0,+2n/L, +4n/L, ... £27n,/L,
k. = 0,+2n/L, +4n/L, ... £2mn,/L.

Con tales expresiones para V(r) y 1)(r) expresamos la ec. de Schrédinger
en el espacio de Fourier,

[ (7/2m) V2 + V()| w(r) = eplr),

hz iGr ikr ik-
= [—MV2+%:VgeG‘|Zk:Ck€k = EXk:C'kekr-
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Modelo del electrén cuasi-libre
Ecuacién de Schodinger en el espacio de Fourier
De la ec. anteriormente obtenida,

l—v2 ZVGe’Gr ZC’ke erCkeik'r,
k

n*k? k- i(k+G)-
(5o e
k k G
renombrando los indices 1 se tiene,

h2k? ; ;
Z ( — 6) Ck €Zk'r + Z Z Ck—GVG €Zk'r = 0,
k G

" 2m
= ZeZkr ﬁ—e C +ZC acVg| = 0
- om k k )

'k 2K yluego k' + G = k.
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Modelo del electrdon cuasi-libre

Ecuacién secular en el espacio reciproco

La ecuacidn secular obtenida anteriormente,

h2k?
T—E Ck+ZCk_GVG:O,
m G

acopla los coeficientes de expansién Ci que difieran entre ellos por
sélo un vector reciproco:

Cx estd acoplado a Cyx_g, Ck_a/, Cx_gry. -,

por tanto, del sistema de ecs. cada una dara una solucién que se puede
expresar como una superposicion de ondas planas cuyo k difiere sélo
por un vector G,

Yi(r) = Y Cie™™ = di(r) = Ciog ™,
k G
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Modelo del electrdon cuasi-libre

Teorema de Bloch
De la expresién deducida para los orbitales,

Yk(r) = ch g e lzck ce ¢ 'rl e,
Y(r) = uk(l‘) Y (r ch ce ‘GT,

es decir, el orbital representa una onda plana modulada por uy(r).

Analizando la funcién uy(r),

uk(r) = > Ci_ge ¢,
G

= ug(r+r, = Z Ck_Ge—iG~(r+rn) _ Z Ck_Ge_iG're_iG'r",
G G
perO G-rn = 277@ v an’
uk(r) = wuk(r+r,) <+ ondas de Bloch.

El resultado anterior se le conoce como el teorema de Bloch.
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Modelo del electron cuasi-libre
Teorema de Bloch: propiedades de periodicidad

Analizando la periodicidad de los

. 1.
orbitales, = tYrig = uge™ T,
Yk = uge™T, SooYkre = Yk
_ —iG-r _ikr i . .
= ch—Ge € Finalmente, analizando la period-

G icidad de las energias,

haciendo G — G’ y analizando el i _ ek
orbital cuando k — k + G, Ur(r) = e(k)vi(r),

iy en T30 = e+ Ga(r),
wk-f—G = Z Ck—}—G_G/ei(G *G)'relk-rj
¢ pero Yxirg = Yk,

y renombrando G” = G’ — G, Hy(r)

cooek) = ek+G).
Y+ = [Z Ck—Gﬂezcn'r] e,

G//
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Modelo del electrdon cuasi-libre

Teorema de Bloch: periodicidad de los orbitales
p-type lattice-periodic function uy (x)

Gas de electrones
libres

T/Jk (I') = eik~r7

Gas de electrones
cuasi-libres

Y (r) = uk(r)eik'r,

uk(r) = Z Ck_Ge_iG'r.
G
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Real part of

Bloch wave uy (x) cos (kx + §)

AN AN
"

N
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Contenido: Tema 04

4. Electrén en un potencial periddico

4.2 Estructura electrénica en un potencial peridédico: metales y aislantes

Omar De la Pefia-Seaman | IFUAP Fisica del Estado Solido — Maestria (Fisica)



Estructura electrénica en un potencial periédico

Ecuacién secular: consideraciones generales

Consideremos un sistema 1D, de la ecuacién secular,
Vix)
a h2k?
X — — € Ck—i—z Cx_cVae =0,
2m G
o I obtenemos también la ex. para
— ,ﬁi_é PP * k= k — G, (haciendo G — G’),

h?
(2 k- GJ* - 6) Ck-c +Y_ Ck-g-a'Va =0,
m G

renombrando variables mudas: G + G’ — G”, entonces obtenemos,

< ‘k = G|2 = 6) Cx_qg + Z Cx_c"Vai_g =0.
m G//
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Estructura electrénica en un potencial periédico

Calculo del espectro de energia
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De la ecuacién anterior se
puede obtener una expresion
para los coeficientes Cx_q,

>a Ck-aVar-c
72 2

Cx-g =

para pequeias perturba-
ciones, a 1ra aprox. al calculo
de Cyx_g aplicamos las sigu-
ientes consideraciones:

o ¢~ h2k?/2m,

e . s6lo los Cyx_g mas
grandes tendran validez en la
expansion,

2

e = k2~ k- GJ°.

Fisica del Estado Solido — Maestria (Fisica)

De la relacién secular para k, anal-
icemos expandiendo hasta G, es de-
cir, sin considerar términos de orden

G, G",...

h2k?
(2 — 6) Cx + ch_gv(; =
m G

h2k?
<2m - 6) Cx + CeVo+ Cx_gVe =
h%k?
<2m = E) Cx+Cx_gVa =C

en donde Vy =0 para G = 0.




Estructura electrénica en un potencial periédico
Calculo del espectro de energia
Ahora, para el caso de k — G, se tiene:

h?
( k- GJ* - 6) Ck-c+ Y Ckg'Var-g = 0,
m G//

h2
(m |k — G’Q — 6) Cxk-c+ Vg + CkcWo = 0,
h? 9
= 7|k—G| —€| Ck_g+ Vg = 0,
2m
por tanto tenemos que resolver el siguiente sistema,

h2k?
k: (m — 6) Cx + Cx_agVa =0,
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Estructura electrénica en un potencial periédico
Calculo del espectro de energia
El sistema anterior lo podemos definir como un sistema matricial,

%—6 Ve Cx —0
Ve Lk-GP-¢|Ckc|

para que tenga solucién el determinante se debe eliminar,

0 21.2 2
€ — € Va - o Pk 0 h
VG 6&7(; e = 0, donde. €k = k-G = 7 ‘k G‘

o2m’

y considerando que el potencial es simétrico: Vg = V_g.

Resolviendo el determinante llegamos a lo siguiente,
2
0 = (eﬂ — e) (eﬂ_G — 6) — Vgl
2 2
0 = € —e(eg—l—eﬁ_(}) — Vel

0 0 0 0 1/2
S <€k—G2+€k>il<ek—G2 €k>+|VG|2] 7
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Estructura electrénica en un potencial periédico

Calculo del espectro de energia

Recordando que, a primera aproxi-
macién se tenia que,

k’~ |k — G|?,
= G- (G-2k)=0,
G/2 =k,

es decir, la maxima perturbacién
en el espectro de energia ocurrird
cuando G sea maximo, es decir,
en la frontera de la IBZ.

Por tanto, consierando k? =
|k — G|?, obtendremos
e g, Ve =hk%/2m,

& € g =h*k—GJ*/2m.
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Analizando en esta condicién la
diferencia en energia del espectro
obtenido:

0 0
€ +e
€ — (k— GQk>+

QO 0 1/2
E ch2 k) + [Va/?

Ae=et — e =2|Vg],

es decir, la diferencia entre val-
ores de energia en la frontea de
la IBZ sera dos veces la G-ésima
componente de Fourier del poten-
cial.




Estructura electrénica en un potencial periédico
Estructura de bandas

1ra zona de Brioullin

Zona extendida
E E
Allowed
band U U U \) U U
Forbidden band
f\ I/\
Allowed
band
/ \ Forbidden band~ ~
Aliowed
/\ AR band /WV\/\/
\8 \ Forbidder band
llowed band
2_1-[ T T 2t ! x i i T y
T ¢ ¢ & Fok sF 2F -Fo§ o s
G=2t
a

Brillouinzone
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Estructura electrénica en un potencial periédico

Estructura de bandas: metales y aislantes

Aislante Metal/Semimetal Metal
Eb \ Eﬁ g‘e el
g g g
= = =
—€p
0 m 0 a 0 w
— a F— a e — a

e Aislante: existen bandas completamente vacias, bandas de con-
duccion, que estan separadas por las de valencia (bandas llenas)
por un gap de energia amplio.

e Metal: existe un traslape en bandas de energia parcialmente llenas.

e Semimetal: cuando el traslape en estados es pequeiio.

Fisica del Estado Solido — Maestria (Fisica)
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4. Electrén en un potencial periddico

4.3 Modelo de Kronig-Penney
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Modelo de Kronig-Penney

Potencial periédico: serie de potenciales cuadrados

Ulx)

—a+b) =b 0 a a+b X —>

Un potencial periédico para el cual
la ecuacién de Schrodinger puede 0 0<z<a, (1
ser resuelta de manera sencilla, es U(z) = Up —b<az<0, (I
el arreglo de potenciales cuadra-
dos, propuesto por Kronig y Pen-
ney.
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Modelo de Kronig-Penney

Potencial periédico: ecuacién de onda
Ulx)

LU

~a+b) b 0 aa+b

Recordando que la ecuacién de  Proponiendo para la region | (0 <

onda viene dada por, x < a) la siguiente solucién,
hZ d2 — KT —iKT
_77@5 +U(z) = e, P Ae"™™ 4+ Be ,
2m dx Ve = hw%/2m.
en donde, Para la region Il (=4 < z' < 0),

(1) dentro de la barrera, se propone:

U(z) = 0 O0<z<a,
)l U -b<ax<0, (Il) b = Cet 4 De 9,

V Uy—e = h%¢*/2m.

Fisica del Estado Solido — Maestria (Fisica)
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Modelo de Kronig-Penney

Potencial periédico: condiciones de frontera
Ulx)

Uo

—(a+b) b 0 a a+b r—

La solucién completa debe de  Por tanto, la sol. en la regién a < x <
cumplir con la forma de los a4+ b debe relacionarse con la sol. en la
orbitales en pot. periddicos: region —b < x < 0 como:
Ye(r) = we(r)e™T Y(a <z < a+b) = h(=b < z < 0)e*@+?)
Vo oug(r) = ug(r+ry,), lo cual define la solucién completa,
junto con las condiciones de frontera:
donde la dltima expresion
representa el teorema de Y(z =0,a)1 = P(z = 0, a)m,

Bloch.
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Modelo de Kronig-Penney
Potencial periédico: condiciones de frontera
De las soluciones propuestas de los orbitales para ambas regiones,

Y1 = Ae™ + Be " & ohpp = Cet” + De 9,
Yp =ik (Aeim - Be*im) & Y =q(Ce? — De™ %),
aplicamos las condiciones de continuidad y diferenciabilidad en = = 0:
Y(e=01=¢(x=0n = A+B=C+D,
P(x=01=9(x=0n = ik(A—-B)=q(C-D).
Para el caso de la frontera = = «a,
P(z = a)1 = Y(z = a)ir = Y(x = —b)e @),
=  Aei" 4 Beiha — (Ce—qb +D6qb> eik(a—&-b)’
¥'(z = a) =¥ (z = a)u =9 (z = —b)e* ),
= ik (Aei”m — Be_i’m> =q (Ce_qb — Deqb) PCand
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Modelo de Kronig-Penney
Potencial periédico: solucién
De las cuatro ecuaciones se construye un sistema de ecuaciones,

A+B-C—-D = o0,

ikA—ikB—qC+qD = 0,

Aeira + Be ira _ Cefqbeik(aer) - Deqbeik(aer) - 0

ikAett _ ik Be e _ qcefqbeik(aer) + qDeqbeik(aer) = 0,
1 1 -1 -1 A
1K —iK —q q B

eika e—iKa —e—tbeik(atb)  _ oqbyik(a+b) C = 0,

ik _jepika _qe—qbeik(a—l-b) qeqbeik(a-f—b) D

el cual tendra solucién si el determinante de los coeficientes A, B, C,
y D se anula, dando como resultado,

[(q2 — /12) /2q/<a} Senh gbSen ra + Cosh gbCos ka = Cos k (a + b) .
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Modelo de Kronig-Penney
Potencial periédico: aproximacién del potencial a serie de funciones delta
Considerando a las barreras de potencial como funciones delta per-

iddicas,
Ulx) ]
______ Uy
3(x)
‘ \ ‘ \ I 1
—(a+b) b 0 a a+b X —

aplicando el limite a las condiciones del problema, se tiene:
b—=0 = Uy—oo > bUy=cte. = ¢*ba/2 = P = cantidad finita,

en tal limite se tiene que ¢ > Kk y ¢b < 1, por tanto, la ecuacién
previamente obtenida se aproxima de la siguiente manera,

[(QQ - /432) /2qm} Senh gbSen ka + Cosh gbCoska = Cosk(a+b),
= (P/ka)Senka+ Coska = Coska.
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Modelo de Kronig-Penney
Potencial periédico: valores prohibidos
Graficando la solucién en el limite de funciones delta periddicas:

€
(P/Ka) sin Ka + cos Ka

_ s A B 4 | S LN AN - .
—4ar 2 21 4 Ka
N

R ~

Los valores permitidos para la energia seran aquellos en donde la sol.
obtenida se encuentre entre —1 y +1, es decir:

h2K? 2me\ /2
Ee=—— = Ka=|—5 a > solucién € {—1,+1}.
para cualquier otro valor de ka se tendrdn valores prohibidos de la

energia.
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Modelo de Kronig-Penney

Potencial periédico: gaps de energia

La estructura de bandas viene

Lrmi 20,
dada en términos del vector de I 1 T
onda de Bloch,
€= h2k2/2m, . 15—
E
siendo los rangos determinados ‘i
por la condicién, < 10
=z
|(P/ka)Sen ka + Cos ka| < 1, f
5_
donde, y
//
~
2me\ /2 0_14”
= h2 a T 2 3w 4
ka

Por tanto, tendremos gaps de energia en ka = 7, 27, 37, ....
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