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Arreglo periódico de átomos
Fundamentos: red y bases

a1 

a2 

Vectores primitivos de la red Red 

Base 

rn 

Vectores de la red

rn = n1a1 + n2a2 2D
rn = n1a1 + n2a2 + n3a3 3D

en donde n1, n2, n3 ∈ Z.

red + base = cristal periódico 
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Arreglo periódico de átomos
Vectores primitivos de la red

La selección de los vectores primitivos de la red no es única, sin
embargo ésta debe cumplir con la definición del vector de la red,

rn = n1a1 + n2a2 + n3a3 ∀ n1, n2, n3 ∈ Z.

No es vector 

de la red !! 
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Arreglo periódico de átomos
Celda unitaria

La celda unitaria 1 llenará todo el espacio por medio de repeticiones
de determinadas operaciones de traslación.

Siendo que la elección de la celda unitria no es única.
1Definida en términos de los vectores de la red.
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Arreglo periódico de átomos
Celda primitiva

La celda primitiva (unitaria) es la celda de menor volumen en el
cristal, y siempre contendrá sólo un punto de la red.

La base asociada a una celda primitiva se le conoce como base prim-
itiva y es la que contiene menos átomos que cualquier otra.
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Arreglo periódico de átomos
Base: ejemplos
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Estructuras cristalinas fundamentales, índices de Miller
Redes bidimensionales (2D)

En dos dimensiones existen cinco redes de Bravais.

Red oblicua

|a1| 6= |a2|; φ 6= π/2.

Red cuadrada

|a1| = |a2|; φ = π/2.

Red rectangular

|a1| 6= |a2|; φ = π/2.
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Estructuras cristalinas fundamentales, índices de Miller
Redes bidimensionales (2D)

Red hexagonal

|a1| 6= |a2|; φ = 2π/3.

Red rectangular centrada

|a1| 6= |a2|; φ = π/2.
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Estructuras cristalinas fundamentales, índices de Miller
Redes de Bravais en 3D

En tres dimensiones, existen 7 sistemas de redes diferentes, con 14
redes de Bravais.
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Estructuras cristalinas fundamentales, índices de Miller
Redes de Bravais en 3D

(P) (C) 

(P) (C) (I) (F) 

a ≠ b ≠ c 

Triclinic (P) 

a ≠ b ≠ c 

Monoclinic 

α = β=  = 90° 

Orthorhombic 
Omar De la Peña-Seaman | IFUAP Física del Estado Sólido − Maestría (Física) 13/51

13/51



Estructuras cristalinas fundamentales, índices de Miller
Redes de Bravais en 3D

α = β=  = 90° 

Tetragonal 

a = b= c 

Trigonal 

(P) (P) 

a = b ≠ c 

Hexagonal 

a = b= c 

Cubic 

α = β=   = 90°  

(P) (I) (F) 

(P) (I) 
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Estructuras cristalinas fundamentales, índices de Miller
Propiedades de redes cúbicas

sc (P) bcc (I) fcc (F) 
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Estructuras cristalinas fundamentales, índices de Miller
Propiedades de redes cúbicas: bcc

Celda convencional y primitiva

La arista de la celda primitiva es√
3a/2 con un ángulo de 109◦28′.

Vectores primitivos

a1 = (x̂ + ŷ− ẑ) a/2,
a2 = (−x̂ + ŷ + ẑ) a/2,
a3 = (x̂− ŷ + ẑ) a/2.
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Estructuras cristalinas fundamentales, índices de Miller
Propiedades de redes cúbicas: fcc

Celda convencional y primitiva Vectores primitivos

a1 = (x̂ + ŷ) a/2,
a2 = (ŷ + ẑ) a/2,
a3 = (ẑ + x̂) a/2.
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Estructuras cristalinas fundamentales, índices de Miller
Estructuras cristalinas comunes: cloruro de sodio (NaCl), B1

La estructura NaCl (B1) es una red fcc compuesta por una base de
dos átomos, Na:(0 0 0) y Cl:

(
1
2

1
2

1
2

)
.

Na 

Cl 

Existen cuatro unidades de la base en la celda unitaria (convencional),
cuyas posiciones 2 de los átomos son:

Na : (0 0 0);
(

1
2

1
2 0
)

;
(

1
2 0 1

2

)
;
(
0, 1

2
1
2

)
.

Cl :
(

1
2

1
2

1
2

)
;
(
0 0 1

2

)
;
(
0 1

2 0
)

;
(

1
2 0 0

)
.

2en términos de la celda convencional.
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Estructuras cristalinas fundamentales, índices de Miller
Estructuras cristalinas comunes: cloruro de cesio (CsCl), B2

La estructura CsCl (B2) es una red cúbica simple (sc) compuesta por
una base de dos átomos, Cs:(0 0 0) y Cl:

(
1
2

1
2

1
2

)
.

Cs 

Cl 

Existe sólo una unidad de la base en la celda unitaria (convencional),
cuyos átomos tienen las posiciones de una bcc: Cl en el centro, y Cs
en las esquinas.
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Estructuras cristalinas fundamentales, índices de Miller
Estructuras cristalinas comunes: hexagonal compacta (hcp)

La estructura hcp es una red primitiva hexagonal, compuesta por una
base de dos átomos.

Vectores primitivos

t1 =
(√

3a/2, −a/2, 0
)

;
t2 = (0, a, 0) ;
t3 = (0, 0, c) .

Posiciones de la base

atom0 = (0, 0, 0)C = (0, 0, 0)P ;

atom1 =
(
a/
√

3, 0, c/2
)

C

= (2a/3, a/3, c/2)P .
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Estructuras cristalinas fundamentales, índices de Miller
Estructuras cristalinas comunes: diamante

La estructura diamante consta de una red primitiva fcc, compuesta
por una base de dos átomos idénticos, por tanto cuenta con ocho
átomos en la celda.

1 

0 

Posiciones de la base

atom0 = (0, 0, 0) ;

atom1 =
(1

4 ,
1
4 ,

1
4

)
.

La estructura diamante se puede
considerar como una celda fcc
doble, siendo una de ellas de-
splazada (1/4, 1/4, 1/4) sobre la
diagonal del cuerpo.
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Estructuras cristalinas fundamentales, índices de Miller
Estructuras cristalinas comunes: zincblenda

• La estructura zincblenda
(ZnS) es una estructura
diamante, compuesta por
una base de dos átomos de
diferente especie.

• Las coord. de la base son:

Zn@ 0 : (0, 0, 0) ;

S@ 1 :
(1

4 ,
1
4 ,

1
4

)
.

1 

0 

• La celda convencional es una cúbica simple que cuenta con 4
moléculas de ZnS por celda.

• La zincblenda no posee simetría de inversión.
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Estructuras cristalinas fundamentales, índices de Miller
Estructuras cristalinas y parámetros estructurales de elementos
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Estructuras cristalinas fundamentales, índices de Miller
Índices de Miller

La orientación de un plano es determinada por los índices de Miller,
los cuales se obtienen mediante el siguiente procedimiento.

1. Encontrar las intersecciones del
plano con los ejes en términos de
las constantes de red.

2. Tomar los recíprocos de los
números encontrados. Si la inter-
sección es el infinito, entonces el
índice es cero.

3. Reducirlos a tres enteros con la
misma proporción.

4. El resultado, encerrado en parén-
tesis (hkl), se le conoce como el
índice del plano.

1. 3a1, 2a2, 2a3 ⇒ 3, 2, 2.
2. 1/3, 1/2, 1/2.
3. 6/3, 6/2, 6/2 ⇒ 2, 3, 3.
4. (2 3 3).
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Estructuras cristalinas fundamentales, índices de Miller
Índices de Miller: ejemplos

1. 1x̂, 1ŷ, 1ẑ;
2. 1, 1, 1;
3. 1, 1, 1;
4. (1 1 1).

1. (1/2)x̂, (1/2)ŷ, 1ẑ;
2. 2, 2, 1; . . . 4. (2 2 1).
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Estructuras cristalinas fundamentales, índices de Miller
Índices de Miller: ejemplos

Si el plano corte un eje en la sección negativa, se coloca un guión por
encima del índice correspondiente: (h k̄ l).
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Red recíproca: difracción de rayos X
Procesos de difracción: rayos X

La estructura cristalina se analiza por medio de procesos de difracción
de fotones, neutrones y/o electrones.

• Rango de valores de
parámetro de red:
3.0− 20.0 Å.

• Se requiere de una lon-
gitud de onda similar al
parámetro de red, para ex-
traer información del cristal.

• Fuente ideal (parámetros de
red pequeños): neutrones,
con la problemática de baja
disponibilidad de fuentes.

• Fuente más adecuada (rango
amplio): rayos X.
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Red recíproca: difracción de rayos X
Ley de Bragg

Red formada por planos paralelos
separados una distancia d.

Consideraciones
• Ondas incidentes son reflejadas
elásticamente y de manera es-
pecular (θin = θout).

• Los planos que dan origen
a la difracción son paralelos
(formados por los átomos del
cristal).

• Cada plano refleja sólo una pe-
queña fracción de radiación.

Para que los rayos difractados sean observados, se debe tener una
interferencia constructiva de todos los planos del cristal:

dif. de recorrido = mult. entero de λ ⇒ 2dSen θ = nλ.

lo que se conoce como la ley de Bragg.
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Red recíproca: difracción de rayos X
Ley de Bragg

De la ley de Bragg observamos:

2dSen θ = nλ

pero: Sen θ ≤ 1 ⇒ λ ≤ 2d.

es por ello que λ de la fuente
debe ser pequeña (comparable al
parámetro de red) ∴ el rayo inci-
dente debe ser muy energético.

Sólo determinados valores de θ aportan una interferencia constructiva
de todos los planos, dando una dispersión intensa.

Silicio 

Normalmente cada plano refleja de 10−3 a 10−5 de la radiación in-
cidente, por lo que se necesitan del orden de 103 a 105 planos que
contribuyan a la formación del haz dispersado.
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Red recíproca: difracción de rayos X
Amplitud de la onda dispersada

Para determinar la intensidad de la dispersión, se debe considerar la in-
fluencia de la base atómica del cristal, es decir, la distribución espacial
de la densidad electrónica, n(r).

Para un cristal, el vector T representa la periodicidad del mismo,

T = u1a1 + u2a2 + u3a3 ∀ ui ∈ Z & aj = vectores base de la red,
⇒ n(r) = n(r + T).

Explotando las propiedades de periodicidad del sistema, expresamos
n(r) en el espacio de Fourier,

n(r) =
∑
G
nGe

iG·r,

∀ nG = 1
Vc

∫
cell

dV n(r)e−iG·r,

en donde Vc el es volumen del cristal.
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Red recíproca: difracción de rayos X
Amplitud de la onda dispersada

De la expansión de la densidad en el espacio de Fourier, se deben
determinar los G que hacen invariante n(r) ante T, los cuales son
definidos como,

G = v1b1 + v2b2 + v3b3 ∀ vi ∈ Z,

en donde los bi son los vectores base de la red recíproca, y vienen
definidos en términos de los aj ’s:

bi = 2π aj × ak

ai · (aj × ak) ∀ bi · aj = 2πδij .

Con esta definición, calculamos la propiedad de periodicidad de n(r),

n(r + T) =
∑
G
nGe

iG·reiG·T =
∑
G
nGe

iG·r = n(r),

donde: eiG·T = exp [i(v1b1 + v2b2 + v3b3) · (u1a1 + u2a2 + u3a3)] ,
= exp [i2π(v1u1 + v2u2 + v3u3)] = 1.
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Red recíproca: difracción de rayos X
Amplitud de la onda dispersada: condiciones de difracción

Teorema
El set/conjunto de vectores recíprocos de la red (G) determinan los
posibles rayos X reflectados.

La diferencia de fase entre el rayo incidente y el reflectado es,

exp
[
i
(
k− k′

)
· r
]
,

en donde k representa el vector de onda del rayo incidente, y k′ el
correspondiente al reflectado.
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Red recíproca: difracción de rayos X
Amplitud de la onda dispersada: condiciones de difracción

La amplitud de la onda dispersa por unidad de volumen, se considera
proporcional a la concentración local de carga n(r).

Por tanto, la amplitud total A de la onda dispersada (radiación elec-
tromagnética) en dirección k′ es proporcional a:

A ∝ F =
∫
dV n(r)exp

[
i(k− k′) · r

]
=

∫
dV n(r)exp [−i∆k · r] ∀ ∆k = k′ − k,

en donde F se le conoce como la amplitud de dispersión, y ∆k
como el vector de dispersión.

Introduciendo ahora la expresión de n(r) en el espacio de Fourier,

F =
∑
G

∫
dV nGexp [i(G−∆k) · r] ∀ n(r) =

∑
G
nGexp [iG · r] ,

= nGV, cuando ∆k = G.
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Red recíproca: difracción de rayos X
Amplitud de la onda dispersada: dispersión inelástica

En el caso de dispersión inelástica, la energía de los fotones ~ω se
conserva:

~ω = ~ω′ → ~c|k| = ~c|k′| → |k| = |k′|.

Ahora, de la condición para que se tenga dispersión, se tiene:

∆k = G → k′ − k = G → k + G = k′ → (k + G) = k′2,

expandiendo:

k2 + 2k ·G +G2 = k′
2 → 2k ·G +G2 = 0 ∀ k2 = k′

2
,

debido a que tanto G como −G son vectores de la red recíproca,
entonces

2k ·G = G2,

lo que se conoce como la condición de difracción.
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Zonas de Brillouin
Condición de difracción y celda recíproca primitiva

Una zona de Brillouin se define como una celda primitiva de Wigner-
Seitz (WS) en el espacio recíproco.
De la condición de difracción,

2k·G = G2 ⇒ k·
(G

2

)
=
(
G

2

)2
,

1 
2 

Analizando la constr. para k1,
k1 · (GC/2) = k1(GC/2)Cos θ1

pero Cos θ1 = (GC/2)/k1

⇒ k1 · (GC/2) = (GC/2)2.

Para k2:
k2 · (GD/2) = k2(GD/2)Cos θ2

pero Cos θ2 = (GD/2)/k2

⇒ k2 · (GD/2) = (GD/2)2.

∴ la IBZ exhibe todos los k que
pueden ser difractados en un cristal
siguiendo Bragg.
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Zonas de Brillouin
Primera zona de Brillouin: cúbica simple (sc)

Red primitiva

a1 = (1, 0, 0) a,
a2 = (0, 1, 0) a,
a3 = (0, 0, 1) a.

Red recíproca primitiva

b1 = (1, 0, 0) 2π/a,
b2 = (0, 1, 0) 2π/a,
b3 = (0, 0, 1) 2π/a.

Coordenadas puntos de alta simetría
Notación Primitivas Cartesianas

Γ (0, 0, 0) (0, 0, 0)π/a
X

(
1
2 , 0, 0

)
(1, 0, 0)π/a

M
(

1
2 ,

1
2 , 0
)

(1, 1, 0)π/a
R

(
1
2 ,

1
2 ,

1
2

)
(1, 1, 1)π/a

La región denotada por los pun-
tos de alta simetría se le conoce
como la irreducible de la IBZ,
ocupando una fracc. de 1/48.
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Zonas de Brillouin
Primera zona de Brillouin: bcc

Red primitiva

a1 = (−1, 1, 1) a/2,
a2 = (1, −1, 1) a/2,
a3 = (1, 1, −1) a/2.

Red recíproca primitiva

b1 = (0, 1, 1) 2π/a,
b2 = (1, 0, 1) 2π/a,
b3 = (1, 1, 0) 2π/a.

Coordenadas puntos de alta simetría
Notación Primitivas Cartesianas

Γ (0, 0, 0) (0, 0, 0)π/a
H

(
1
2 , −

1
2 ,

1
2

)
(0, 2, 0)π/a

P
(

1
4 ,

1
4 ,

1
4

)
(1, 1, 1)π/a

N
(
0, 0, 1

2

)
(1, 1, 0)π/a

La irreducible ocupa una fracción
de 1/48 de la IBZ.
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Zonas de Brillouin
Primera zona de Brillouin: fcc

Red primitiva

a1 = (0, 1, 1) a/2,
a2 = (1, 0, 1) a/2,
a3 = (1, 1, 0) a/2.

Red recíproca primitiva

b1 = (−1, 1, 1) 2π/a,
b2 = (1, −1, 1) 2π/a,
b3 = (1, 1, −1) 2π/a.

Coordenadas puntos de alta simetría
Notación Primitivas Cartesianas

Γ (0, 0, 0) (0, 0, 0)π/a
X

(
1
2 ,

1
2 , 0
)

(0, 2, 0)π/a
L

(
1
2 ,

1
2 ,

1
2

)
(1, 1, 1)π/a

W
(

3
4 ,

1
2 ,

1
4

)
(1, 2, 0)π/a

∆
(

1
4 ,

1
4 , 0
)

(0, 1, 0)π/a
K

(
1
4 ,

1
4 ,

1
2

)
(3, 3, 0)π/2a

La irreducible ocupa una fracción
de 1/48 de la IBZ.
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Zonas de Brillouin
Primera zona de Brillouin: hcp

Red primitiva

a1 =
(
1, −
√

3, 0
)
a/2,

a2 =
(
1,
√

3, 0
)
a/2,

a3 = (0, 0, 1) c.

Red recíproca primitiva

b1 =
(
1, −1/

√
3, 0

)
2π/a,

b2 =
(
1, 1/

√
3, 0

)
2π/a,

b3 = (0, 0, 1) 2π/c.

Coordenadas puntos de alta simetría
Notación Primitivas Cartesianas

Γ (0, 0, 0) (0, 0, 0)π/a
K

(
1
3 ,

1
3 , 0
)

(2, 0, 0)2π/3a
M

(
0, 1

2 , 0
)

(3,
√

3, 0)π/3a
A

(
0, 0, 1

2

)
(0, 0, 1)π/c

H
(

1
3 ,

1
3 ,

1
2

)
( 4

a
, 0, 3

c
)π/3

L
(
0, 1

2 ,
1
2

)
( 3

a
,
√

3
a
, 3

c
)π/3

La irreducible ocupa una fracción
de 1/24 de la IBZ.
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Contenido: Tema 05

5. Estructura cristalina
5.1 Arreglo periódico de átomos: bases, estructuras cristalinas, celda

primitiva
5.2 Estructuras cristalinas fundamentales, índices de Miller
5.3 Red recíproca: difracción de rayos X, ley de Bragg, amplitud de la onda

dispersada
5.4 Zonas de Brillouin
5.5 Análisis de Fourier de la base y factores de estructura
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Análisis de Fourier de la base y factores de estructura
Factores de estructura

Como ya se ha visto, una vez determinada la condición de difracción,
la amplitud de la onda dispersada es,

F =
∫
dV n(r)exp [−i∆k · r] ∀ ∆k = G,

lo cual para N celdas se expresa como,

FG = N

∫
cell

dV n(r)exp [−iG · r] = NSG,

en donde SG se le conoce como los factores de estructura.

Considerando ahora a n(r) como una superposición de nj asociada a
cada átomo j de la celda,

⇒ n(r) =
s∑

j=1
nj(r− rj),

en donde nj(r− rj) es la contribución del átomo j a la densidad en
r, y s el total de átomos en la base.
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Análisis de Fourier de la base y factores de estructura
Factores de forma atómico

Sustituyendo la descripción de la densidad electrónica en los factores
de estructura,

SG =
∫
cell

dV n(r)exp [−iG · r] ,

=
∑

j

∫
cell

dV nj(r− rj)exp [−iG · r] ,

=
∑

j

exp [−iG · rj ]
∫
cell

dV nj(ρ)exp [−iG · ρ] ∀ ρ = r− rj ,

=
∑

j

fjexp [−iG · rj ] ,

en donde se ha definido el factor de forma atómico fj ,

fj =
∫
cell

dV nj(ρ)exp [−iG · ρ] .
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Análisis de Fourier de la base y factores de estructura
Factores de estructura y de forma atómico

De las expresiones del factor de estructura y el factor de forma atómico,
obtuvimos,

SG =
∑

j

fjexp [−iG · rj ] ∀ fj =
∫
cell

dV nj(ρ)exp [−iG · ρ] ,

expresando para el átomo j,
rj = xja1 + yja2 + zja3,

entonces, para la reflexión etiquetada por v1, v2, v3, se tiene
G · rj = (v1b1 + v2b2 + v3b3) · (xja1 + yja2 + zja3)

= 2π (v1xj + v2yj + v3zj) ,
por tanto, el factor de estructura es,

SG(v1, v2, v3) =
∑

j

fjexp [−2πi (v1xj + v2yj + v3zj)] ,

expresión que puede ser real o compleja, ya que al final la intensidad
involucra la cantidad S · S∗.
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Análisis de Fourier de la base y factores de estructura
Factores de estructura: bcc

Podemos considerar a la celda bcc como una cúbica (convencional)
con una base de dos átomos idénticos, cuyas coordenadas son,

atom1 = (x1, y1, z1) = (0, 0, 0),
atom2 = (x2, y2, z2) = (1/2, 1/2, 1/2),

por tanto, los factores de estructura son,

S(v1, v2, v3) =
∑

j

fjexp [−2πi (v1xj + v2yj + v3zj)] ,

= f {1 + exp [−πi (v1 + v2 + v3)]} .

De la expresión anterior se observan los siguientes posibles compor-
tamientos,

S = 0 ∀
3∑

i=1
vi = impar, & S = 2f ∀

3∑
i=1

vi = par.
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Análisis de Fourier de la base y factores de estructura
Factores de estructura: bcc

Fe (bcc) 
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Análisis de Fourier de la base y factores de estructura
Factores de estructura: fcc

Consideramos la celda fcc como una cúbica (convencional) con una
base de cuatro átomos idénticos, con las sig. coordenadas,

atom1 = (x1, y1, z1) = (0, 0, 0), atom2 = (x2, y2, z2) =
(

0, 1
2 ,

1
2

)
,

atom3 = (x3, y3, z3) =
(1

2 , 0,
1
2

)
, atom4 = (x4, y4, z4) =

(1
2 ,

1
2 , 0

)
,

por tanto, los factores de estructura vienen expresados como,
S(v1, v2, v3) =

∑
j

fjexp [−2πi (v1xj + v2yj + v3zj)] ,

= f {1 + exp [−πi (v2 + v3)] + . . .

. . .+ exp [−πi (v1 + v3)] + exp [−πi (v1 + v2)]} .
Observando los siguientes posibles comportamientos,
S = 4f ∀ v1, v2, v3 pares, & S = 4f ∀ v1, v2, v3 impares,

S = 0 ∀ vi par, vj , vk impares, & S = 0 ∀ vi impar, vj , vk pares.
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Análisis de Fourier de la base y factores de estructura
Factores de estructura: bcc

Al (fcc) 
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Análisis de Fourier de la base y factores de estructura
Factor de forma atómico

De la expresión definida para el factor de forma at́omico, fj

fj =
∫
cell

dV nj(ρ)exp [−G · ρ] ∀ ρ = r− rj ,

se observa que involucra las sigu-
ientes propiedades:
• número y distribución de los
electrones de los átomos,

• longitud de onda y ángulo de
la radiación dispersada.

Considerando que G · ρ =
GρCosα y nj(ρ) es esfericamente
simétrica,

fj = 4π
∫
dρnj(ρ)ρ2SenGρ

Gρ
.

nj(r-rj) 

rj r 

r-rj 
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Análisis de Fourier de la base y factores de estructura
Factor de forma atómico

De la expresión obtenida,

fj = 4π
∫
dρnj(ρ)ρ2SenGρ

Gρ
,

para el caso cuando se con-
sidera que nj se concentra
en un punto cuando ρ→ 0,
se tiene:

SenGρ
Gρ

→ 1,

Al (fcc) 

lo cual implica que,

fj = 4π
∫
dρnj(ρ)ρ2 = Z ∀ ρ→ 0,

en donde Z representa el número atómico del elemento.
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