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Enlaces cristalinos
Formación de un sólido

• Los niveles de un átomo aislado son
valores discretos de energía.

• Conforme los átomos se acercan,
existirá un desdoblamiento en sus
niveles de energía.

• Si el número de átomos es alto
(como en un sólido), los niveles for-
man un contínuo, que se conoce
como bandas de energía, cuyo
ancho dependerá del traslape de las
funciones de onda.

• El orígen del enlace químico es la reducción de la energía elec-
trónica, la cual resulta del ensanchamiento de las bandas de energía.

• El tipo de enlace del sólido dependerá del grado de traslape que
exista entre las funciones de onda de los átomos.
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Enlaces cristalinos
Tipos y definición de enlaces cristalinos

La materia se mantiene en estado sólido, debido enteramente a la in-
teracción electrostática atractiva entre los electrones (carga negativa)
y los iones (carga positiva).

Ar cristalino NaCl Na Diamante 

Las diferencias entre los sistemas en es-
tado sólido provienen de la distribución
de las capas de electrones mas externas,
así como del core de los iones, dando lu-
gar a diferentes tipos de enlaces quími-
cos:

• van der Waals
• Metálico
• Puente de hidrógeno
• Covalente
• Iónico
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Cristales de gases nobles: Enlace de van der Waals
Propiedades

Gases Nobles
• Tienen llenas sus capas de configuración electrónica.
Ejem: Ne(10) → 1s22p22p6.

• Son aislantes transparentes, con altas energías de ionización.
• La distribución de carga electrónica en el átomo aislado es esféri-
camente simétrica.

• Forman estructuras cristalinas lo mas empaquetadas posible: fcc.1

• Poseen un enlace muy débil (van der Waals), bajas energías de
cohesión y bajas temperaturas de fusión.

Energía de Cohesión
Es la energía que se debe adicionar a un cristal para separar sus com-
ponentes en átomos libres neutros en reposo a una separación infinita,
con la misma configuración electrónica.

1Excepto He3 y He4.
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Cristales de gases nobles: Enlace de van der Waals
Energía de ionización
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Cristales de gases nobles: Enlace de van der Waals
Energía de cohesión
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Cristales de gases nobles: Enlace de van der Waals
Temperatura de fusión
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Cristales de gases nobles: Enlace de van der Waals
Interacción de van der Waals

Estructura fcc Propiedades de gases nobles

Datos extrapolados a 0 K y presión cero.

La energía de cohesión es alrededor (o menos) del 1% de la energía
de ionización ⇒ la distorsión de la carga electrónica en el sólido es
extremadamente sutil en referencia al caso de átomo aislado.

Esa pequeña diferencia de energía proviene de la interacción de van
der Waals.
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Cristales de gases nobles: Enlace de van der Waals
Enlace de van der Waals: Interacción dipolar

Dos átomos que poseen una dis-
tribución electrónica esfericamente
simétrica no interaccionan entre
ellos, evitando así que condense el
sólido.
Sin embargo, los átomos poseen
un momento dipolar instantáneo
6= 0, debido a las fluctuaciones de
carga, induciendo en el otro átomo
un momento dipolar efectivo.
Los dipolos inducidos generarán
una interacción atractiva entre los
átomos en un periodo corto de
tiempo.
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Cristales de gases nobles: Enlace de van der Waals
Modelo de interacción de van der Waals

Se consideran dos osciladores harmónicos idénticos, separados una dis-
tancia R, en donde cada uno posee cargas ±e con separación x1 y x2
tal que R� xi.

  

Expresando el Hamiltoniano del sistema sin interacción:

H0 = 1
2mp2

1 + 1
2Cx

2
1 + 1

2mp2
2 + 1

2Cx
2
2,

en donde pi denotan los momentos, y C la constante de fuerza.

Ahora, considerando la interacción Coulómbica entre las diferentes
cargas de los dos osciladores, se obtiene:

H1 = e2

R
+ e2

R+ x1 − x2
− e2

R+ x1
− e2

R− x2
.
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Cristales de gases nobles: Enlace de van der Waals
Modelo de interacción de van der Waals

De la expresión anterior de interacción Coulómbica,

H1 = e2

R
+ e2

R+ x1 − x2
− e2

R+ x1
− e2

R− x2
,

tomando la aproximación |xi| � R se tiene que:

H1 ≈ −
2e2x1x2
R3 .

Aplicando la transf. a modos simétrico (s) y anti-simétrico (a):

x1 = 1√
2

(xs + xa), x2 = 1√
2

(xs − xa),

p1 = 1√
2

(ps + pa), p2 = 1√
2

(ps − pa),

se tiene que el Hamiltoniano total H = H0 +H1 viene dado como:

H =
[

1
2mp2

s + 1
2

(
C − 2e2

R3

)
x2

s

]
+
[

1
2mp2

a + 1
2

(
C + 2e2

R3

)
x2

a

]
.
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Cristales de gases nobles: Enlace de van der Waals
Modelo de interacción de van der Waals

Del Hamiltoniano obtenido para los dos osciladores acoplados,

H =
[

1
2mp2

s + 1
2

(
C − 2e2

R3

)
x2

s

]
+
[

1
2mp2

a + 1
2

(
C + 2e2

R3

)
x2

a

]
,

se observa que puede ser diagonalizado en los modos s y a, teniendo
un comportamiento de oscilador armónico cada uno, con frecuencias:

ωs =
[
C − 2e2/R3

m

]1/2

= ω0

[
1− 2e2

CR3

]1/2

∀ ω2
0 = C/m,

= ω0

1− 1
2

(
2e2

CR3

)
− 1

8

(
2e2

CR3

)2

− . . .

 ,
ωa =

[
C + 2e2/R3

m

]1/2

= ω0

[
1 + 2e2

CR3

]1/2

∀ ω2
0 = C/m,

= ω0

1 + 1
2

(
2e2

CR3

)
− 1

8

(
2e2

CR3

)2

+ . . .

 .
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Cristales de gases nobles: Enlace de van der Waals
Modelo de interacción de van der Waals

La energía para este sistema viene dada como,

U = 1
2~(ωs + ωa) = Udes + ∆U,

en donde Udes es la energía del sistema sin acoplamiento,

Udes = 1
2~ω0 + 1

2~ω0 = ~ω0,

mientras que ∆U es la energía de interacción, dada por:

∆U = U − Udes = 1
2~(ωs + ωa)− ~ω0 = −~ω0 ·

1
8

(
2e2

CR3

)2

,

∆U = − A

R6 ∀ A = 1
8

(
2e2

C

)2

~ω0,

donde esta interacción atractiva se conoce como interacción de van
der Waals, y es inducida por la inter. dipolo-dipolo.
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Cristales de gases nobles: Enlace de van der Waals
Principio de exclusión de Pauli: Interacción repulsiva

Si los átomos se acercan, las nubes
electrónicas empezarán a traslaparse,
y si la dist. entre ellos se reduce, exis-
tirá una interacción repulsiva debido
al principio de exclusión de Pauli.

Al ser las conf. electrónicas dife-
rentes, no existe violación del prin-
cipio de Pauli, dando una energía
de enlace de −78.98 eV.

Las conf. electrónicas son iguales,
por tanto un elec. es promovido:
1s ↑⇒ 2s ↑, dando una energía
de enlace de −59.38 eV.

Tal diferencia en energía entre los dos casos (19.60 eV) da la contribu-
ción repulsiva al enlace, originada del principio de exclusión.
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Cristales de gases nobles: Enlace de van der Waals
Potencial de Lennard-Jones: Inclusión de la interacción repulsiva

La interacción repulsiva puede ser
modelada mediante un potencial
de la forma B/R12, en donde B >
0 es una cte., y R es la separación
entre átomos.
Lo anterior, aunado a la in-
teracción atractiva dipolo-dipolo,
arroja:

U(R) = 4ε
[(

σ

R

)12
−
(
σ

R

)6
]
,

en donde 4εσ6 ≡ A, 4εσ12 ≡ B, y al potencial resultante se le conoce
como potencial de Lennard-Jones.
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Cristales de gases nobles: Enlace de van der Waals
Potencial de Lennard-Jones: Inclusión de interacción repulsiva

Para el potencial de Lennard-Jones:

U(R) = 4ε
[(

σ

R

)12
−
(
σ

R

)6
]
,

se necesitan de los parámetros ε y σ, los cuales se obtienen de datos
del sistema en fase gaseosa,
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Cristales de gases nobles: Enlace de van der Waals
Potencial de Lennard-Jones: Constantes de red en equilibrio

Para el caso de un cristal formado por N átomos de gases inertes, la
energía de cohesión puede ser calculada sumando en el potencial de
L-J sobre todos los pares de átomos en el cristal,

Utot = 1
2N(4ε)

∑
j

(
σ

pijR

)12

−
∑

j

(
σ

pijR

)6
 ,

= 1
2N(4ε)

( σ
R

)12∑
j

(
1
pij

)12

−
(
σ

R

)6∑
j

(
1
pij

)6
 ,

en donde pijR es la distancia entre los átomos i y j en términos de la
distancia a primeros vecinos R.

Las sumatorias, al depender solo de la geometría del cristal, pueden ser
evaluadas para diferentes estructuras:∑

j

(
1
pij

)12

=
{

12.13188 fcc,
12.13299 hcp,

∑
j

(
1
pij

)6

=
{

14.45392 fcc,
14.45489 hcp.
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Cristales de gases nobles: Enlace de van der Waals
Potencial de Lennard-Jones: Constantes de red en equilibrio

Utilizando el potencial L-J es posi-
ble calcular el valor de equilibrioR0
(considerando una estruct. fcc):

0 = dUtot

dR
,

0 = −2Nε
[
(12)(12.13) σ

12

R13 + . . .

. . .− (6)(14.45) σ
6

R7

]
,

por tanto, se tiene un valor univer-
sal para todos los elementos con
estructura fcc:

R0/σ = 1.09.

Experimentalmente se tiene para
los gases nobles:

Ne Ar Kr Xe
R0/σ 1.14 1.11 1.10 1.09
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Cristales de gases nobles: Enlace de van der Waals
Potencial de Lennard-Jones: Energía de cohesión

Calculando también la energía de cohesión del cristal, sustituyendo
los valores de las sumatorias y R0/σ obtenido:

Utot(R0) = −2.15(4Nε),
⇒ Utot(R0)/Nε = −8.60/atom,

siendo éste un valor universal.

Sin embargo, experimentalmente se tiene para los gases nobles:
Ne Ar Kr Xe

−Utot(R0)/Nε 6.41 7.68 8.26 8.51

Se obseva que, al igual que en la distancia de equilibrio, existen discre-
pancias muy grandes para los elementos más ligeros, debido a que las
vibraciones de punto cero se hacen más evidentes cuando la masa
atómica decrece.
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Enlace metálico, de hidrógeno y covalente
Enlace metálico

  

  

• El enlace metálico se considera como un caso extremo de enlace
químico, en donde los electrones se aglomeran en el espacio entre
los iones.

• En estos sistemas las funciones de onda tienden a ser muy extendi-
das en comparación con la separación interatómica.

• Poseen bandas de valencia parcialmente llenas y estados que hibri-
dizan.
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Enlace metálico, de hidrógeno y covalente
Enlace metálico

  

• Alcalinos: El estado s más externo está parcialmente ocupado.
• Alcalino-térreos: Estados híbridos sp parcialmente ocupados.
• M. de Transición: Hibridación de estados sp, con poca partici-
pación de estados d (mucho más localizados).
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Enlace metálico, de hidrógeno y covalente
Enlace de hidrógeno

El enlace de H ocurre cuando el hidrógeno se enlaza a otros dos
átomos.

• El H se enlaza de manera covalente a
un átomo altamente electronegativo,
es decir, su único electrón es trans-
ferido al enlace.

• El protón del H (δ+) ejerce una fuerza
neta atractiva en un segundo átomo
cargado negativamente (δ−).

• Debido a lo extendido de la nube elec-
trónica del átomo enlazante, la inte-
racción atractiva del protón es apan-
tallada, evitando así un tercer átomo
enlazado.

Para la existencia del enlace de hidrógeno se debe cumplir que la
separación A−H debe ser menor a la correspondiente del enlace VdW.
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Enlace metálico, de hidrógeno y covalente
Modelo del enlace covalente

El enlace covalente depende, además del grado de traslape de las fun-
ciones de onda, de la direccionalidad del mismo, en donde la distancia
a primeros vecinos es de crucial importancia.

Considerando como modelo del enlace
una molécula diatómica con un solo
electrón participando en dicho enlace, en-
tonces el H del sistema será:

Ĥ = − ~2

2m∇
2 − Ze2

rA
− Z ′e2

rB
+ ZZ ′e2

R
,

en donde la ec. de Schödinger será,

Ĥ |ψ〉 = E |ψ〉 ∀ |ψ〉 =
∑

ci |ψi〉 ,

siendo que ψ representa la función de
onda u orbital de la molécula.
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Enlace metálico, de hidrógeno y covalente
Modelo del enlace covalente

Para resolver el problema, se propone calcular el valor esperado de la
energía para un orbital de prueba:

E′ = 〈ψ|H |ψ〉
〈ψ|ψ〉

∀ E ≤ E′,

en donde el orbital de prueba representa una combinación lineal de
los orbitales de los dos átomos por separado:

|ψ〉 = cA |ψA〉+ cB |ψB〉 ∀ cA, cB ∈ R.

Para obtener la energía del estado base, E, se debe encontrar una
combinación de cA, cB tal que minimize la expresión del valor esperado
de energía, E′:

E′ = 〈ψ|H |ψ〉
〈ψ|ψ〉

= 〈cAψA + cBψB|H |cAψA + cBψB〉
〈cAψA + cBψB|cAψA + cBψB〉

.
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Enlace metálico, de hidrógeno y covalente
Modelo del enlace covalente

De la ecuación anterior se reducen las expresiones como sigue:

〈ψ|H |ψ〉 = 〈cAψA + cBψB|H |cAψA + cBψB〉 ,
= c2

AHAA + c2
BHBB + cAcB(HAB +HBA).

〈ψ|ψ〉 = 〈cAψA + cBψB|cAψA + cBψB〉 ,
= c2

A + c2
B + 2cAcBS.

En donde se ha definido lo siguiente:

〈ψA|H |ψA〉 = HAA, 〈ψB|H |ψB〉 = HBB,

〈ψA|H |ψB〉 = HAB, 〈ψB|H |ψA〉 = HBA,

〈ψA|ψB〉 = S, 〈ψi|ψi〉 = 1 ∀ i = A,B.

Por tanto, la expresión del valor esperado de E′ es:

E′ = 〈ψ|H |ψ〉
〈ψ|ψ〉

= c2
AHAA + c2

BHBB + cAcB(HAB +HBA)
c2

A + c2
B + 2cAcBS

.
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Enlace metálico, de hidrógeno y covalente
Modelo del enlace covalente

Para encontrar la energía del estado base, se calcula:
∂E′

∂ci
= 0 ∀ i = A,B,

obteniendo el siguiente sistema de ecuaciones:
cA(HAA − E′) + cB(Hint − E′S) = 0,

cA(Hint − E′S) + cB(HBB − E′) = 0 ∀ Hint = 1
2(HAB +HBA),

donde lo anterior se puede observar como un sistema matricial:[
HAA − E′ Hint − E′S
Hint − E′S HBB − E′

] [
cA

cB

]
= 0,

por tanto, el determinante se debe anular:∣∣∣∣∣ HAA − E′ Hint − E′S
Hint − E′S HBB − E′

∣∣∣∣∣ = 0 ⇒ (HAA − E′)(HBB − E′) + . . .

. . .− (Hint − E′S)2 = 0.
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Enlace metálico, de hidrógeno y covalente
Modelo del enlace covalente: Bonding y antibonding

Resolviendo la ecuación secular para E′ se tiene:
0 = (HAA − E′)(HBB − E′)− (Hint − E′S)2,

⇒ E′ = HAA +HBB − 2SHint

2(1− S2) ± 1
1− S2

[(
HAA −HBB

2

)2
+ . . .

. . .− SHint(HAA +HBB) + S2HAAHBB +H2
int

]
.

Para el caso de átomos idénticos, se tiene HAA = HBB, además de
que Hint = −V ∀ V > 0, por tanto, E′ viene dada como:

E′ = HAA ±Hint

1± S = HAA ∓ V
1± S ,

Bonding: Eb = HAA − V
1 + S

,

Antibonding: Ea = HAA + V

1− S .

V 

V 
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Enlace metálico, de hidrógeno y covalente
Modelo del enlace covalente: Bonding y antibonding

De las expresiones de las energías del estado bonding y antibonding
obtenidas,

Eb = HAA − V
1 + S

& Ea = HAA + V

1− S ,

se observa claramente que Eb < HAA y Ea > HAA:

HAA > Eb ⇒ HAA >
HAA − V

1 + S
⇒ SHAA > −V ok !

HAA < Ea ⇒ HAA <
HAA + V

1− S ⇒ −SHAA < V ok !

con lo cual se demuestra que el sólido puede condensar en presencia de
tal interacción.

El siguiente paso es calcular la expresión del orbital molecular para
las energías de bonding y antibonding:

|ψ〉 = cA |ψA〉+ cB |ψB〉 ,

en donde habrá un set {cA, cB} para cada caso: E = Eb y E = Ea.
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Enlace metálico, de hidrógeno y covalente
Modelo del enlace covalente: Orbital molecular

Calculando el orbital molecular usando el sistema matricial:[
HAA − E′ −V − E′S
−V − E′S HAA − E′

] [
cA

cB

]
= 0,

Bonding

E′ = Eb = HAA − V
1 + S

,

∴ HAA − E′ =
V + SHAA

1 + S
,

− V − E′S = −V + SHAA

1 + S
,

⇒
[
cA

cB

]
= 1√

2

[
1
1

]
,

∴ |ψb〉 = 1√
2

(|ψA〉+ |ψB〉) .

Antibonding

E′ = Ea = HAA + V

1− S ,

∴ HAA − E′ = −
V + SHAA

1− S ,

− V − E′S = −V + SHAA

1− S ,

⇒
[
cA

cB

]
= 1√

2

[
1
−1

]
,

∴ |ψa〉 = 1√
2

(|ψA〉 − |ψB〉) .
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Enlace metálico, de hidrógeno y covalente
Modelo del enlace covalente: Orbital molecular

Orbital del estado bonding

Orbital del estado antibonding
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Enlace metálico, de hidrógeno y covalente
Modelo del enlace covalente: Densidad de carga

Bonding 

Antibonding 

B 

A 
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Enlace metálico, de hidrógeno y covalente
Modelo del enlace covalente: Estados híbridos

Carbón (Z = 6)
• Configuración electrónica del estado base (átomo aislado):

1s22s22p2 ⇒ 1s22s22px2py.

• En el sólido, la configuración electrónica cambia:

1s22s22px2py ⇒ 1s22s2px2py2pz,

de tal manera que se pueda maximizar el traslape de los orbitales,
y promover la creación de enlaces covalentes.

• Para ello, se crean cuatro nuevos orbitales dados como una combi-
nación lineal de los originales (s, px, py, pz), de tal manera que la
formación de estos nuevos orbitales compensen la pérdida energética
inical de promover un electrón s a p.
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Enlace metálico, de hidrógeno y covalente
Modelo del enlace covalente: Estados híbridos

Carbón (Z = 6): Estructura grafito/grafeno

La configuración electrónica consiste de híbridos:
s, px, py, pz ⇒ sp2, sp2, sp2, pz,

conocidos como orbitales o enlaces sp2, con una naturaleza cova-
lente en el plano (sp2), mientras que fuera del plano (pz) la interacción
es débil, tipo VdW.
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Enlace metálico, de hidrógeno y covalente
Modelo del enlace covalente: Estados híbridos

Carbón (Z = 6): Estructura diamante

La configuración electrónica consiste de híbridos:

s, px, py, pz ⇒ sp3, sp3, sp3, sp3,

conocidos como orbitales o enlaces sp3, con una naturaleza covalente
en las direcciones del centro a los vértices del tetrahedro.
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Enlace iónico
Densidad de carga

El enlace iónico es resultado de la interacción electrostática entre iones
de carga opuesta.
El Na y Cl presentan las sig. config.
electrónicas en estado neutro:

Na: 1s22s22p63s,
Cl: 1s22s22p63s23p5,

al formarse el cristal iónico, la conf.
electrónica de los iones corresponde a
la de átomos con capas cerradas:

Na+: 1s22s22p6,

Cl−: 1s22s22p63s23p6.

La conf. electrónica alrededor de cada ión es de simetría esférica, con
cierta distorsión cerca de la región de contacto con los átomos vecinos.
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Enlace iónico
Energía de ionización y afinidad electrónica

Energía de ionización, I: Energía que se debe aplicar para remover
un e− de un átomo neutro.

Afinidad electrónica, A: Ganancia energética cuando un e− es aña-
dido a un átomo neutro.

1. Al Na se le debe invertir 5.14 eV
para remover un e−.

2. El Cl gana 3.61 eV al añadirle un
e−.

3. Al formarse el śolido, se tiene una
energía de cohesión de 7.91 eV,
respecto a los iones aislados.

4. Por tanto, se tiene una energía
neta del sólido de 6.4 eV más baja
que la de átomos aislados.
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Enlace iónico
Estructura cristalina de un cristal iónico

La estructura exacta es determinada por los siguientes factores:
1. El uso óptimo del espacio respecto al radio iónico de los elementos

que forman el cristal.
2. La interacción atractiva Coulómbica entre los iones de carga opuesta

debe ser mayor que la repulsión entre iones de misma carga.
Las estructuras más comunes para cristales iónicos de dos especies, son
la cloruro de sodio (NaCl) o B1 y la cloruro de cesio (CsCl) o B2.

Cloruro de Sodio, B1 Cloruro de Cesio, B2
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Enlace iónico
Modelo de interacción: Energía de Madelung

R 

i 
j 

rij 

• Interacción Coulómbica: ±q2/r, la
cual será atractiva o repulsiva si los
iones poseen carga opuesta o la misma,
respectivamente.

• Interacción de Pauli: existe un aparte
repulsiva entre los iones con configu-
ración electrónica de capas cerradas, de-
bida al principio de exclusión de Pauli.

La energía de enlace en un cristal iónico se le conoce como energía de
Madelung y viene dada como:

Ui =
∑
j 6=i

Uij ∀ Uij = λexp(−r/ρ)± q2/r,

en donde la fuerza λ y el rango ρ son parámetros que se determinan
de observaciones del parámetro de red y módulo de compresibilidad.
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Enlace iónico
Modelo de interacción: Energía de la red

De la energía de Madelung se puede
calcular la energía de la red:

Utot = NUi,

en donde N es el número de moléculas,
y Utot representa la energía requerida
para separar al cristal en iones individua-
les a una dist. de separación infinita. R 

i 
j 

rij 

Considerando sólo interacción repulsiva (Pauli) a primeros vecinos,

Uij =
{
λexp(−R/ρ)− q2/R, primeros vecinos,
±q2/(pijR), otros casos,

se obtiene que la energía de la red es:

Utot = NUi = N

(
zλexp(−R/ρ)−

∑
j 6=i

±q2

pijR

)
∀ z = 1eros vecinos.
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Enlace iónico
Modelo de interacción: Constante de Madelung

Observando la ecuación de energía de la red,

Utot = N

zλexp(−R/ρ)−
∑
j 6=i

±q2

pijR

 ,
= N

(
zλexp(−R/ρ)− αq

2

R

)
∀ α =

∑
j 6=i

(±)
pij

,

en donde α se conoce como la constante de Madelung, y repre-
senta una relación puramente geométrica, dependiende de la estructura
cristalina que adopta el sistema:

Estructura α

Cloruro de Sodio, NaCl (B1) 1.747565
Cloruro de Cesio, CsCl (B2) 1.762675
Zinc blenda, cúbica ZnS 1.6381
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Enlace iónico
Modelo de interacción: Condiciones de equilibrio

De la energía de la red o de Madelung, se pueden calcular las propiedades
de equilibrio del cristal:

Utot = N

zλexp(−R/ρ)−
∑
j 6=i

±q2

pijR

 ,
⇒ dUtot

dR
= N

[
−zλexp(−R/ρ)/ρ+ αq2/R2

]
R=R0

= 0,

∴ R2
0exp(−R0/ρ) = αρq2/zλ,

en donde R0 representa la dist. a
primeros vecinos de la configuración en
equilibrio, con lo cual se puede calcular
la energía de cohesión del cristal:

Utot(R = R0) = −Nα q
2

R0

(
1− ρ

R0

)
.

R 

R0 

U0 

Interacción  

repulsiva 

Interacción  

atractiva 
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Ecuación de estado, módulo de compresibilidad
Ecuación de estado

La ecuación de estado es una relación de energía vs volumen2 que
describe el comportamiento de un sólido bajo compresión o expansión.

Las relaciones obtenidas anteriormente para diferentes cristales repre-
sentan ecuaciones de estado:

Gases nobles ⇒ U(R) = 1
2N(4ε)

∑
j

(
σ

pijR

)12

−
∑

j

(
σ

pijR

)6
 ,

Covalentes ⇒ Eb(R) = HAA(R)− U(R)
1 + S(R) ,

Iónicos ⇒ Utot(R) = N

(
zλexp(−R/ρ)− αq

2

R

)
,

en donde para cada caso se tiene que R = f(V ), con lo cual se puede
obtener una función E(V ).

2O también de presión vs volumen.
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Ecuación de estado, módulo de compresibilidad
Ecuación de estado PV

Para el caso en el cual se desea obtener una ecuación de estado PV ,
se utiliza la siguiente relación termodinámica,

P (V ) = −
(
∂U

∂V

)
T
.

Por ejemplo, calculando la ec. de
estado PV para un cristal iónico
con estructura B1,

R 

i 
j 

rij 

• [U ] = energía/molécula.
• V/celda = a3 = (2R)3.
• Tiene 4 moléculas/celda.
• ⇒ V/molécula = 2R3.
Por tanto, se tiene:

P (V ) = −∂U
∂V

= −∂U
∂R

∂R

∂V
,

= V −2/3

3 · 21/3

[
−22/3αq2

V 2/3 + . . .

. . . +zλ

ρ
exp

(
− V

1/3

21/3ρ

)]
.
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Ecuación de estado, módulo de compresibilidad
Ecuación de estado PV
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Ecuación de estado, módulo de compresibilidad
Módulo de compresibilidad

Módulo de compresibilidad: Medida de la habilidad de un material
para resistir los cambios en el volumen debido a una compresión o
expansión uniforme,

B0 = −V
(
∂P

∂V

)
T

= V

(
∂2U

∂V 2

)
T

7 0 7 2 7 4 7 6 7 8 8 0 8 2 8 4

0 . 0 0 0

0 . 0 0 2

0 . 0 0 4

0 . 0 0 6

0 . 0 0 8

0 . 0 1 0

 

 

En
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y-E
0 (R

y/a
tom

)

V o l  ( a . u . 3 / a t o m )

B 0  =  4 4 3  G P a
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Ecuación de estado, módulo de compresibilidad
Ecuaciones de estado

A falta de modelos adecuados, se realizan cálculos de primeros prin-
cipios, obteniendo datos {V,E}, los cuales se ajustan a EOS E vs V .

EOS23

E(V ) = a+ bV −1/3 + cV −2/3 + dV −1,

P (V ) = 1
3bV

−4/3 + 2
3cV

−5/3 + dV −2.

Murnagham EOS4

E(V ) = E0 + B0V

B′

[(
V0
V

)B′ 1
B′ − 1 + 1

]
− B0V0
B′ − 1 ,

P (V ) = B0
B′

[(
V0
V

)B′

− 1
]
.

3PRB 52, 8064 (1995).
4Proc. Nat. Acad. Sci. USA, 30, 244 (1944).
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Ecuación de estado, módulo de compresibilidad
Ecuaciones de estado

Birch-Murnagham EOS5

E(V ) = E0 + 9B0V0
16


[(

V0
V

)2/3
− 1

]3

B′ + . . .

. . .+
[(

V0
V

)2/3
− 1

]2 [
6− 4

(
V0
V

)2/3
] ,

P (V ) = 3B0
2

[(
V0
V

)7/3
−
(
V0
V

)5/3
]
× . . .

. . .×
{

1 + 3
4
(
B′ − 4

) [(V0
V

)2/3
− 1

]}
.

5PR 71, 809 (1947).
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Ecuación de estado, módulo de compresibilidad
Ecuaciones de estado: EOS2

1 9 5 2 0 0 2 0 5 2 1 0 2 1 5 2 2 0 2 2 5 2 3 0 2 3 5- 1 0 3 . 1 2 2 5

- 1 0 3 . 1 2 2 0

- 1 0 3 . 1 2 1 5

- 1 0 3 . 1 2 1 0

- 1 0 3 . 1 2 0 5

- 1 0 3 . 1 2 0 0

- 1 0 3 . 1 1 9 5

- 1 0 3 . 1 1 9 0

T h  ( f c c )
 

 

En
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y (
Ry

/at
om

)

V  ( a . u . 3 / a t o m )

 C a l c u l a t e d  d a t a
 2 n d  o r d e r  p o l . f i t
 E O S 2  f i t
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 C a l c u l a t e d  d a t a
 E O S 2  f i t

P  ( G P a )
V (

a.u
.3 /at

om
)

a0 (a.u.) V (a.u.3) B0 (GPa)
EOS2 9.5172 215.4093 57.9839
Exp. 9.6169 222.3576 58
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Ecuación de estado, módulo de compresibilidad
Ecuaciones de estado: Murnaghan

1 9 5 2 0 0 2 0 5 2 1 0 2 1 5 2 2 0 2 2 5 2 3 0 2 3 5- 1 0 3 . 1 2 2 5
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P  ( G P a )
V (

a.u
.3 /at

om
)

a0 (a.u.) V (a.u.3) B0 (GPa)
Murnaghan 9.5157 215.4105 57.9163

Exp. 9.6169 222.3576 58
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Ecuación de estado, módulo de compresibilidad
Ecuaciones de estado: Birch-Murnaghan
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P  ( G P a )
V (

a.u
.3 /at

om
)

a0 (a.u.) V (a.u.3) B0 (GPa)
Birch-Murnaghan 9.5157 215.4091 58.0219

Exp. 9.6169 222.3576 58
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Ecuación de estado, módulo de compresibilidad
Ecuaciones de estado: eosfit (Wien2K)
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