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3. Vibraciones de la red y propiedades térmicas
3.1 Fundamentos, aproximacién armdnica, modos vibracionales
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Fundamentos, aproximaciéon arménica, modos vibracionales
Fallas del modelo de la red estatica

El modelo de la red estatica ha servido
para explicar muchos fenémenos, tal como

@lnrteegalcqiéaﬂ algunas de las propiedades de equilibrio en
UISIVi

metales y aislantes iénicos y moleculares, asi

Interaccion como también propiedades de transporte.

P R atractiva
Z . . . .
5 I VE = Sin embargo, existen varias propiedades que
o no pueden ser explicadas con este modelo,

por ejemplo:

c

0

e Propiedades en el equilibrio: Calor especifico, energias de cohe-
sion y densidad de equilibrio, expansién térmica.

e Propiedades de transporte: Tiempo de relajacién electrénica, su-
perconductividad.

¢ Interaccion de radiacion con el sélido: dispersidn inelastica de la
luz, dispersion de rayos z, dispersion de neutrones.
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Fundamentos, aproximaciéon arménica, modos vibracionales
Aproximacién armoénica: Pequefias oscilaciones

Para considerar las vibraciones
de la red en un modelo de es-
tado sélido, se debe de anali-
zar el comportamiento del po-
tencial para zonas cercanas al
minimo:

i Ar<<ryg ¥V Ar=r—r.

Energy

U

Por tanto, expandiendo en Taylor el potencial alrededor del minimo:

_ ou 1, ,[(0%U
U(T) == U(TO) + AT (&ﬁ)ro + iAT <67”2>r0 —+ ...

o
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Fundamentos, aproximaciéon arménica, modos vibracionales

Aproximacién armoénica: Pequefias oscilaciones

De la expansién anterior del potencial,

_ ou 1, 4 [0%U
U(T)U(rO)—i_AT(aT)TO—i_ZAT ((‘97"2>T0+

se observa lo siguiente:

e El término independiente corresponde a la energia del sistema en
equilibrio (Ar = 0):
U =U(rop).

e E| coeficiente del término lineal,

&), = &),
or ), or ) v

se elimina debido a que representa el gradiente en la posiciéon de
equilibrio.
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Fundamentos, aproximaciéon arménica, modos vibracionales

Aproximacién armoénica: Pequefias oscilaciones

Por tanto, el potencial queda de la
siguiente manera:

1, ,(0%U
U(T) = U(T’O) + §A7" (67‘2> 5
o

1
Vir)= §Cu2 YV ou=Ar.

en donde:

o C = (9°U/dr?),, representa la
constante de acoplamiento,

e V(r)=U(r)-U(rg) es el poten-
cial armanico del sistema que se
estd analizando.
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A esta aprox. del potencial se le

conoce como la aproximacion ar-
monica, debido a su dependencia
cuadratica en la coord. de posicion.




Fundamentos, aproximaciéon arménica, modos vibracionales

Aproximacioén adiabatica

Approximacién adiabatica
Considerando que los iones
(105cm/s) se mueven mucho
mas lento que los electrones
(108cm/s), entonces la nube
electrénica se adapta instan-
taneamente a los cambios de
posicion de los iones (con un
costo energético), desacoplando la
interaccién dindmica entre iones y
electrones.

Por tanto, la energia total, como
funcién de la posicion de todos los
iones, juega el papel de un poten-
cial para el movimiento atémico.

Correlaciéon dindmica de la posi-
cién de los iones con la nube elec-
trénica.

Estado Sélido | — FCFM

Omar De la Pefia-Seaman | IFUAP



Fundamentos, aproximaciéon arménica, modos vibracionales
Modos vibracionales de una red monoatémica lineal
Considerando una cadena monoatomica lineal, se desean calcular las
frecuencias a las que vibran los dtomos que la forman en términos del
vector de onda que las describe,

n-49a m-3)a N-2)a (n-1)a na (n+a n+2)2 m+3)a (mtd
Li -] o-w -® -0 -8 -. - [ -] t-13

u(na)

donde u(na) = r — na seré el desplazamiento en la direccién longi-
tudinal del n-ésimo ién, alrededor de la posicién de equilibrio rg = na.

En este caso, se toman en cuenta interacciones a primeros vecinos
solamente, con una interaccién tipo armonica:

R T L e L B T LT e DL SL O

uf(n-1)a] u(na) u[(n+l)a]
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Fundamentos, aproximaciéon arménica, modos vibracionales

Modos vibracionales de una red monoatémica lineal
Por tanto, para el modelo de interaccidn propuesto anteriormente,

S TS TS D NS TN SR SO S0

uf(n-1)a] u(na) u[(n+1l)a]

la energia potencial del sistema quedara como,

V=S5 fufna) - utn+ 1]},

= % [ .ot {u[(n — 1)&] = u[na]}2 + {u[na] _ u[(n + 1)@}}2 I

ot {ul(n + D)a] = ul(n +2)a]} + .|,
con lo cual es posible plantear y resolver ecuaciéon de movimiento de la
n-ésima particula sujeta a este potencial:
d*ulna) OV

M dt> ~ du[nd]

= C{u[(n — Da] + u[(n + 1)a] — 2u[nal} .
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Fundamentos, aproximaciéon arménica, modos vibracionales

Modos vibracionales de una red monoatémica lineal

Una vez obtenida la ecuacién de movimiento, el siguiente paso sera
resolverla, y para ello se deben de definir las condiciones de frontera
periédicas del sistema:!

u[0] = u[Na] & wula] =u[(N +1)a] V N = total de particulas.

!Condiciones periodicas de Born-von Karman
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Fundamentos, aproximaciéon arménica, modos vibracionales

Modos vibracionales de una red monoatémica lineal
Debido a la forma de la ecuacién de movimiento,

2y P ulna
dt?
se propone una solucién del tipo:

= CH{ul(n — 1Da] + u[(n + 1)a] — 2u[nal},

ulna,t] = Ae’*=9 con: u[Na)] = u[0],
en donde se deben de determinar A, k, y w.

Sustituyendo la sol. propuesta en la ecuacién de movimiento se obtiene
la siguiente relacién para w,

2
w? = ]\5 [1 — Coska] = CSen2 %,
con lo cual se deduce la relacion de dispersion:
C k
w(k) = i Sen?a
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Fundamentos, aproximaciéon arménica, modos vibracionales
Modos vibracionales de una red monoatémica lineal: Relacién de dispersion
Para determinar los valores permitidos de k, se analizan las condiciones
de frontera:

u0] = u[Na] V u[na,t] = Ae?ra—wt)

e"Ne -1 = CoskNa=1 = k:%% vV meZ,

a
por tanto, el periodo de la primera zona de Brillouin serd 27 /a, en
donde k € [—m/a,m/a], con una relacion de dispersion w(k):

12

10

0.8
W
(4CIM 2
0.6

2] =lgn L
04 —(4C/M)1’2 Ism 5 Ka|

S N WU U RN W Y

o S
Q[T

z 2
] X r =
L— First Brillouin zone %
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Fundamentos, aproximaciéon arménica, modos vibracionales
Modos vibracionales de una red monoatdémica lineal: Velocidad de grupo
Velocidad de grupo: Vel. de transmisién de un paquete de ondas,

’Ug:

< vel. de propagacién de energia en el medio.

Calculando por tanto la velocidad de grupo para la cadena lineal,

o
w(k) = 2\/;

Ye

CaEME
1.0( M)

Senk;a‘ = ———a“ ‘

En la frontera (k = 7/a) vy = 0,

0.5

lo que indica que no existe trans-
misién, debido a que se trata de
una onda estacionaria:

u[na,t] = Ael(k"“_“’t),

ulna, t)_x = (—1)" Ae= 2V /ML
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Fundamentos, aproximaciéon arménica, modos vibracionales
Modos vibracionales de una red monoatdémica lineal: Velocidad de grupo
Analizando el comportamiento de la velocidad de grupo para el limite
de longitud de onda larga:

1
)\oc% if A>0 = k<7/a,

U—CLg
9N M

[ C ) . .
= vg=a Vi = cte. es decir, vy es independiente de w.

Cosk;‘ pero Cos%zl V k< 7/a,

Ahora, en un sélido la vel. del sonido se define como vy = w/k =
calculando para el limite de longitud de onda larga (k < 7/a):

2 | C ka ka ka C
US_I{:“M‘Sen2’ donde SenEN? = v =ayl—,

es decir, en el limite de k < 7/a, vg Y Vs coinciden.

=
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Fundamentos, aproximaciéon arménica, modos vibracionales
Modos vibracionales de una red monoatdémica lineal: Velocidad de grupo
Lo demostrado anteriormente, v, = v, para el limite de long. de onda
larga, indica que v, es la vel. del sonido? para un medio discreto.

Debido a ello, es que la regién en w correspondiente a k < 7/a se le
conoce como la region del audible.

Obteniendo w(k) en ese limite: Lo
1.0_
w(k) =2 ]\04 Sen k:?a , @‘{7)17:8;
w(k) =~k ‘LQMC 0_4:_ .
ol ——

Por tanto, w es proporcional a k en la regién del audible, es decir, a
bajas frecuencias.

2En ese limite.
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Fundamentos, aproximaciéon arménica, modos vibracionales

Modos vibracionales de una red diatémica lineal
Considerando una cadena lineal diatomica,

u[(n-1)a] v[(n-1)a] u[na] v[na] u[(n+l)a] Vv[(n+1l)a]
M, M,
; a >

cuya base consta de dos atomos, con una cte. de acoplamiento C
entre los atomos adyacentes, y tomando en cuenta sélo interacciones
a primeros vecinos,

V = £ [(ulnal - ofnal)? + fonal — sl Db},

n

en donde ahora existen dos términos en la expresion general del poten-
cial, debido a la definicién de la base.
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Fundamentos, aproximaciéon arménica, modos vibracionales
Modos vibracionales de una red diatémica lineal
Expandiendo el potencial para la cadena diatémica:

V= %Z [{u[na] — v[nal}? + {vna] — u[(n + 1)a]}2} :
= S - Gl — Va] ~o{tn — )al}? + {vl(n — 1)a] — ufnal}? + .

...+ {u[na] — v[na]}* + {vna] — u[(n + 1)a]}* + ...
oA {ul(n+ D)a] — v[(n + 1)a]}? + {v[(n + D)a] — u[(n +2)a]}* + ...

Planteando ahora las ecs. de movimiento para los dtomos de la base:

Mii[na)l = =V, V,

= Mina] = C{v[n — 1]a + v[na] — 2u[nal} .
Msi[na] = =V, V,

=  Msi[na] = C {u[n + 1]a + u[na] — 2v[nal} .
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Fundamentos, aproximaciéon arménica, modos vibracionales

Modos vibracionales de una red diatémica lineal
Debido a la forma de las ecs. de movimiento, se proponen soluciones
oscilatorias para cada uno de los desplazamientos:

ulna, t] = upe'* D ylna, t] = vyel*rawh),
Sustituyendo tales soluciones en las ecs. de movimiento se obtiene:
Mii[na] = C {v[n — 1]a + v[na] — 2u[nal},
= —w?’Mjug=0C (1 + e_“m> v — 2Cuyg.
Maid[na] = C{uln + 1]a + u[na] — 2v[nal},
= —w?Myvy=C (1 + eika) ug — 2Cvg,
lo cual forma un set de ecuaciones lineales:
2C — Myw?> —C (1 + e_“m> [UO‘| .
—C (1 + eika) 2C — Myw? o

Vo

19/61
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Fundamentos, aproximaciéon arménica, modos vibracionales

Modos vibracionales de una red diatémica lineal
Para que el sistema de ecuaciones anterior tenga solucién, el determi-
nante debe anularse,

20 — Myw? —-C (1 + e‘ik“)
—C (1+ee) 20 - Myw?
= M Mow" — 2C(M; + My)w? + 2C* (1 — Coska) = 0.

2

Resolviendo la ec. anterior para w* se obtiene:

9 C

YT MM,

> : 1/2
(Mi + Mp) % [ M} + M3 + 2M; MpCoska| ' ¢,
en donde se tendran dos soluciones:
1/2

wilk) = [*(H)] 7, walk) = [,

las cuales representan la relacion de dispersion para el sistema, con
dos diferentes ramas: wy (k) y wa(k).
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Fundamentos, aproximaciéon arménica, modos vibracionales

Modos vibracionales de una red diatémica lineal

Calculando los valores extremos de la o k=r/a
relacion de dispersion,

w1 = E’ Wy = ﬁl
(0]

o) o gy
Op

wWo 0 tical phonon branch
e k< m/a " (2C/M)"
My > M, ' "
1 1 :(2C/Ml)
w1 = 2C | — + ﬁ 5 !
1 2 1
C i hAoous}t)icalch i
Wy = ———RQ. oNon bran 1
27\ 200, + M) P :
1'r K
@
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Contenido: Tema 03

3. Vibraciones de la red y propiedades térmicas

3.2 Cuantizacién de vibraciones de la red, momento del fonén, dispersién
inelastica de neutrones
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Cuantizacion de vibraciones de la red, momento del fondn

Cuantizacién de las vibraciones de la red
Las excitaciones en sélido se clasifican de la siguiente manera:

e Particulas: fotén, electrén, nicleos atémicos, etc.
e Cuasi-particulas: ondas elasticas (fonén), ondas de espin (mag-

nén), polarén (e~ + fondn), etc.
Haciendo un simil con las propiedades del fotén, es posible caracterizar

al fonon en una red cristalina:

Excitacién Nombre Energia Momento
Onda electromagnética (v)  fotdn hv hk
Vibracién de la red (w) fonén hw hq

En donde el espectro de energias fondnico es cuantizado:

1
sn—<n+2>hw YV neZt,

lo cual representa el espectro de niveles para un oscilador arménico

Estado Sélido | — FCFM
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Cuantizacion de vibraciones de la red, momento del fondn

Cuantizacién de las vibraciones de la red
La discretizacion de los niveles de energia se obtiene considerando la

naturaleza cuantica de la interaccion:
N
A 1 C 9
H=> |-pi+ = (un—u

en donde las condiciones del modelo son:
e Sistema unidimensional con una base monoatémica.
e N particulas conectadas por constantes de acoplamiento C' vy

parametro de red a.
® u, = u[nal, con condiciones de frontera periddicas: uy = wuy,

UN+1 = U].
Finalmente, se pueden consideran vibraciones longitudinales L y transver-

sales T y 15,
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Cuantizacion de vibraciones de la red, momento del fondn

Cuantizacién de las vibraciones de la red

Al tomar en cuenta las consideraciones anteriores, el Hamiltoniano se
describe mediante la siguiente expresion,

ﬁ’"q Zh“’ < +”q) Ing) Zh“’ < +”q) Ing)
= fI|nq>:Zeq\nq> v Eq:mq(2+”q)a
q

donde se tiene que:

* 7, representa al operador de ocupacion.

* |ng) establece el estado cuantico que se analiza.
* n, es propiamente el nivel estudiado.

e La energia de punto cero representa el caso cuando se esta en el
nivel mas bajo: 4(ng = 0) = hwy/2.
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Cuantizacion de vibraciones de la red, momento del fondn
Momento del fonén
Un fonén es caracterizado por:

¢ Frecuencia w.
e Vector de onda q, el cual se relaciona con el momento p = hq

Para identificar la naturaleza del momento del fonén, se calcula el

momento fisico:

d N-1 du
1 — N dul — eaolN
in embargo: plelze™
sin embargo Z " p=MUIZ

en donde los valores permltldos son ¢ =2mm/Na ¥ m € Z:
du 1-— 2™
dt 1 — ei2mm/N
Cuando ¢ = 0 (modos aclsticos), se tiene p # 0, ya que se trata de

un movimiento de traslacion y no de vibracién.
Estado Sélido | — FCFM
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Cuantizacion de vibraciones de la red, momento del fondn

Momento del fonén
Por tanto, se demuestra que los fonones no portan un momento fisico
como tal, sin embargo si poseen un momento Aq,3 el cual se conoce
como momento cristalino.

12
1.0 —
\ G / \ B
08|t —
06~ —
0.4 —
0.21— —
0
-z 0 q m 2n
l-— First Brillouin zone

Para un fonén arbitrario q, éste siempre se puede definir dentro de la
IBZ (q; € IBZ), mediante el uso del vector de onda reciproco G,

q=q1 +nG V ne€Z.

3Cuando hay interaccién con otras particulas.
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Cuantizacion de vibraciones de la red, momento del fondn

Dispersién inelastica
Considerando el proceso de dispersion inelastica de una particula por

las vibraciones de la red (fonones),

k k — incidente,
k' — dispersada,
q — fonén.

_ﬁ_
R

7 e Absorcion
L
L kK=k+q+G.
q

¢ Emision

K+q=k+G.
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Cuantizacion de vibraciones de la red, momento del fondn

Dispersién inelastica: Medicién de fonones

Fuente de dispersién k E AE
Fonones q 1—100 meV 1—100 meV
Luz (regién visible) ~ 1073¢ - —
Rayos X q 10% eV ~1eV
Neutrones q 0.1—1¢eV ~ 1 meV

Raman (luz en la regién del visible)

Debido a que el maximo vector de onda que se puede obtener es del
orden de 1073¢, sélo puede ser usado para escanear vibraciones de la
red muy cercanas al centro de la IBZ (~ ¢ = 0).

Rayos X
Para llegar a la region de meV, se debe monocromar la fuente:
A=2dSenf = AX=2AdSen0 + 2dAHCos ¥,
AN  AF  Ad

h\ —ffj"i‘A@CtgH
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Cuantizacion de vibraciones de la red, momento del fondn
Dispersién inelastica: Medicién de fonones

Rayos X
Para poder utilizar rayos X para medir fonones, se debe de tener:

AE 1073V

AN -
FE 10%eV

~1077 = =2 ~10"
A

Para obtener aberturas tan pequeiias, se necesitan fuentes de alta
intensidad (radiacién de sincrotrén), ademas de monocristales de alta

pureza.

Neutrones

En este caso se tienen condiciones mas realistas:
AE 10~ 3eV AN

~10-2— 103 2A 1072 L 103
E o111 L wla 0F

en donde tales intensidades pueden ser obtenidas por neutrones tér-
micos (T ~ 400 K) generados por reactores.

Estado Sélido | — FCFM
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Cuantizacion de vibraciones de la red, momento del fondn

Dispersién inelastica de neutrones (INS)

Cu [110] ¥

Intensity
.
.

1 L5 2 25

Neutron wavelength (&)

La medicién se realiza para un punto del espacio q de una direccion de
alta simetria determinada, registrando la intensidad y longitud de onda

del haz de neutrones dispersados.
Estado Sélido | — FCFM
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Cuantizacion de vibraciones de la red, momento del fondn

Dispersién inelastica de neutrones (INS): Pb (fcc)

oo™
20} _.' v T Sxglo A
: 4 % . s w1
. "
= : Y
TSk 4 v % ke
% LR - -: '.‘
= - 7 . . 4
2 ¥ o .
0 ,ti""!'i . e 3 %
g ,Lo. ‘: . . .-‘. A L, -
e L X .
.
.t % LI Y
osf . v,
; N
X .
.
o e 1THz =4.15 meV
B P b W X K g r

Para Pb en la geometria fcc (face-centered-cubic) se tiene un sistema
tridimensional con una base de un atomo, por tanto:

e Se obtienen sdélo 3 ramas, las cuales son acusticas.
e Al ser una base monoatémica, no existen ramas épticas.

e Las ramas transversales son degeneradas en la direccién [100].
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Cuantizacion de vibraciones de la red, momento del fondn
Dispersién inelastica de neutrones (INS): Si (diamond) & Ge (diamond)

Si. 600
£si] —
_I,__ ]
TO | TO-
g 400 LT
Q
o
L% }.L ﬁ/\
3 TA TA
r K$ X Iy Ik X W L DOS
200 -y
- -1
‘-\ w | Lo 1meV =8.065 cm
E Pu Nl e L ewesp—c1
§ | T0 | TO-- ]
& 200f e |
[
g LA | LA
& 100 S 9/\‘
o TANFTA
T K X r L X W L DOS

Si y Ge tienen una base de dos dtomos = presentan 6 ramas, con
degeneracion en T' para las direcciones I' — X [100] y I" — L [111].
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Contenido: Tema 03

3. Vibraciones de la red y propiedades térmicas

3.3 Propiedades térmicas: capacidad calorifica fondnica, expansién térmica
y conductividad térmica
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Propiedades térmicas

Capacidad calorifica térmica
En general, la capacidad calorifica* tiene diferentes contribuciones:

C’cal = Celec + Cred + Cmag + ...
Cliee proveniente del gas de electrones (electrones de valencia).
C'eq contribucién de las vibraciones de la red (fonones).
Cinag contribucién de naturaleza magnética®.
En sélidos, el calor especifico (a vol. cte.) se define como,

dU
Cy = <dT)V vV U= Ueq + Ured,

donde U,.4, a una temperatura T', se puede escribir como:
1
Urea =YY Uao = S5 |nas) + 5 heys
q s q s

siendo (nq,s) el promedio de la ocupacién de fonones de vector q y

rama s en equilibrio térmico.
“#Conocida también como calor especifico.
*Ordenes de magnitud menor que los otros términos.
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Propiedades térmicas

Capacidad calorifica térmica
Para calcular el promedio de energia en equilibrio térmico, se puede
utilizar la expresion de la energia interna de un cristal arménico, la cual
viene dada como:

Yon epePen B

>, e Pen VA= kT T
en donde €, es la energia del n-ésimo estado del cristal, la cual se
obtiene de resolver el Hamiltoniano del sistema de N osciladores cuan-

ticos:
arm Zhw% < +nq7>

El resultado es el espectro de energia para el cristal:
mo= (get ) hwgs ¥ en =3 el
€q,s = (Mas T 5 a,s €n = 2 _€qs-
q7s

en donde ng, s representa el nimero de fonones correspondientes a la
rama s en el vector q.
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Propiedades térmicas

Capacidad calorifica térmica
Con el espectro de energia cuantico para la parte vibracional, se procede
a calcular la contribucién de los fonones a la energia interna,

_ En eneiﬁen _ 7% _ —Ben
U'red_ Zneiﬁen = 86’ \ f— In ;6 .

Para evaluar f, se desarrolla el término de la sumatoria,
—De 1
Ze o= Zexp [/”qu,s <nq,s + 2)] )
n n as
Y [ a2 ST Y (e B2

n q,s q,s n

_ _ nq,s

~IIe qu,s/zz(e ﬂmq,s) :
q,s n
) P
= _ —677,(0 ’ .
s 1—e¢ Qs
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Propiedades térmicas
Capacidad calorifica térmica
Con la expresién anterior, se calcula la energia interna Ul,..q,

v 9f 0, HM
05 0B g1 e e |

=TI ()

q?s

1
= Zh&)q,S |:1/2 + Aeﬂhwq,s _ 1:| I
q?s

= Z hwq,s [1/2 + (nq,8>] )
q.,s
en donde se ha definido (ngs):

1
(nas) = —groe 1

como el nimero promedio de fonones de tipo {q, s} presentes en equi-
librio térmico a una temperatura T' dada.
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Propiedades térmicas

Capacidad calorifica térmica
A la expresion de la energia interna vibracional se incluye el término
de equilibrio U®?, para obtener la expresién de energia total,

1 Twq,s
U= Ueq + Ured = Ueq + Z §hwq,s + Z 7e/ghwq,s 1
qis q?s
Se observa que en el limite T'— 0,
1
Cuédntico: = Ur—0 =Ueq + Z ihwqﬁ,
q7S
Clasico: = Ur—o = Uy
Se tiene que la dif. viene del término que corresponde a las vibraciones

de punto cero, las cuales son inexistentes en el caso clasico.

Por otro lado, considerando la densidad de energia como la energia
de una celda unitaria, se tiene:

U
UZV = U= Ueg + = Z Shwg,s + Z Bhwq,s._l
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Propiedades térmicas
Capacidad calorifica térmica
Con la expresidon obtenida para la densidad de energia del sistema, se
calcula el calor especifico, cy:
1 1 1 hwq,s
U—ueq+V;§qu,s+VZm’

q7s

ou 1 hwq,s

0
¥ ST TV A gl e T

Se observa que para una funcién suave F(q), en donde q pertenece al
volumen Aq = 873/V/, se tiene:

S F(@) = g5 3 Fla)Ag,
q q

por tanto, en el limite V — oo = Aq — 0, se puede expresar la suma
como:
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Propiedades térmicas
Capacidad calorifica térmica
Utlizando el enfoque anterior, se puede redefinir el calor especifico,

1 0 hwqs 9 dqg  hws(a)
“Ty ; OT Plwas —1 7 3T Z /IBZ (27)3 eBhws(a) — 1°

cyfoulesfinole-K) Observaciones experimentales:

1. Altas T": ¢, crece, tendiendo al
30 valor cte. estimado por la ley de
Dulong & Petit (¢, = 3nkp)
sélo para T ~ 102 — 10° K.

2 [T e 2. Bajas T: ¢, oc T3, “muy por
debajo del valor clasico (¢, =
cte), ademas de que ¢, — 0
cuando 7" — 0.
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Propiedades térmicas

Capacidad calorifica térmica: Densidad de estados
La integral en q de la expresién de ¢, se puede cambiar a una integral
en w considerando la densidad de estados,

d
D(w) = dn < num. de estados con w en un Aw,
w
Aq < num. de vectores de onda permitidos,
Aq
= An=
IO
dgq 1 V

Por tanto, para ¢, = C,, /V,

Vdq  hws(
U 8T Z/IBZ @Bhws q

hw
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Propiedades térmicas

Capacidad calorifica térmica: Modelo de Debye
Para calcular la densidad de estados D(w), se aplica el modelo de

Debye: ws(q) = v5(q)q,° en donde v,(q) es la velocidad del sonido
en el medio.

{2) k A ()} k

e La aproximacién es adecuada en el rango de bajas temperaturas,
en donde las frecuencias debe satisfacer: ws(q) < kgT/h.
e En esta aproximacién no se toman en cuenta las ramas opticas.

®|imite de longitud de onda larga.
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Propiedades térmicas
Capacidad calorifica térmica: Modelo de Debye
De la expresion para el calor especifico,

0 hws dn

Cdw’
se observa que, bajo el modelo de Debye, se aplican las siguientes
consideraciones:

e Se reemplazan todas las ramas del espectro por sélo tres, todas con
la misma relacién de dispersion: w = vq.

e La integral planteada para la IBZ es reemplazada por la integral en
una esfera de radio ¢p tal que:

vol. esfera de radio gp _ 4mq}/3 ¢V whV

N = = = =
vol. IBZ (2n/a)3 672 | 6m2v3’
dn w?V w3V
= D = — = — = —
(w) dw  2m203 A omE

en donde n es el nimero de estados en ese rango.
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Propiedades térmicas
Capacidad calorifica térmica: Modelo de Debye
Tomando en cuenta lo anterior, la expresion del calor especifico es:
0 hw
Cy,=— /D w)dw————
! aTzS: w (W) o1
3V. 9 [« hwd d
=——— ———dw,
Y 2m203 0T Jo o ePlw —1
en donde se ha definido la frecuencia de Debye (wp = vgp) como
una medida de la maxima frecuencia fondnica presente en el sistema.

Para encontrar la expresion de la frecuencia de Debye, se aplica el
teorema de Levingston:

WD wp Vw2 Vw%
N A D(w)dw = / 3723 dw = 6203

672N 1/3
= wD—v< v > 5

siendo IV el nimero de modos actsticos en el sistema.
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Propiedades térmicas
Capacidad calorifica térmica: Modelo de Debye
La expresién de C, se puede describir de la sig. manera:

3V 9 [er
Y on239T Jy  ePhw —1
3VEkp k3>3 3/3313 xte® hw
= =) T = dx vV x=-—
972 (vh o (e -2 T T kT

en donde se ha utilizado,

dw,

hwp  Op
X = —_—— =
DT kT T T
lo cual define la temperature de Debye:

N1/3
o — WD ”h<62> ,

D T (en2l
kp kp Vv
por tanto, el calor especifico queda expresado como:

T\? (2o ple® Op
Cy, =9k N() / ————dx YV xp=—.
P \on /) o (e —1)? bPer
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Propiedades térmicas
Capacidad calorifica térmica: Limite a bajas temperaturas

A bajas temperaturas, la expresion de C, en la aprox. de Debye es:

4 3
Co=Nkn (5-) VT

5 0p - 50
22.23
Ar
0,= 92K
1778
T /
i)
i
% 133 -
)
B 5
% 8.89
-
4.44 ﬁﬂ:
o 1.33 2.66 3,99L 502 665 798
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Propiedades térmicas
Capacidad calorifica térmica: Temperatura de Debye
Temperatura de Debye de algunos elementos:

Elemento Op (K) Elemento ©Op (K)

Li 400 Ar 85
Na 150 Ne 63
K 100

Cu 315
Be 1000 Ag 215
Mg 318 Au 170
Ca 230

Zn 234
B 1250 Cd 120
Al 394 Hg 100
Ga 240
In 129 Cr 460
Tl 96 Mo 380

W 310
C(diamond) 1860 Mn 400
Si 625 Fe 420
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Propiedades térmicas

Capacidad calorifica térmica: Modelo de Einstein

Para tratar a las ramas dpticas de una manera mas representativa, se
desarrollé el modelo de Einstein:

e Acusticas: Utiliza el
modelo de Debye sé6lo
para estas 3 ramas.

Einstein Model

e Opticas: Reemplaza ; / \
la frec. de cada una < 9 MEC
por una frec. wg que \ | : N S

es independente de q. o

€

Debye Model
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Propiedades térmicas
Capacidad calorifica térmica: Modelo de Einstein
Por tanto, ahora C, tendrd dos contribuciones,
e Acustica: Dada por la relacién en el modelo de Debye.
e Optica: Se considera que todos los modos (3N) contribuyen con la
misma frecuencia wg a la energia vibracional:

Ds(w) =0 (ws —wE) .

Con lo cual, la energia vibracional de la parte éptica queda como:

huws
opt __
Umb—;egms_l—Z/dWD pr
- SNws
vib eﬁﬁwE . 17
U hwp\?  ePlwr
0, = vt _3NkB< E) = -
oT kT ) (efhwe —1)
O eBhwe hwg
C, =3Nk —— vV Og=—.
B(T> (ePhor —1)2 "
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Propiedades térmicas
Capacidad calorifica térmica: Modelo de Einstein

De la expresion de C), en el modelo de Einstein,
T) (eFhwor — 1)

analizando el comportamiento a diferentes temperaturas:

Cy, =3Nkp (

Altas temperaturas (T > 0g) = C, ~3Nkp,
Bajas temperaturas (T < 0p) = C, x (0g/T)%e e,

] o Se sabe que el limite de C, a
Diamond °o| -7 .
"5 =[1320K T bajas temperaturas es:
oy 47
=] ,ua, & 3
é 5 9 CU ~ T }
= o
g2 7;«"' indicando la aplicabilidad del
1 modelo de Einstein sélo a la
o s , .
obeke” regién 6ptica del espectro.
¢ ¢l 02 03 04 035 06 07 08 08 10

Tig
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Propiedades térmicas

Densidad de estados fondnicos
De manera frecuente se pueden encontrar expresiones de propiedades
que dependen de la dindmica de la red” que tienen la siguiente forma,

S Q@) =3 / L daQ(w,(a)).

por lo que es conveniente reducirlas a integrales que dependan de la
frecuencia unicamente,
/D(w

en donde se ha definido la densidad de estados fonénicos como
el nimero total de fonones con frecuencias en el rango w y w + dw
contenidos en el volumen total del cristal,

w —ws(a))dq.

"Como el calor especifico C,.
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Propiedades térmicas

Densidad de estados fondnicos

Una expresién mas tratable para
D(w) es la siguiente:

1% ds
2 =Y | G @

en donde la integral es sobre la
superficie en la IBZ, en la cual

ws(q) = w.

1
- sec)

g(w)in (10” P rad

Aluminum

w (10" rad/sec)

Debido a la forma de D(w), se observa que para valores en los cuales
|Vws(q)| = 0 se presentaran singularidades, conocidas como singulari-

dades de van Hove.
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Propiedades térmicas

Densidad de estados fonénicos
Para analizar el origen de las singularidades de van Hove se observa
conjuntamente la P-DOS y el espectro de dispersién ws(q) de Nb(bcc),

,00 10 10 [ 05 [l 00 [K0) 05
L Nb

N N [N
o o o
T 1 7 1

N
a
!

Frequency (meV)
S

O Exp.[18]
LDA
— GGA

r H =) r N (arb. units)
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Propiedades térmicas

Densidad de estados fondnicos

Analizando el comportamiento de D(w) en el modelo de Debye,

=3 [ Gt —es(a)

—3/ qu5w—vq),
<QD 2

7T

27‘(2 / 2dq6( - UQ)a

| 3vw?/2n?03,  w < wp;
a 0, w>wp;

en donde wp = gpv.

Density of states Z(v)

Silicon

Debye
approximation
\

4 8 12 16
Frequency v (10'%s™)

Por tanto, con el modelo de Debye, sélo se puede asegurar cierto
acuerdo en D(w) a frecuencias en la vecindad de w = 0.
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Propiedades térmicas

Densidad de estados fondnicos
En una forma similar, en el modelo de Einstein se tiene una divisién
entre ramas aclsticas y épticas,

Vdq
O(w—ws(q)), Silicon
= Einstein
~ approx.
;e k]
Acusticas 5
k<l
3V w? =1
Dp(w V w<wp g Debye
( ) 271'2 ’U3 ’ a approximation ~ _--"!
Opticas [ ;
4 8 12 16
Z/ qu w . UJE) Frequency v (10'2s™)
)
IBZ
=3Ndo(w — wE).

Lo anterior da resultados razonables, considerando que el width de una

rama ptica no es muy grande respecto al calculo de Dg(w).
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Propiedades térmicas

Efectos anharmoénicos
Recordando que del potencial de interaccién se analizd la expansién
para pequeiios desplazamientos,

ou 1, (0%
U(r) = U(ro)—i-Ar(aT) §Ar ((%2>r0+...

o de manera mas compacta, 1
P = V(r)= §C’u2,

"
U(r)=Ul(ro —1—2 A <8 U) , en donde,
T0

V(r)=U(r)—Ul(rg),

siendo la aproximaciéon harménica

02U
hasta n = 2, _(9°U
o),
82 T
Ur) = U(m)—f— Ar <8r2> , w=Ar =r =
T0
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Propiedades térmicas

Efectos anharménicos
El modelo harmonico funciona bien para el calculo de propiedades
vibracionales y de calor especifico, sin embargo para otras no reproduce
las observaciones experimentales:

¢ No predice la expansion tér-
mica. / armonico
o Predice conductividad tér-

mica infinita (resistencia tér- anharménico
mica nula).
ca nula) >
e La capacidad calorifica con- 5
verge a un valor constante a |§

temperaturas intermedias (7' >
0p).
Para poder explicar y describir de manera adecuada tales fendmenos,
es necesario expander el potencial a términos mas alld de la aprox.
harménica, es decir, términos anharmadnicos.

5
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Propiedades térmicas
Efectos anharmoénicos: Expansién térmica
Calculando la expansién térmica en el modelo harménico:

oS ze V@) dy
(x) = I e PUG) g

VY U(z) = az?,

en donde,
/ 2e BU@) gy :/ ze P dy =0 = (xy = 0.

Para obtener el comportamiento de (z), es necesario incluir efectos
anharménicos,

U(z) = az® —bx® —cz* V¥ a,b,¢ >0,

en donde:

e Término cubico: Representa la asimetria de la repulsién mutua de
los dtomos /iones.

e Término cuartico: Representa el softening de las vibraciones a
grandes desplazamientos.
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Propiedades térmicas
Efectos anharmoénicos: Expansién térmica
Calculando la expansién térmica con el potencial anharménico:

—00 —00 —00 ﬁa

en donde se ha utilizado el menor grado en la expansién de U(x) para
obtener resultados diferentes de cero.

Calculando ahora la siguiente parte de la expresién:

/oo mefﬂU(x)dx _ /OO xe—ﬂ(azQ_ba:3_ca:4)dx7

—00

o —Bax? 3 4
%/ xe (1+ﬁbx +,Bcaz)dm,
—0o0
en donde se ha considerado,

PO o) 1 4 Bbad + Beat ¥ 1+ Bbad + Bert < 1.

oo
8Integral de Gauss: f7
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Propiedades térmicas
Efectos anharmoénicos: Expansién térmica

Del resultado anterior se obtiene:

/ 2e PV g — / re—Paz? (1 + Bba? + Bcac4> dz,

~ /oo BbatePar® gy = 3V <b> B3

4 ad/2
en donde se ha explotado la paridad de las funciones.
Relacionando los res. obtenidos:

sasl T Triplepomt——23 {162
< > ffooo we—ﬁU(m)d:L, | Solid Ar /é |
x)y = _
e e=BUE) dy ’ oS 2 . 166,
g r g
3b 3b g A
== BT, g 538 Hrro 2
4a?p  4da g 3
= (r) xT, e / di7a
. s _-—-"-"
resultado aplicable en el limite s, i
. 0 20 0 0 80
clasico.
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