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Método de enlace fuerte (tight-binding)
Combinación lineal de orbitales atómicos (LCAO)

El método de enlace fuerte, o tight-binding, consiste en expander los
estados de un cristal en combinaciones lineales de orbitales atómicos
(LCAO) de los átomos que lo conforman.
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Método de enlace fuerte (tight-binding)
Combinación lineal de orbitales atómicos (LCAO)

Considerando un cristal con un átomo por celda unitaria, siendo ϕi(r)
un orbital local, con número cuántico i y energía Ei ∴ el mismo orbital
se puede describir en la celda n-ésima como: ϕi(r− rn),

rn

r − rn

r

ϕi(r − rn)
ϕi(r)

Utilizando tales orbitales como
base de expansión tipo ondas de
Bloch,

φi(k, r) = 1√
N

∑
n

eik·rnϕi(r− rn),

∀ φi(k, r + R0) = eik·R0φi(k, r),

y realizando ahora una expansión
utilizando lo anterior como base:

ψk(r) =
∑

i
ci(k)φi(k, r),

lo cual se conoce como combinación lineal de orbitales atómicos, o
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Método de enlace fuerte (tight-binding)
Método tight-binding

Teniendo una base de expansión para los orbitales, se procede a resolver
la ecuación del Schrödinger para el cristal:

H |ψk〉 = Ek |ψk〉 ,
en donde,
ψk(r) =

∑
i

ci(k)φi(k, r) ⇒ |ψk〉 =
∑
i

ci(k) |φi(k)〉 ,

φi(k, r) = 1√
N

∑
n

eik·rnϕi(r− rn) ⇒ |φi(k)〉 = 1√
N

∑
n

eik·rn |ϕni 〉 .

Multiplicando por 〈φj(k)| a la ec. de igenvalores:
〈φj(k)|H|ψk〉 = Ek 〈φj(k)|ψk〉 ,

siendo,
〈φj(k)|H|ψk〉 =

∑
i
ci(k)Hji(k),

∀ Hji(k) = 1
N

∑
mn

eik·(rn−rm)
〈
ϕmj

∣∣∣H∣∣∣ϕni 〉 .
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Método de enlace fuerte (tight-binding)
Método tight-binding

En donde también se define,

〈φj(k)|ψk〉 =
∑
i

ci(k)Sji(k),

∀ Sji(k) = 1
N

∑
mn

eik·(rn−rm)
〈
ϕmj

∣∣∣ϕni 〉 ,
con lo cual sustituyendo en la ec. de eigenvalores,

〈φj(k)|H|ψk〉 = Ek 〈φj(k)|ψk〉 ,

⇒
∑
i

Hji(k)ci(k) = Ek
∑
i

Sji(k)ci(k),

∴
∑
i

[Hji(k)− EkSji(k)] ci(k) = 0,

lo cual arroja un problema típico de eigenvalores, en donde se deben
de determinar tanto Ek como ci(k).
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Método de enlace fuerte (tight-binding)
Método tight-binding

Debido a la invariancia traslacional del sistema, entonces rm → 0,
con lo cual se tiene

∑
m → N , por tanto:

• Integrales de interacción

Hji(k) = 1
N

∑
mn

eik·(rn−rm)
〈
ϕmj

∣∣∣H∣∣∣ϕni 〉 ,
⇒ Hji(k) =

∑
n

eik·rn

〈
ϕ0
j

∣∣∣H∣∣∣ϕni 〉 .
• Integrales de traslape

Sji(k) = 1
N

∑
mn

eik·(rn−rm)
〈
ϕmj

∣∣∣ϕni 〉 ,
⇒ Sji(k) =

∑
n

eik·rn

〈
ϕ0
j

∣∣∣ϕni 〉 ,
cumpliéndose, además, que para n = 0 se tiene

〈
ϕ0
j

∣∣∣ϕ0
i

〉
= δji

debido a la ortonormalidad de la base.
Omar De la Peña-Seaman | IFUAP Estado Sólido I − FCFM 8/64

8/64



Método de enlace fuerte (tight-binding)
Método tight-binding

Con el análisis anterior, la ecuación de eigenvalores se reduce:∑
i

[Hji(k)− EkSji(k)] ci(k) = 0,

⇒ Hji(k)− EkSji(k) = 0 ∀ ci(k),

despejando Ek:

Ek =
∑
n e

ik·rn

〈
ϕ0
j

∣∣∣H∣∣∣ϕni 〉∑
n e

ik·rn

〈
ϕ0
j

∣∣∣ϕni 〉 ,

∴ Ek =
∑
n

eik·rn

〈
ϕ0
j

∣∣∣H∣∣∣ϕni 〉 ,
lo cual representa la relación de dispersión del cristal, considerando
sin pérdida de generalidad a Sji(k) = 1.
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Método de enlace fuerte (tight-binding)
Método tight-binding

De la expresión obtenida anteriormente,

Ek =
∑
n

eik·rn

〈
ϕ0
j

∣∣∣H∣∣∣ϕni 〉 ,
se observa que la distancia rn representa el orden de la interacción,1
lo cual define el tamaño del elemento de matriz.

La dimensión de la integral de interacción
〈
ϕ0
j

∣∣∣H∣∣∣ϕni 〉 dependerá de:
• Base de expansión: s, p, o d.
• Base cristalina: número de átomos en la base.

Ejemplo: compuesto AB

H =
[
A− A A− B
B− A B− B

] base A: s y p⇒ dim {A− A} = 4×4,
base B: d ⇒ dim {B− B} = 5× 5,
por tanto, dim {H} = 9× 9.

1Vecinos de primer, segundo, tercer orden, y así sucesivamente.
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Método de enlace fuerte (tight-binding)
Traslape de orbitales: Hibridación

La estructura de bandas depende enteramente de la integral de in-
teracción

〈
ϕ0
j

∣∣∣H∣∣∣ϕni 〉, la cual definirá nuevos orbitales o híbridos,
dependientes de los orbitales originales de interacción.

Considerando como base de expansión orbitales s y p, se tienen los
siguientes casos: s− s bonding, s− p bonding, p− p bonding.

s− s bonding • Interacción de naturaleza
isotrópica.

• Al resultado de la interacción
s − s se le conoce como hi-
bridación ssσ.

• La interacción
〈
ψ1
s

∣∣H∣∣ψ2
s

〉
=

〈s1|H|s2〉 = Vssσ es de natu-
raleza atractiva: Vssσ < 0.
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Método de enlace fuerte (tight-binding)
Traslape de orbitales: Hibridación

La interacción s − p no es isotrópica, si no que depende de la di-
reccionalidad del enlace, por tanto se deben analizar las diferentes
simetrías por separado.
s− px bonding

x 

y 

z s
1
 px

2
 

+ 

 

El resultado de la inte-
racción s−p se le conoce
como hibridación spσ,〈

ψ1
s

∣∣∣H∣∣∣ψ2
px

〉
= Vspσ,

siendo que Vspσ > 0
entre signos contrarios,
mientras que Vspσ < 0
entre signos iguales.

Para este caso, Vspσ se anula, debido a que la contribución del lóbulo
positivo de ψ2

px
cancela la contribución del lóbulo negativo,〈
ψ1
s

∣∣∣H∣∣∣ψ2
px

〉
=
〈
s1
∣∣∣H∣∣∣p2

x

〉
= Vspσ = 0.
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Método de enlace fuerte (tight-binding)
Traslape de orbitales: Hibridación
s− py bonding

x 

y 

z s
1
 py

2
 

+  

En este caso se tiene,〈
ψ1
s

∣∣∣H∣∣∣ψ2
py

〉
= Vspσ,

∀ Vspσ 6= 0,
& Vspσ < 0.

x 

y 

z s
2
 py

1
 

+  

Para este ordenamiento
diferente se observa:

Vspσ > 0,〈
ψ1
py

∣∣∣H∣∣∣ψ2
s

〉
= −Vspσ.
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Método de enlace fuerte (tight-binding)
Traslape de orbitales: Hibridación

s− pz bonding

x 

y 

z s
1
 pz

2
 

+ 

 

Para esta configuración, al igual que en el caso s− px, Vspσ se anula2

para el bonding s− pz,〈
ψ1
s

∣∣∣H∣∣∣ψ2
pz

〉
=
〈
s1
∣∣∣H∣∣∣p2

z

〉
= Vspσ = 0.

2Las contribuciones de ambos lóbulos se cancelan por simetría.
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Método de enlace fuerte (tight-binding)
Traslape de orbitales: Hibridación

px − px bonding
px

2
 

+ 

 

px
1
 

+ 

 

En este tipo de interac-
ciones se tiene,〈
ψ1
px

∣∣∣H∣∣∣ψ2
px

〉
= Vppπ,

∀ Vppπ < 0,

en donde al resultado de
la interacción se le llama
hibridación ppπ.

pz − pz bonding
pz

2
 

+ 

 

pz
1
 

+ 

 

De la misma manera, se
observa una hibridación
ppπ para el caso pz − pz,〈
ψ1
pz

∣∣∣H∣∣∣ψ2
pz

〉
= Vppπ,

∀ Vppπ < 0.
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Método de enlace fuerte (tight-binding)
Traslape de orbitales: Hibridación
py − py bonding

py
2
 

+  

py
1
 

+  

Para la configuración actual, se tiene:〈
ψ1
py

∣∣∣H∣∣∣ψ2
py

〉
=
〈
p1
y

∣∣∣H∣∣∣p2
y

〉
= Vppσ,

generando una hibridación ppσ siendo Vppσ > 0, debido a que los
lóbulos próximos dominan la interacción del sistema.

Finalmente, se tiene que las interacciones pi−pj ∀ i 6= j se anularán
debido a la simetría de los mismos.
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Método de enlace fuerte (tight-binding)
Resumen de interacciones

En general, de la interacción s − p sólo habrá cuatro términos que
sobreviven,

Vss < 0 

+ + + 

 

+ 

Vsp  > 0 

Vpp  > 0 

+ 

 

+ 

 

+
 

 

+
 

 

Vpp  < 0 

Debido a que las integrales de interacción dependen de la distancia
relativa y orientación entre orbitales, se inferiere una relación de pro-
porcionalidad:

Vssσ : Vspσ : Vppσ : Vppπ = −1.40 : 1.84 : 3.24 : −0.81.
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Método de enlace fuerte (tight-binding)
Ejemplo: Celda cuadrada

a2 

a1 

a 

a 

Se considera:
• Cristal monoatómico.
• Base de expansión tipo s.
• Interacción:
(a) Primeros vecinos,
(b) Segundos vecinos.

Las coordenadas de los vecinos son:
Primeros: (1, 0)a, (0, 1)a, (−1, 0)a, (0,−1)a.
Segundos: (1, 1)a, (−1, 1)a, (1,−1)a, (−1,−1)a.

Y donde las integrales de interacción son:
〈ϕs(0)|H|ϕs(0)〉 = εs,

〈ϕs(0)|H|ϕs(1)〉 = V 1
ssσ < 0 & 〈ϕs(0)|H|ϕs(2)〉 = V 2

ssσ < 0.
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Método de enlace fuerte (tight-binding)
Ejemplo: Celda cuadrada

Con las consideraciones anteriores se obtiene la sig. est. de bandas:

Ek = εs + 2V 1
ssσ [Cos kxa+ Cos kya] + . . .

. . .+ 2V 2
ssσ [Cos(kxa+ kya) + Cos(kxa− kya)] ,

Graficando:

(0,0) (1,0)/a 

(1,1)/a 

Usando: εs = 5, V 1
ssσ =

−1 y V 2
ssσ = −1/4, 0

2
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Método de enlace fuerte (tight-binding)
Ejemplo: Celda cuadrada v2.0

a2 

a1 

a 

a 

Se considera:
• Cristal monoatómico.
• Base de expansión tipo s, p.
• Interacción: primeros vecinos.
En este caso se tendrá una matriz
con dimensiones: dim{H} = 4×4.

La matriz de interacción viene dada por,

H =


s/s s/px s/py s/pz

�
��px/s px/px px/py px/pz

���py/s ���py/px py/py py/pz

���pz/s ���pz/px ���pz/py pz/pz

 , ∀ Hji = H∗ij .

en donde cada elemento representa una energía E(k), y de los cuales
sólo hay que calcular 10 debido a la simetría de la interacción.
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Método de enlace fuerte (tight-binding)
Ejemplo: Celda cuadrada v2.0

a 

a 

+ 

s 

s 

+ 

+ + 

+ 

H =


s/s s/px s/py s/pz

���px/s px/px px/py px/pz

���py/s �
��py/px py/py py/pz

���pz/s ���pz/px ���pz/py pz/pz

 ,

Calculando la interacción E11(s/s):

Ek = εs + 2Vssσ [Cos kxa+ Cos kya] ∀ Vssσ < 0,

lo cual corresponde al caso anterior en donde sólo se consideró inte-
racción tipo s.
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Método de enlace fuerte (tight-binding)
Ejemplo: Celda cuadrada v2.0

a 

a 

+  

+  +  

+  

+ 

px 

s 

H =


s/s s/px s/py s/pz

���px/s px/px px/py px/pz

���py/s ���py/px py/py py/pz

���pz/s ���pz/px ���pz/py pz/pz

 ,
en este caso las interacciones ya no
son isotrópicas, debido a la natura-
leza del orbital px.

Calculando la interacción E12(s/px):

〈ϕs(0)|H|ϕpx(1, 0)〉 = Vspσ ∀ Vspσ > 0,
〈ϕs(0)|H|ϕpx(−1, 0)〉 = −Vspσ,
〈ϕs(0)|H|ϕpx(0, 1)〉 = 〈ϕs(0)|H|ϕpx(0,−1)〉 = 0,

donde las últimas dos interacciones son cero debido a que la contribu-
ción del lóbulo + cancela la del correspondiente −.
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Método de enlace fuerte (tight-binding)
Ejemplo: Celda cuadrada v2.0

Calculando la contribución a la estructura de bandas de E12(s/px),

Ek =
∑
n

eik·rn

〈
ϕ0
j

∣∣∣H∣∣∣ϕni 〉 ,
⇒ E12(s/px) = 〈ϕs(0)|H|ϕpx(0)〉+ eikxa 〈ϕs(0)|H|ϕpx(1, 0)〉+ . . .

. . .+ e−ikxa 〈ϕs(0)|H|ϕpx(−1, 0)〉+ . . .

. . .+ eikya 〈ϕs(0)|H|ϕpx(0, 1)〉+ . . .

. . .+ e−ikya 〈ϕs(0)|H|ϕpx(0,−1)〉 ,
Por tanto se tiene,

a 

a 

+  

+  +  

+  

+ 

px 

s 

E12(s/px) = Vspσ
(
eikxa − e−ikxa

)
,

E12(s/px) = 2iVspσSen kxa.
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Método de enlace fuerte (tight-binding)
Ejemplo: Celda cuadrada v2.0

a 

a 

+
 

 

+ 

py 

s 

+
 

 

+

 

+
 

H =


s/s s/px s/py s/pz
px/s px/px px/py px/pz

���py/s ���py/px py/py py/pz

���pz/s ���pz/px ���pz/py pz/pz

 .

Calculando la interacción E13(s/py):〈
ϕs(0)

∣∣H∣∣ϕpy (1, 0)
〉

=
〈
ϕs(0)

∣∣H∣∣ϕpy (−1, 0)
〉

= 0.〈
ϕs(0)

∣∣H∣∣ϕpy (0, 1)
〉

= Vspσ ∀ Vspσ > 0,〈
ϕs(0)

∣∣H∣∣ϕpy (0,−1)
〉

= −Vspσ,

en donde las primeras dos interacciones son cero debido a que la con-
tribución del lóbulo + cancela la correspondiente del −.
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Método de enlace fuerte (tight-binding)
Ejemplo: Celda cuadrada v2.0

Calculando la contribución a la estructura de bandas de E13(s/py),

E13(s/py) =
〈
ϕs(0)

∣∣H∣∣ϕpy (0)
〉

+ eikxa
〈
ϕs(0)

∣∣H∣∣ϕpy (1, 0)
〉

+ . . .

. . .+ e−ikxa
〈
ϕs(0)

∣∣H∣∣ϕpy (−1, 0)
〉

+ . . .

. . .+ eikya
〈
ϕs(0)

∣∣H∣∣ϕpy (0, 1)
〉

+ . . .

. . .+ e−ikya
〈
ϕs(0)

∣∣H∣∣ϕpy (0,−1)
〉
,

Por tanto se tiene,

a 

a 

+
 

 

+ 

py 

s 

+
 

 

+

 

+
 

E13(s/py) = Vspσ
(
eikya − e−ikya

)
,

E13(s/py) = 2iVspσSen kya.

Se observa que este caso es simétrico
al caso E12(s/py) con sólo aplicar
px → py y kx → ky.
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Método de enlace fuerte (tight-binding)
Ejemplo: Celda cuadrada v2.0

a 

a 

+ 

pz 

s 

+ 

+ + 

+ 

H =


s/s s/px s/py s/pz
px/s px/px px/py px/pz
py/s ���py/px py/py py/pz

���pz/s ���pz/px ���pz/py pz/pz

 ,

Observando la simetría de las interacciones que participan en E14(s/pz)
se puede concluir lo siguiente:

〈ϕs(0)|H|ϕpz (1, 0)〉 = 〈ϕs(0)|H|ϕpz (−1, 0)〉 = 0,
〈ϕs(0)|H|ϕpz (0, 1)〉 = 〈ϕs(0)|H|ϕpz (0,−1)〉 = 0,

por tanto,
E14(s/pz) = 0.
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Método de enlace fuerte (tight-binding)
Ejemplo: Celda cuadrada v2.0

a 

a 

+  

+  +  

+  

px 

+  

px 

H =


s/s s/px s/py s/pz
px/s px/px px/py px/pz
py/s ���py/px py/py py/pz
pz/s �

��pz/px ���pz/py pz/pz

 ,

Calculando la interacción E22(px/px):

〈ϕpx(0)|H|ϕpx(1, 0)〉 = Vppσ,

〈ϕpx(0)|H|ϕpx(−1, 0)〉 = Vppσ,

〈ϕpx(0)|H|ϕpx(0, 1)〉 = Vppπ,

〈ϕpx(0)|H|ϕpx(0,−1)〉 = Vppπ,

donde se tiene: Vppσ > 0 & Vppπ < 0.
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Método de enlace fuerte (tight-binding)
Ejemplo: Celda cuadrada v2.0

Calculando la contribución a la estructura de bandas de E22(px/px),
E22(px/px) = 〈ϕpx(0)|H|ϕpx(0)〉+ eikxa

〈
ϕpx(0)

∣∣H∣∣ϕpy (1, 0)
〉

+ . . .

. . .+ e−ikxa 〈ϕpx(0)|H|ϕpx(−1, 0)〉+ . . .

. . .+ eikya 〈ϕpx(0)|H|ϕpx(0, 1)〉+ . . .

. . .+ e−ikya 〈ϕpx(0)|H|ϕpx(0,−1)〉 ,
Por tanto se tiene,

a 

a 

+  

+  +  

+  

px 

+  

px 

E22(px/px) =

εpx + Vppσ
(
eikxa + e−ikxa

)
+ . . .

. . .+ Vppπ
(
eikya + e−ikya

)
,

E22(px/px) =
εpx + 2VppσCos kxa+ 2VppπCos kya.
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Método de enlace fuerte (tight-binding)
Ejemplo: Celda cuadrada v2.0

a 

a 

+
 

 

py 

+
 

 

+

 

+
 

+  

px 

a 

a 

pz 

+ 

+ + 

+ 

+  

px 

H =


s/s s/px s/py s/pz
px/s px/px px/py px/pz
py/s ���py/px py/py py/pz
pz/s ���pz/px ���pz/py pz/pz

 ,
debido a la simetría de las interaccio-
nes, todas las integrales se eliminan
∴ E23(px/py) = 0.

H =


s/s s/px s/py s/pz
px/s px/px px/py px/pz
py/s py/px py/py py/pz
pz/s ���pz/px �

��pz/py pz/pz

 ,
de igual manera, se obtiene que:
E24(px/pz) = 0.
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Método de enlace fuerte (tight-binding)
Ejemplo: Celda cuadrada v2.0

a 

a 

+
 

 

py 

+
 

 

+

 

+
 

py 

+
 

 

H =


s/s s/px s/py s/pz
px/s px/px px/py px/pz
py/s py/px py/py py/pz
pz/s pz/px �

��pz/py pz/pz

 .

Calculando la interacción E33(py/py):〈
ϕpy (0)

∣∣H∣∣ϕpy (1, 0)
〉

= Vppπ,〈
ϕpy (0)

∣∣H∣∣ϕpy (−1, 0)
〉

= Vppπ,〈
ϕpy (0)

∣∣H∣∣ϕpy (0, 1)
〉

= Vppσ,〈
ϕpy (0)

∣∣H∣∣ϕpy (0,−1)
〉

= Vppσ,

donde se tiene, como en el caso px/px: Vppσ > 0 & Vppπ < 0.
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Método de enlace fuerte (tight-binding)
Ejemplo: Celda cuadrada v2.0

Calculando la contribución a la estructura de bandas de E33(py/py),
E33(py/py) =

〈
ϕpy (0)

∣∣H∣∣ϕpy (0)
〉

+ eikxa
〈
ϕpy (0)

∣∣H∣∣ϕpy (1, 0)
〉

+ . . .

. . .+ e−ikxa
〈
ϕpy (0)

∣∣H∣∣ϕpy (−1, 0)
〉

+ . . .

. . .+ eikya
〈
ϕpy (0)

∣∣H∣∣ϕpy (0, 1)
〉

+ . . .

. . .+ e−ikya
〈
ϕpy (0)

∣∣H∣∣ϕpy (0,−1)
〉
,

Por tanto se tiene,

a 

a 

+
 

 

py 

+
 

 
+

 

+
 

py 

+
 

 

E33(py/py) =

εpy + Vppπ
(
eikxa + e−ikxa

)
+ . . .

. . .+ Vppσ
(
eikya + e−ikya

)
,

E33(py/py) =
εpy + 2VppπCos kxa+ 2VppσCos kya.
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Método de enlace fuerte (tight-binding)
Ejemplo: Celda cuadrada v2.0

El caso anterior para E33(py/py) se puede considerar como el E22(px/px),
aplicando una rotación de 90◦:

px/px

a 

a 

+  

+  +  

+  

px 

+  

px 

R(90◦){px/px} → py/py

a 

a 

+
 

 
py 

+
 

 

+

 

+
 

py 

+
 

 

Lo cual es equivalente a realizar la sustitución: px → py y kx → ky:
E22(px/px) = εpx + 2VppσCos kxa+ 2VppπCos kya,

⇒ E33(py/py) = εpy + 2VppσCos kya+ 2VppπCos kxa.
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Método de enlace fuerte (tight-binding)
Ejemplo: Celda cuadrada v2.0

a 

a 

pz 

+ 

+ + 

+ 

py 

+
 

 

H =


s/s s/px s/py s/pz
px/s px/px px/py px/pz
py/s py/px py/py py/pz
pz/s pz/px ���pz/py pz/pz

 .
Debido a la simetría de las interaccio-
nes, todas las integrales se eliminan
∴ E34(py/pz) = 0.

Lo anterior se pudo deducir tam-
bién al considerar E34(py/pz) como
el elemento E24(px/pz) aplicando una
rotación de 90◦:

R(90◦) {px/pz} → py/pz =⇒

a 

a 

pz 

+ 

+ + 

+ 

+  

px 
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Método de enlace fuerte (tight-binding)
Ejemplo: Celda cuadrada v2.0

a 

a 

pz 

+ 

+ + 

+ 

+ 

pz 

H =


s/s s/px s/py s/pz
px/s px/px px/py px/pz
py/s py/px py/py py/pz
pz/s pz/px pz/py pz/pz

 ,

Finalmente, calculando la interacción E44(pz/pz):

〈ϕpz (0)|H|ϕpz (1, 0)〉 = 〈ϕpz (0)|H|ϕpz (−1, 0)〉 = Vppπ,

〈ϕpz (0)|H|ϕpz (0, 1)〉 = 〈ϕpz (0)|H|ϕpz (0,−1)〉 = Vppπ,

debido a la simetría propia de los orbitales pz.
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Método de enlace fuerte (tight-binding)
Ejemplo: Celda cuadrada v2.0

Calculando la contribución a la estructura de bandas de E44(pz/pz),
E44(py/py) = 〈ϕpz (0)|H|ϕpz (0)〉+ eikxa 〈ϕpz (0)|H|ϕpz (1, 0)〉+ . . .

. . .+ e−ikxa 〈ϕpz (0)|H|ϕpz (−1, 0)〉+ . . .

. . .+ eikya 〈ϕpz (0)|H|ϕpz (0, 1)〉+ . . .

. . .+ e−ikya 〈ϕpz (0)|H|ϕpz (0,−1)〉 ,
Por tanto se tiene,

a 

a 

pz 

+ 

+ + 

+ 

+ 

pz 

E44(pz/pz) =

εpz + Vppπ
(
eikxa + e−ikxa

)
+ . . .

. . .+ Vppπ
(
eikya + e−ikya

)
,

E44(pz/pz) =
εpz + 2Vppπ [Cos kxa+ Cos kya] .
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Método de enlace fuerte (tight-binding)
Ejemplo: Celda cuadrada v2.0

Ya teniendo todos los elementos de la matriz,

H =


s/s s/px s/py s/pz
px/s px/px px/py px/pz
py/s py/px py/py py/pz
pz/s pz/px pz/py pz/pz

 , ∀ Hji = H∗ij

ésta se diagonaliza,

H0 =


(s/s)0 0 0 0

0 (px/px)0 0 0
0 0 (py/py)0 0
0 0 0 (pz/pz)0

 ,
obteniendo así cuatro diferentes bandas, una para cada orbital consi-
derado en la expansión de la base.
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Método de enlace fuerte (tight-binding)
Celda cuadrada v3.0: Interacción a segundos vecinos

a 

a 

+  

+  +  

+  

+ 

px 

s 

+  +  

+  +  

 

Si se deseara considerar, además de la interacción a primeros vecinos,
también de segundos vecinos, las integrales se complican debido al
ángulo de interacción θ.
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Método de enlace fuerte (tight-binding)
Parámetros Slater−Koster

En los casos en donde no es simple obtener los elementos de matriz,
se recurre a tablas, como las de Slater & Koster:3

E(s/s) Vssσ
E(s/x) lVspσ
E(x/x) l2Vppσ + (1− l2)Vppπ
E(x/y) lmVppσ − lmVppπ
E(x/z) lnVppσ − lnVppπ

en donde l, m, y n representan los cosenos directores del vector
relativo rξ:

rξ = rξ r̂ξ = x̂i + ŷj + zk̂ ⇒ l = x

rξ
, m = y

rξ
, n = z

rξ
.

3Phys. Rev. B 94, 1498 (1954), en donde se reportan integrales considerando
hasta una base con estados d.
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Método de enlace fuerte (tight-binding)
Integrales de interacción

Las integrales de interacción en el método tight-binding,

Ek =
∑
n

eik·rn

〈
φ0

j

∣∣∣H∣∣∣φn
i

〉
,

son obtenidas mediante un proceso de ajuste a estructuras de bandas
experimentales u obtenidas mediante otros cálculos más precisos.4

4Métodos full-potential, all-electron tal como el DFT-LAPW.
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Método de enlace fuerte (tight-binding)
Integrales de interacción

5
5D.A. Papaconstantopoulos and M.J. Mehl, J. Phys.: Condens. Matter 15,

R413 (2003).
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Contenido: Tema 06

6. Estructura de bandas
6.1 Método de enlace fuerte (tight-binding)
6.2 Densidad de estados, superficie de Fermi
6.3 Métodos experimentales para la determinación de la estructura

electrónica
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Densidad de estados, superficie de Fermi
Densidad de estados electrónicos (DOS)

Normalmente se calculan cantidades que son sumas ponderadas sobre
los estados electrónicos,

Q = 2
∑
nk
Qn(k), 6

En el límite de cristales macroscópicos, los valores de k se pueden
considerar muy cercanos entre ellos, y por tanto reemplazar la sumatoria
por una integral,

q = lim
V→∞

Q

V
= 2

∑
n

∫
dk

(2π)3Qn(k).

Considerando que, en general, Qn(k) es una función de εn(k), entonces
se puede definir una densidad de estados g(ε) tal que,

q =
∫
dεg(ε)Q(ε).

6El factor 2 se debe a la posiblidad de acomodar dos electrones de diferente
espín en cada nivel.
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Densidad de estados, superficie de Fermi
Densidad de estados electrónicos (DOS)

Comparando las dos expresiones anteriores se observa:

g(ε)dε =
∑
n

gn(ε)dε ∀ gn(ε)dε =
∫

dk
4π3 δ(ε− εn(k)),

en donde la integral es en la celda primitiva, y gn(ε) es la DOS de la
n-ésima banda en un rango de energías ε y ε+ dε.

Otra expresión alternativa para la DOS, viene del siguiente análisis:

gn(ε)dε = 2
V
×{num. de k de la n-ésima banda en el rango ε y ε+ dε} ,

tal núm. de k permitidos en el rango ε ≤ εn(k) ≤ dε corresponde a:
1

∆k ×
∫
dk ∀ ∆(k) = (2π)3

V
,

por tanto,
gn(ε)dε =

∫
dk
4π3 ,

y cero para valores de εn(k) fuera del rango mencionado.
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Densidad de estados, superficie de Fermi
Densidad de estados electrónicos (DOS)

Debido a que dε es infinitesimal, por tanto también lo es dk, con lo
cual se puede considerar a la integral como una de superficie,∫

dk→
∫
Sn(ε)

dSδk(k),

en donde,
• Sn(ε) es la superficie εn(k) = ε.
• δk(k) es la distancia ⊥ entre las superfi-
cies de energía cte. Sn(ε) y Sn(ε+ dε).

Recordando la definición de gradiente,

|∇kεn(k)| = dε

dk⊥
⇒ dk⊥ = δk(k) = dε

|∇kεn(k)| .

Sustituyendo en la expresión de gn(ε),

gn(ε)dε =
∫

dk
4π3 ⇒ gn(ε) =

∫
Sn(ε)

dS

4π3
1

|∇kεn(k)| .
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Densidad de estados, superficie de Fermi
Superficie de Fermi: Generalidades

El estado base de N electrones se construye ocupando todos los niveles
por sólo un electrón (o dos contando el espín) con:

εn(k) ≤ εF ∀ N =
∫ εF

0
g(ε)dε.

en donde εF representa el nivel de Fermi.
Dependiendo del sistema se pueden tener los siguientes casos:

EF 

Valence band 

Conduction band 
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Densidad de estados, superficie de Fermi
Superficie de Fermi: Construcción

Para construir la superficie de Fermi de un sistema metálico, se con-
sidera una red cuadrada, la cual en el espacio recíproco cumple con
la condición de difracción 2k ·G +G2 = 0.

En donde los G1 definen a la
primera zona de Brillouin (IBZ),

G1 = ± (2π/a) k̂x & ±(2π/a) k̂y,

mientras que para G2 y G3, se-
gunda y tercera zona respectiva-
mente, vienen dados como:

G2 = ± (2π/a)
(
k̂x ± k̂x

)
,

G3 = ± (4π/a) k̂x & ± (4π/a) k̂y,

siendo que las zonas de Brillouin se construyen con el procedimiento
de Wigner-Seitz.
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Densidad de estados, superficie de Fermi
Superficie de Fermi: Gas de electrones libres

kF 

El número de zonas de Brillouin a considerar dependerá de la concen-
tración de los electrones de valencia del sistema, lo cual influye en
el radio de la esfera de Fermi: kF .
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Densidad de estados, superficie de Fermi
Superficie de Fermi: Mapeo a la primera zona de Brillouin

Las diferentes zonas de Brillouin, definidas conforme la SF, se pueden
expresar en un esquema de zona reducida mapeándolas a la IBZ.

kF 

El mapeo se realiza mediante el uso de los vectores de la red recípro-
cos Gi’s.
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Densidad de estados, superficie de Fermi
Superficie de Fermi: Esquema de zona reducida

La superficie de Fermi en el esquema extendido puede ser representada,
mediante el procedimiento anterior, en el esquema de zona reducida
para las diferentes zonas de Brillouin.

kF 
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Densidad de estados, superficie de Fermi
Superficie de Fermi: Esquema de zona periódica
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Densidad de estados, superficie de Fermi
Superficie de Fermi: Carácter de la superficie

Electrones

k 

Superficie de Fermi

Superficies cuyo ∇kε apunta
hacia afuera son de elec-
trones.
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Densidad de estados, superficie de Fermi
Superficie de Fermi: Carácter de la superficie

Huecos

k 

Superficie de Fermi

Superficies cuyo ∇kε apunta
hacia adentro son de huecos.
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Densidad de estados, superficie de Fermi
Superficie de Fermi: Elementos metálicos

Para el caso de metales nobles, se tienen las sig. superficies de Fermi,

Cobre Plata Oro

Por otro lado, recordando que en el caso de sistemas tipo electrón
libre se tiene:

εF (k) = ~2k2
F /2m ⇐ ecuación de una esfera,

lo cual concuerda con la forma de las SF para los metales nobles,
indicando que la naturaleza electrónica de los mismos es muy similar a
un gas electrones libres.
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Densidad de estados, superficie de Fermi
Superficie de Fermi: Elementos metálicos

Para metales en donde las interacciones son mas complejas, en donde
involucran la participación de varias bandas de diferente simetría, las
SF difieren fuertemente del modelo de gas de electrones libres:

Plomo Magnesio 

Inf. adicional sobre superficies de Fermi para elementos metálicos:
http://www.phys.ufl.edu/fermisurface/

Omar De la Peña-Seaman | IFUAP Estado Sólido I − FCFM 54/64
54/64

http://www.phys.ufl.edu/fermisurface/


Contenido: Tema 06

6. Estructura de bandas
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Métodos experimentales
Estructura de bandas: ARPES

ARPES: Angle Resolver PhotoEmission Spectroscopy
Técnica que mide la estructura de bandas electrónicas (energía vs mo-
mento), basada en el efecto fotoeléctrico.

Efecto fotoeléctrico • Radiando una muestra con luz
~ν, los electrones de la superfi-
cie serán fotoemitidos.

• Estos electrones poseen infor-
mación de su movimiento en
el cristal, excepto por la energía
absorbida del fotón (conocida).

• El momento inducido por el
fotón a los electrones es des-
preciable en el rango de longi-
tud de onda usada en los expe-
rimentos.
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Métodos experimentales
Estructura de bandas: ARPES

Midiendo la energía cinética y el ángulo de emisión de los fotoelec-
trones se pueden construir las relaciones de energía vs momento.

Ekin = ~ν − Φ− |EB|,
p‖ = ~k‖,

=
√

2mEkinSenθ(iCosφ+ jSenφ),
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Métodos experimentales
Estructura de bandas: ARPES

Características
Conservación del momento: En el proceso de fotoemisión, sólo el

momento paralelo al plano de la superficie se conserva.
Técnica sensible sólo a la superficie: La sensibilidad de la superficie

depende de Ekin de los electrones. Valores típicos de
profundidad: 10− 30 Å.

Ultra-alto vacío (UHV): ∼ 5 × 1011 Torr, lo cual limita el tipo de
materiales que pueden ser analizados.

Sistemas cuasi-2D: Materiales con estructuras cuasi-2D son más sen-
cillos de medir. Para obtener información fuera del plano
(z), es necesario utilizar muy diversas ~ν.

Fuentes brillantes: La gran mayoría de exp. utilizan fuentes de syn-
crotrón, debido a que se requiere de luz UV muy brillante
(muchos fotones) para realizar experimentos eficientes.

Calidad de las muestras: Se requiere de monocristales o películas
delgadas epitaxiales para analizar informacion angular.
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Métodos experimentales
Estructura de bandas: ARPES

Grafeno
Estructura de bandas Superficie de Fermi

• Sistema semi-metálico, con bandas de carácter π en la frontera del
nivel de Fermi.

• Relación de dispersión lineal en la vecindad de K.
• Portadores de carga sin masa: fermiones de Dirac.
• Superficie de Fermi: punto de Dirac.
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Métodos experimentales
Estructura de bandas: ARPES

Grafeno
Superficie de Fermi

• Mediciones de la estructura de bandas de grafeno crecido en SiC(0001)
y comparación con cálculos

• Medición de la superficie de Fermi a diferentes energías.
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Métodos experimentales
Estructura de bandas: ARPES

Bilayer de Grafeno7

• Bilayer de grafeno crecido en una superficie de SiC(0001).
• Dopaje tipo n debido a la interface SiC(0001)/grafeno.
• Absorción de potasio (K) en el grafeno, incrementando la concen-
tración del dopaje.

7T.Ohnta et al., Science 313, 951 (2006).
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Métodos experimentales
Densidad de estados: Espectroscopía de fotoemisión (XPS & UPS)

La espectroscopía de fotoemisión
mide la energía cinética de los fo-
toelectrones, obteniendo así informa-
ción de la energía de enlace (EB) en
el material:

Ekin = ~ν − Φ− |EB|.

En general, la región de energía de
donde proviene el fotoelectrón depen-
derá de la fuente:
• UPS: Estados de valencia, con
energías de enlace muy pequeñas.

• XPS: Estados de core, con altas
energías de enlace.
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Métodos experimentales
Densidad de estados: Espectroscopía de fotoemisión (XPS & UPS)

Existen procesos de dispersión inelástica que reducen Ekin y previenen
que los fotoelectrones escapen de la superficie.

Inelastic mean free path, λ
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Métodos experimentales
Densidad de estados: Espectroscopía de fotoemisión (XPS & UPS)

Silicio (Si)

  

GaAs

  

J. Chelikowsky, et al., Phys. Rev. B 8, 2786 (1973).
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