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2. Mecanica Estadistica Clasica
2.1 Nuamero de microestados €2 y entropia .S
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Nimero de microestados () y entropia S
Relacién Termodindmica — Fisica Estadistica
Consideramos un sistema fisico:
e Compuesto de un niimero N de particulas idénticas, con N — oo,
¢ Confinadas en un volumen V', con V' — oo,
e Tal que la densidad de particulas N/V se mantenga fija.
Ahora, considerando la energia E del sistema, se tiene:

e FE 'y N son variables macroscépicas que definen a un macroestado,
E:ani, & N:Zni,
i i

e El nivel de energia ¢; y el nim. de particulas n; en determinado
nivel son var. microscépicas que definen a un microestado.

Siendo que para cada macroestado existe una cantidad gigantesca de
microestados compatibles, donde a ese nlimero de microestados se le
denota como Q(E,V,N).
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Nimero de microestados () y entropia S
Significado del nimero de microestados Q(FE, N, V)

Considerando dos sistemas fisicos, A1 y Ao, los cuales se encuentran
en equilibrio, inicialmente separados, y que se les permite entrar en
contacto e intercambiar energia:

en donde,

FE; = energia inicial,
E; = energia final,
por tanto, el nimero de microes-

tados posibles del sistema com-
puesto A sera:

QO == QI(E17N17 ‘/].)QQ(E27N27 ‘/2)7
V Eg= FE{+ Es = cte.,
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Nimero de microestados () y entropia S

Estado de equilibrio, relacién con

Condicion de Equilibrio

El macroestado de es aquel que, respetando las restricciones
impuestas al sist., el nimero de microestados compatibles.

Por tanto, se tiene que el estado de equilibrio se caracteriza por:

892 8Q1
A =0 =0 dFs + Q) dE,.
0~ 13E2V2N2 YO Evlvin !
Q Q
SO 02 dBy — Qg =L o dFy,
0B |y, v, OE1 |y,
entonces,
892 891 1 892 1 891
Q = = — — e i
' OB, Va,Na > OB, Vi, Ny Q2 OEs |y v, 1 OF1 |y, A
0 0
— InQQ = Ian ’
8E2 ( ) Va,No 8E1 ( ) Vi,N1

siendo E1 + Eo = cte.
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Nimero de microestados () y entropia S
Estado de equilibrio, relacién con

de las expresiones deducidas anteriormente, se procede como sigue:

0
—InQ(E,V,N =
8En ( 7V7 )V7N 67

obteniendo para la condicién de equilibrio,

B1 = B,

pero de resultados de la Termodinamica, se tiene que en el equilibrio
se debe cumplir:
Tl = TQ;

siendo que,

1 D I 1 aS
ds Td + VdV Td , = T~ 3B |yn’

]
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Nimero de microestados () y entropia S
Estado de equilibrio, relacién con
del resultado anterior,

1 oS 1 AS
T 8E V,N = T AE V,N = S|V’N ’
pero,
3 A(InQ) A(InQ)
( ) V,N AE lyn B v

debido a que es el mismo sistema = AF es igual en ambos casos:
A(InQ) N As 1
B A(InQ) BT

TAS = = cte,

por tanto,

S = Sp + kgIn€2, resultado de Boltzmann,
S = kpInQ, resultado de Planck, (la cte. Sy sobra.)

en donde kp = 1/8T representa a la constante de Boltzmann.
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Nimero de microestados () y entropia S

Relacién entre €2 y propiedades termodinamicas
De la expresion anterior se pueden obtener propiedades termodinami-
cas con sélo el conocimiento del nimero total de microestados posi-
bles Q(E,V, N) para un macroestado determinado (E,V, N),

S(E,V,N) =kpInQ(E,V,N) < relaciéon fundamental,

donde las propiedades intensivas son dadas por las ecs. de estado de

oS 1 oS D oS o

BElyn T Vlgw T 0Nlgy T’
o también, en términos de la energia interna E:

_ |98 oE __9OE
P Vw08 vy T T Vs
__ |98 oE _ 9F
H= "\ oN|gy| | 8SInv| ~ N gy’
OF
T=22
S ly.n
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Nimero de microestados () y entropia S

El gas ideal
Consideremos un gas de N particulas de masa M, no—interacturantes,
confinadas en una caja de vol. V = L? a una temperatura T, donde
la funcién de onda de una particula es,

U(z,y, 2 \/>Sen (lwx) Sen ( > Sen (nzz) V I,m,neZt,

a la cual, aplicando la ecuacién de Schrédinger, nos arroja el espectro
de energia, para una particula:

s V3 =E
oY Y= EY
h2
= E—z—ﬁ(12+m2+n2),
h2 2 2 2 *
= V2/3(l +m* + n*) = Eye’,

en donde Ey = h?/(8MV?/3) y ¢ =12 4+ m? + n?.
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Nimero de microestados () y entropia S

El gas ideal
Calculando ahora la energia total del sistema de N particulas,

iV: h? 2 2 2
(2 +m? +n?) = E,
= 8M V23
N 2/3
SMV=°E
= D @+mitnd)=—5—,

i=1
.". tenemos que el nimero de distintas eigenfunciones (o microestados)

para cada una de las N particulas sera igual al nimero de soluciones
diferentes de la ecuacién, lo cual denotamos como Q(E,V, N).

Ahora, observando la forma funcional de la ecuacién anterior, se puede
definir:

Q(E,V,N) — QEV?3 N),
S(E,V,N) = kgnQ — S(EV?3 N).

Fisica Estadistica | — Maestria (Fisica)

Omar De la Pefia-Seaman | IFUAP



Nimero de microestados () y entropia S

El gas ideal
De la relacién anterior, S = S(EV2/3,N), se observa que para un
proceso adiabatico, S = cte., y considerando que N = cte. entonces
EV?/3 = cte. también, lo cual, relacionando con las ecs. de estado:

__9E _2F
P="ovisn ~ 3V
pV5/3:cte.,

resultado que indica como varia p en funcién de V para un proceso
adiabatico.

Retomando el resultado de los microestados,

N 2/3
SMV</"FE
2 2 2

Y +mi+nd) = 2 &

i=1
se tiene que () representa el nimero de sets de enteros positivos que
permanecen en la superficie de una esfera 3N-dimensional de radio
Ver.
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Nimero de microestados () y entropia S

El gas ideal
Sin embargo, estadisticamente hablando, es mas estable y sencillo cal-
cular el volumen de la hiperesfera que la superficie,

Q o z 5(E)
1001
. \

AN
or . %(E)
O ol ® ol ° Lo

10 15 20 E* E

por tanto, se propone lo siguiente:
S(e) =Y Qe),
e<e*

de donde es posible obtener la densidad de estados del sistema,

* a *
g(e) = 55 5(€).
Oe*
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Nimero de microestados () y entropia S

El gas ideal
Considerando sélo un octante de la hiperespfera de 3/N-dimensiones,
donde los tres enteros son positivos, se tiene que el vol. ser3,

i} 1\3N 3N/2 . . 8MEv2/3

Z(6):(2) BN/2TEN2) ¢ Y e =
(VY (2nME)3N/?
58 = (53) (BN/2)T(3N/2)’

lo cual representa el nimero de microestados con una energia igual
o menor a E.
Calculando ahora la densidad de estados y Q(FE),

0%
WE) = g(B)AE Y g(B)= o=,
v N 2w M 3N/2E3N/271
9(E) = (3) L) ,
h T(3N/2)
VAN (2nM)3N/2E3N/2-1 3N %(E)
QFE)=|+= ABf=——2oAF
(E) <h3> T(3N/2) 20 R
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Nimero de microestados () y entropia S
El gas ideal
aplicando logaritmos a la ec. anterior, para poder obtener una expresién
cercana a la entropia,
AE,

o) - BVEE)
3N AFE

2 K
= IHQZIHT—FID?—FII‘]E,
1 3N 1 AFE

. L 9LV a0 / I _
=N Nln > Nln z +In¥"|, V NIn¥ =InX,

analizando el resultado anterior se observa:

1
lim NlnN—H)

N—o0

por tanto, se obtiene finalmente:

()
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Nimero de microestados () y entropia S
El gas ideal

Con la expresién anterior es posible calcular la entropia,
S(E,V,N)=kpInQ(E,V,N),

B VAN (2rME)3N/?
~ el th’)) <3N/2>r<3N/2>]’

VAN (2rME)3N/2
=kpln l() ((3]\7/;)']’ vV nl'(n) =nl,

= Nkgln hg(27rME)3/2] — kpIn[(3N/2)],

v 3N 3N 3N
—(2 ME3/2]— [1’— 2
h3( ™ ) kB 2 n 2 2 Y

= Nkpln

V (4nMEN\®?| 3N

Inn! =nlnn—n ¥ n>> 1.
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Nimero de microestados () y entropia S
El gas ideal
Del resultado anterior se obtiene la expresion para la energia interna,

V [4rMEN%?| 3N
S(E,VvN)—Nthl[h?) <3]\]> ]4‘2]4337
3Nh? 28
= BSV.N) = s o [3NkB }

con la cual es posible obtener las variables termodinamicas,

T_([?E) _ 3NR? [25 _4(2)
~\0S ) vy ardvE P 3Nk 3Nkg )’

2F 3
<8E> 2  3NA? [ 28 1}
= — —_— - —_— X —
p oV )sn 3V arMv2E P |3Nkg
2F

= — = NkpT.
3V7 = pV B
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Nimero de microestados () y entropia S
Entropia de mezclado y la paradoja de Gibbs

Considerando la exp. para la entropia encontrada para el gas ideal,

V /4nrME\3/? 3

y observando el efecto de escalar el sistema: N — aN, V — aV,y
E — aF, entonces se debe obtener S — «.S,

4rMaE\3/?
S(aE,aV,aN) = aNkg [m{av(” a > }+3],

h3 3aN 2
V (4rMEN®?] 3

S(aE,aV,aN) # aS(E,V,N),

es decir, la entropia no es una funcién extensiva del sistema, lo cual
es incorrecto!!!
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Nimero de microestados () y entropia S
Entropia de mezclado y la paradoja de Gibbs

Debido a la obtencién de rel. termodindmicas correctas para el gas
ideal, no debe haber un problema fundamental en la teoria, por lo que
para encontrarlo, se propone el siguiente experimento:

Se tienen dos gases en equilibrio, 77 = Ty =
T, aislados del exterior, los cuales en un tiempo
determinado, son capaces de mezclarse.

gas 1 gas 2
Lp Lp
N,V, | NV, Por tanto, calculando la entropia de los gases

antes de mezclarse,

2 : N 3/2
V; (4rM;E, 3
So =3 Nikp lln{h; (3]\;2) }+2],

i=1
2 , 3/2
2o M kT 3
= SOZZ{NikBan+N¢kB [ln <%~) +§]},
i=1

en donde se ha usado la relacién E; = (3/2)N;kpT.
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Nimero de microestados () y entropia S
Entropia de mezclado y la paradoja de Gibbs

Ahora, permitiendo que los gases se mezclen, manteniendo 1" = cte.,

se tiene que V = V; 4+ V5, por tanto calculando la entropia:

2 3/2
2nM;kpT 3
i=1
y ahora calculando de estos resultados la entropia de mezclado,

AS = Sg — S,

2
= Z {NikB InV — N;kgInV; + N;kgp lln (

=1

2rM;kgT\*? 3

2
:Z{NikBln (m;‘é)} > 0,

27rMZ~kBT>3/2 N 3]

h2 2

i=1 v

lo cual tiene sentido, ya que se trata de un proceso irreversible.
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Nimero de microestados () y entropia S

Entropia de mezclado y la paradoja de Gibbs
Considerando ahora que ambos gases son iguales, y ademas con la
misma densidad,

My =My =M, Nl/VlzNg/VQ:N/V, V N = Ny + N,

por tanto, se tiene ahora para Sy y Sp,

2 3/2
o MkpT 3
SOZE:{NikBanmLNikB lm(” h?B > + H

i=1

2

2 27erBT>3/2 3]}
- = + 2 ,

SF:Z{NikBIDV—{—NikB [ln( 52
i=1
calculando con los res. anteriores la entropia de mezclado para este

sistema,
AS &5 SF —_ SOa
2 2
=1 i=1 i
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Nimero de microestados () y entropia S

Entropia de mezclado y la paradoja de Gibbs
como se tiene que la densidad es la misma en ambos sistemas,

Ni N1+ N Vi+Ve N+ No

- - < = = ,
Vi Vi+Wa Vi N;

por tanto, sustituyendo en la ec. anterior,

2
AS = Z{Nikgln (Vl‘t%)},

i=1 i
2
AS=Y" {NikB In (M)} ,
i=1 Ni

2

=kp Y {Niln(N1 + N2) — N;In N;},
=1

= ]CB {NlnN —N1 lan — ]Vglrl]\fg}7
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Nimero de microestados () y entropia S
Entropia de mezclado y la paradoja de Gibbs
de la ecuacién anterior se puede considerar,

Inn!=nlnn—n V n>1,

SAS = k‘B {NlnN—NllIlNl —NngNg},
~ kp {N-f—th' — Ny —InNy! — Ny —IDNQ!},

N
AS~kpln(— ) =0
= B n<N1!N2!> -

el resultado anterior es incorrecto, ya que se tiene un proceso en el
cual AS =0, debido a que el estado inicial y final son iguales.

Para corregir tal inconsistencia, Gibbs propuso la inclusién de un factor
1/N! en el nim. de microestados, debido a que se trata de un con-
junto de part. indistinguibles, y asi eliminar aprox.. la distinguibilidad,

Q(E,V,N)
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Nimero de microestados () y entropia S
Entropia de mezclado y la paradoja de Gibbs
Incorporando en la exp. de entropia el factor de correccion de Gibbs,

Q
S=kpnQg = kpln <N'>
—kpnQ —kpInN!' = kplnQ — NkgIn N + Nkg,

4r M EN\?/?
— Nkg ln{ 4 (”) } + ;NkB ~ NkgIn N + Nk,

h3 \' 3N
V.  /4rME\3/? 5
— it °Nk
NkBln{NhS( 3N ) }+2 B

cantidad que si se comporta de manera extensiva al escalar el sistema.

Revisando el comp. de AS para el caso de mezclas de gases iguales,
AS = SF - kBIIlN' - (S() - kBlnN1! - k?BlnNQ!),
= kB [lnN' - lan! - IIINQ‘] - kB [IDN' i lan! 5 IDNQ'] ,
=0.
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Nimero de microestados () y entropia S
Entropia de mezclado y la paradoja de Gibbs

Analizando el problema de indistinguibilidad, se considera un macroes-
tado que consiste de n; part. para el i-ésimo estado de energia ¢;,

N:Zni, E:ZQ’I’LZ
7 %

TE e El nimero de configuraciones diferentes

viene dado como N!, si se considera a las
_____ 00 @ ---5 particulas distinguibles.
______ ® & e El ordenamiento de las particulas no es

importante en cada nivel energético,
"""" @O ----- €1 NI
IRPNPN P nim. config. = —no!nl!ngl =

.- nO!nlan!... i
Q(indist.) = Tﬁ(dlst.).
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Nimero de microestados () y entropia S

Entropia de mezclado y la paradoja de Gibbs
Considerando sistemas con alta T' y baja densidad de particulas, en-
tonces la probabilidad de encontrar méas de una part. en un estado
dado es casi nula = limite clasico,

n; =0, 1, casi nunca > 1,

TE

_____ ®---------- 83
————————————————— €
_______ ®----—-—--- g
—————— @---------¢&

>
L
por tanto, se asumen valores n; = 0, 1, lo cual conlleva a lo siguiente:

Qindist.) = %Q(dist.).
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Nimero de microestados () y entropia S

Entropia de mezclado y la paradoja de Gibbs
Para tener una idea de cuando aplicar el limite clasico de la correccién
a {2, se analiza la energia clasica de una particula,

2

3
B = kT = 2’4, = p=+/3mkgT,
m

ahora de manera cuantica,
p=hk =2nh/\=h/\,

comparando, se obtiene la longitud de onda térmica,

2 1/2
A1 = o .
3kaT

Por tanto, considerando el vol. disponible por particula V/N 3
si V/N > A\ = limite clasico;
si V/N <) = limite cuantico.

3lo cual representa el inverso de la densidad p = N/V".
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Contenido: Tema 02

2. Mecanica Estadistica Clasica

2.2 Teoria de ensambles y ensamble microcanénico
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Teoria de ensambles y ensamble microcanénico
Espacio fase de un sistema clasico
Se considera un sistema de IV particulas que se mueven en un espacio
3D, por lo que:
e Se tienen 3N coordenadas ¢; y 3N momentos p;, lo cual genera
un espacio de 6N dimensiones, conocido como espacio fase.
® g; y p; son funciones del tiempo, cuyo comportamiento serad deter-
minado mediante las ecs. candnicas de movimiento,

0H 0H
li=5— Pi=—5—, ¥V H=H(g,pi)
=5 b= (i i)

e Si se trabaja con sistemas conservativos, entonces:
‘H(Q’le) =FE V E= cte,,

por lo que el movimiento de las particulas estarad restringido a la
hiper-superficie definida por la condicién anterior.

e Por el contrario, si se tiene un rango de energia (E—A/2, E +
A/2), entonces la trayectoria se restringe a ese hiper-cascaron.
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Teoria de ensambles y ensamble microcandnico

Espacio fase de un sistema clasico, concepto de ensamble

Evolucion temporal del sistema

v .. AP .. v .
(qz-,pi)o.) . (qi,pi)o.\ (¢, piJo——y
t=1to t1 > to to > 1
> ¢ > ( >
Ensamble del sistema
P . AP \P L
(qi,Pi)o.) . . (95 Pi)n. =
t=to t=to (Gis P v £y
> > >
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Teoria de ensambles y ensamble microcanénico

Espacio fase de un sistema clasico, concepto de ensamble
Se considera, por tanto, al ensamble como la coleccién de sistemas
macroscopicamente idénticos, pero microscépicamente distintos.

Considerando ahora a w como una regién del espacio fase, por tanto,
la fraccién de puntos (g;, p;) en tal regién se puede describir como:

puntos sist. en w = / plq, p; t)d*N qd*Np,

w
en donde p(q,p;t) representa una funcién de densidad que simboliza
la manera en la cual los miembros del ensamble se distribuyen sobre
todos los posibles microestados a diferentes tiempos.
Con lo cual, es posible calcular el promedio sobre ensamble (f) de
una cantidad fisica f(q,p),

() = J f(g,p)p(g, p; t)d*N qd*Np
T p(q, ;) dB3Nqd®Np

y donde se establece que el ensamble es estacionario si se observa:

p(q,p;t) = p(q,p) = 9p/Ot=0.
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Teoria de ensambles y ensamble microcanénico

Teorema de Liouville
Considerando un volumen w en la regién del

espacio fase relevante, y o la hiper-superficie
N ar que lo encierra, en donde:

% / dw—/ pdedw_dSNd3N

- serd la razén a la cual el nimero de puntos
en w crece en funcién del tiempo.

Por otro lado, la razén a la cual los puntos salen de w (a través de o)
viene dada por:

/pv-ﬁdJ:/V-pvdw vV v=v(q,p),

por tanto, relacionando las expresiones, y teniendo en cuenta que el
nimero de particulas se mantiene constante,

/apdw— /V-pvdw = /{Z’+V-pv]dw20,
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Teoria de ensambles y ensamble microcanénico

Teorema de Liouville
Del resultado anterior, debido a que w es una regién arbitraria, se llega
a la ecuacién de continuidad,

ap B dp B
/[8t+v pv]dw—O = a—i—V-pV—O,

de la cual se tiene que:

V-pv=V-[p(qp;t) v],
3N

—Za pla i)l + 3 - [Plav i),

=1

sustituyendo en la ec. de continuidad y expandiendo,

dp [8/) d¢;  Op . (9]')1}
-+ G+ P + P + =1,
Z q paqz 8p,~p p@pi
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Teoria de ensambles y ensamble microcanénico
Teorema de Liouville
reordenando la ecuacién anterior:

dp X[, ddi  Op. . O] _

EJ@Z L‘)-QﬁpaqﬂL 8pipz+papj =0,
3N .
a(h api

e ] 2] o
Z a% P Zl apz

pero de las ecs. canénicas de movimiento,
0H 04q; 0’H ) 0H op; 0’H

q' = = e = y Di = — = - ’
" Op; dq;  Opidgi” ' g Opi  qidpi
por tanto, se tiene:

Op OpOH 0p OH]
ot T ; [8qi opi  Opi dq;|

Op dp
H p— O T ——
2 T [p, H(p, q)] e
lo cual se conoce como el teorema de Liouville.
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Teoria de ensambles y ensamble microcandnico

Ensamble estacionario
Recordando que si se considera un ensamble estacionario, entonces:

o _
ot
pero del teorema de Liouville,
dp
oy 7H ) = 07
g T 1o H(p,q)]
= [p,H(q,p)] =0,
es decir, la densidad p es una cantidad conservada, lo cual deja dos
opciones:
1. p se conserva por si sola, es decir, sea una cte. independiente,

0,

p(q,p) = cte.,

2. p depende de otras cantidades conservadas en el sistema, como el
Hamiltoniano H (g, p),

p(q,p) = p[H(q,p)] -

Fisica Estadistica | — Maestria (Fisica)
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Teoria de ensambles y ensamble microcanénico
Ensamble microcanénico
El ensamble microcandnico es aquel en el cual p(q,p) = cte,, si la
energia del sistema se encuentra en un cierto rango (E > A),
.. A A
cte. sii E—5<H(qgp) <E+73,

p(q’p):{o si: H(q,p)<E—% 6 H(q,p)>E+%,

llamando wg A al volumen de la regién del espacio fase con £—A/2 <
H(g,p) < E+A)2,

WEA = / dw = / d3N qd3Np,
E,A E,A

siendo que la cte. es determinada por la condicién de normalizacion
de p(q, p),

= /d3qu3Npp(q,p) = (Cte-)/ &PV g N prtily
E,A

1
cte. = ——.
WE.A

Fisica Estadistica | — Maestria (Fisica)
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Teoria de ensambles y ensamble microcandnico

Promedio temporal

AP .. AP AP

Por tanto, calculando el promedio temporal de una cantidad dada
A(g; p),

_ 1 (7
A= lim — dtA (q(t t

Jim [ A (o). p(0)
siendo que:

e El punto prueba (g;, p;)o transite el mismo nimero de veces cada
punto del hiper-cascarén.

e No puede haber regiones prohibidas.
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Teoria de ensambles y ensamble microcandnico

Promedio de ensamble

AP AP AP
(ai,pi)o ) (@, pi)n.——
t=to t=to (@i P t=to
> ¢ > ( > q

Realizando ahora un promedio en el ensamble, para A(q,p),

_ Jpadwp(q,p)Alg; p)

A) = V dw = d*Ngd®Np,
< > fE}Ade(q,p) i £

en donde se tiene que p(q,p) es estacionaria, es decir, no varia con el
tiempo, por lo que es una cantidad conservada.
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Teoria de ensambles y ensamble microcandnico

Sistema ergddico

Sistema ergodico

Es el cual se cumple que el Ay el
(A) son para un sistema cerrado a cierta energia,

siempre y cuando en la evolucién temporal la trayectoria del espacio
fase pase por y cada uno de los puntos del hiper-cascarén de
energia un mismo nimero de veces.

por tanto,

donde,

A= lim * OT dtA (g(6), p(t),

T—00 T
_ Jp.adwp(a;p)Alg, p)

A) = vV dw = d*Nqd®Np.
) fE,A dwp(q; p) Frel
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Teoria de ensambles y ensamble microcanénico

Sistema ergddico
Finalmente, de la deduccién de w se observa que ésta representa pre-
cisamente el niimero de microestados Q(E) del sistema:

WEA = EAd?’qu?’Np V E-A/2< H(q,p) <E+A/2,

= QE)=— Y w ="V,
wo
donde la inclusién de wq se requiere para poder adimensionalizar w.
Ahora, recordando que el nimero de microestados para una hiper-
superficie en E — A/2 < H(q,p) < E+ A/2 se puede relacionar con
el volumen de la hiper-esfera hasta esa energia £ como:

0X
Y(E) = QE) = QE)=-=A Y- E> A,
(B)= 3 F) (B) = 5=

por tanto, S =kplnQ = kglnX,

en el entendido de que al aplicar In €2, se toma en cuenta que A < F,
y por tanto ese término en la funcién In se desprecia.

Omar De la Pefia-Seaman | IFUAP
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Contenido: Tema 02

2. Mecanica Estadistica Clasica

2.3 Ensamble canénico
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Ensamble candnico

Introduccién
En el ensamble microcandnico se tienen las sig. consideraciones,

e El nimero de microestados se define a través del nimero de particu-
las N, volumen V', y energia E' (E — A/2,E+ A/2).

® Sin embargo, las integrales para obtener el nimero de microestados,
ya sea con Q(E,V,N) o X(E,V, N;A) son muy complejas.

e Ademas, considerar a la energia como una variable termodinamica
no es practico, ya que no es controlable experimentalmente.

Es por ello que se opta por la temperatura T como una alternativa para
FE como variable termodindmica, proponiendo el siguiente ensamble

canonico,
U TR ———————————————————————_— ~
[ 1
1 1
1 [
: 4Q 4Q 4Q :
N /
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Ensamble candnico

Descripcién del esamble canénico

El ensamble cadnico consiste en lo siguiente:

e El macroestado estd caracterizado por V', N y T', todos ellos con-
stantes.

e La energia de cada elemento es variable, pero la energia total del
sistema se conserva,

EFi+FEs+ ...+ E.-+...=FE = cte.

e El ensamble, como un todo, se puede considerar como un elemento
de un ensamble microcanénico, ya que se trata de un sistema cer-
rado, con energia estacionaria.
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Ensamble candnico
Descripcion estadistica
Consideremos un ensamble,
e Con un total de N sistemas idénticos (elementos del ensamble).
e Compartiendo una energia total E.
e Siendo E, (r=1,2,3,...) la energia de cada sistema.
® n, representa el nimero de sistemas, los cuales a un ¢ determinado,
tienen la misma energia E,.
Por tanto, deacuerdo con lo anterior, se debe cumplir:

> n.=N, Y nE,=E.

Se tienen diferentes configuraciones {n,} que cumplen con la condi-
ciones anteriores, ademéas de que en cada elemento se pueden tener
diferentes ordenamientos en el mismo que den la energia determinada,
por lo que calculando ese niimero de microestados,

Afn,}) = ——

nilnalng! ...

Fisica Estadistica | — Maestria (Fisica)
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Ensamble canénico

Descripcion estadistica
Se desea encontrar la distribucién {n,} que maximize el nimero de
configuraciones, lo cual se significa maximizar la entropia del sis-
tema,?

Si S=Sne = dS=0 & =0,
por tanto, analizando:

Qfn}) =

nl!nglng! .. .’

NN
nytnging® ...
en donde se ha usado el hecho de que:

Inn!l~nlnn—-n V n>1,

nl~ (n/e)".

“ya que es la condicién para llegar al equilibrio cuando la energfa E es cte.
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Ensamble candnico

Descripcion estadistica

Ahora, calculando la variacién de Q({n,}) debido a n, — n, + in,,
N=94 {Nan_nan_nQngn‘?’ . } ,
= [NYo(n ™ ng g™ | 4 [N e (ng ") ng ™ ]

o [N g2 e(ng )

—n1 —no —ns3
= [NNn;"In;”Qng% .. } [5(71_1”1 ) + 5("_2n2 ) + 5(nj”n3 ) +.. ] :
n iy ng
= () 326 (n;™")
Q({n,}) 25 —n,Inn,),

Q({n,}) Z (Inn, + 1) dn,.
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Ensamble candnico
Descripcion estadistica
Aplicando la la condicién de extremal a la expresién obtenida:

N=0 = Z(lnnr—i—l)én?«:O,

si los dn, fueran independientes, se tendria,
om, 20 = Ilan,+1=0 = n,=1/e,

sin embargo, esto no es asi, ya que existen ligaduras entre los diferentes
n,, las cuales se pueden considerar mediante el método de multipli-
cadores de Lagrange,

an—N = aZénr—O
ZEnT_IE = 521@57%: :

por tanto, tomando en cuenta las constricciones anteriores,

Z[lnnr—l-l—f—oz—i—ﬁEr]énr =0,

T
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Ensamble candnico
Descripcion estadistica
con la expresién obtenida, tomando en cuenta las constricciones, ahora
si es posible considerar los dn, independientes,
Z lnn, + 1+ a+ BE,]dn, =0,

r

= Inn.+1+a+BE. =0,

por tanto, se tiene para n,,

n, = e~ I+ g=BE:

n, = Ce PEr v O = (40)

con lo cual se puede describir la probabilidad de encontrar un elemento

del ensamble canénico en el estado 7,
n .

P =-r= ,
" N Zr nr
efﬁEr

T X, e PR

Fisica Estadistica | — Maestria (Fisica)
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Ensamble candnico

Significado fisico
Considerando al estado r como un elemento de un microestado dado,
y a los demas elementos del ensamble como un bano térmico, con una
temperatura de equilibrio 7" entre ellos,

on "m Em em Em Em em o Em em o Em em o R Em e e ~
( \
I I
N 000l
4Q 1 [
' Ey, N, T ,'

en donde Eg = E — FE,, y se desea calcular la probabilidad P de que
el bafio térmico se encuentre en un sistema con Ep,

PB X QB(EB),
= PT:AQB(EB) V Eg=F— E,, & E> E,.
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Ensamble candnico

Significado fisico
Expandiendo en Taylor ° la expresién anterior:

P.=AQp(Ep) ¥V Ep=E - E,,

-y QB(E)+(EB—E)(3%?E+..},
- B, 9Qp(Ep)
= A5(E) _1_ Qp(EB) éBEBB 'E—i_“ ’

= 4058 [1- B, -2 nQp(Es) +]
L E

OEg
_a0pE) [1-E 2 s )‘ + ] VS = kpnQ
R, 1 08
— AQR(E) |1 - SR
5 )_ keT T ] VT T B v

Sf(x) = f(zo) + (x — x0) f'(x0), donde z = Ep, zo = E.
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Ensamble candnico
Significado fisico

por otro lado, recordando que se habia identificado a la probabilidad

como,

Proce_ﬂET, = Pxl1—BE +...,°

y comparando con el resultado anterior, se tiene:

E, 1
+...0 = =—

kgT } p kT’
por tanto, para un sistema en equilibrio, en contacto térmico con un

bafio a temperatura 7T, la probabilidad de encontrarse en el estado r
con energia F,. es:

P, = AQp(E) [1 -

e—Er/kBT
Phr=—"-—+—+
r ZT e_Er/kBT’
por lo que, se define a la funcién de particién como:
1

BE; _
Z(T,V,N) = Ze Vo B=1

be® =14z +22/204+....
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Ensamble candnico

Propiedades termodindmicas
Para extraer informacién termodinamica del macroestado, en términos
de los resultados estadisticos, se utiliza la energia libre de Helmholtz,

E
F(T,V,Ny=E-TS V¥ T= 9B|
95 |y

donde: dF = —SdT — pdV + udN,

con lo cual se obtienen las ecuaciones de estado,

oF OF oF
S = = A , P=— 577 y M= — 377 )
oT V,N ov TN ON TV
ademas de que es posible definir:
F
E=F+TS=F-T or ,

F 1 OF 0 (F
[ fed B, -
[ T2+T 8TV,N] O il V,N7

obteniendo asi una relacién termodinamica entre E/, T', y F'.
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Ensamble candnico

Propiedades termodindmicas
Para conectar el resultado anterior con el enfoque estadistico, se calcula
el promedio de la energia,

_Spgp o ZiBe ™ 0 —sE ) _ _9
<E)_Zi:Esz_ =k o5 > e =g %

%

comparando resultados para E = (E),

0 (F
T (1) = "
T \T /vy

o (F d d
t: —T?2— (= =——InZ=kgT?>—1InZ
e aT <T>MN ap = T VBT pr
F
. —kplnZ = F(T,V,N)=—kgTnZ(T,V,N),

es decir, en el esamble candnico, se especifica la temperatura 7', y

se obtiene la energia libre de Helmholtz F'. -
/74
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Ensamble candnico
Propiedades termodindmicas
Para calcular la entropia, se analiza:
¢—BEr ¢—BEr

<1nP>:;PT1nPT v P’":zrefﬁEr: 7
e_BEr

=2~ (-8B -IZ),

r

E.e=BEr
= —527 ~InZ=-B(E)—-InZ,

=—-0(EY+BF VY F=—-kgTlhZ,
=—(S)/kp V¥V F=E+TS,
por tanto, para la entropia se tiene:
S=—kp(mP)=-kp» PP,

es decir, S es Unica y completamente determinada por las probabili-
dades P, de que el sist. pueda accesar a dif. configuraciones dindmicag

Fisica Estadistica | — Maestria (Fisica)
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Ensamble candnico

Propiedades termodindmicas
Analizando varios casos para la entropia, considerando un sistema con
R diferentes estados, r =1,2,..., R:
Caso |

El sistema se encuentra a T' = 0 K, por lo que se tiene la certeza de
que se encuentra en solo un estado dado (ejem. r = 1):

= P1:1, PQZO, ceey PRZO,
S=-kg) P.InP.=0.

Caso Il
El sist. posee altas temperaturas = la probabilidad de encontrarlo
en alguno de los estados es exactamente la misma para cada uno,

1
= PT:E vrzl,Q,...,R,

S——kBZ—ln—_kBlnR
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Ensamble candnico

Propiedades termodindmicas

Caso Il
Determinando ahora la probabilidad cuando S = Siaz.

S=—-kg) PInP. = 6S=—-kg)y [InP. +1]6P,

en donde se debe incluir la ligadura de las probabilidades,
Y P=1 = 7> 6P =0,
T T

> P +144]6P,=0 — InP+1+v=0,

T

= InP,=—(1+7v)=cte, — P, =cte,

por lo que, regresando a la ligadura para encontrar el valor de la cte.,

R
ZPT =1 = cte.=1/R,
r=1
.. el estado de equilibrio (S = S),4z) ocurre cuando se tiene un alto
grado de desorden estadistico.
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Ensamble candnico

Energias degeneradas, paso al continuo
Si se tiene un sistema en donde los niveles de energia son degenerados,
tal que un grupo de estados g; tienen una misma energia E;, entonces,
para la funcion de particion:

Z(T,V,N) Zgz i

mientras que la probabilidad de estar en un estado de energia E;:
gie PEi

Zi giefﬁEi

Considerando ahora un nimero muy grande de particulas, y un volu-

men igual muy grande en donde estan confinadas, se puede considerar
a los niveles de energia como un continuo, entonces:

P, =

P(E)dE = prob. de que un sist. tenga energia en (E, E + AFE),
e PEg(E)dE
o e PEg(E)dE

P(E)dE = Y Z(T,V,N) :/Oooe_fBEg(E)dE.
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Ensamble candnico

Energias degeneradas, paso al continuo
Con la descripcién en términos de la energia, y no los estados, la
expresion para el valor promedio es:

. . _ X, figie PF
discreto: (f) = ;B‘fl =S g R
J° F(E)g(B)e PEdE
Io° 9(E)e=BPEAE
de donde se observa que la forma de la funcién de particién representa
una transformada de Laplace de la densidad de estados g(E):

F&) = £{f®) = [t = 2= [ e Py(p)ap,

0
e(s)+ioco
CHFOY = (0= 5 [ e (s)ds

21 JRe(s)—ico

S g(B) = 1,/6“oo PEZ(B)AB ¥ B> 0.

271 J3—ico

continuo: (f) =
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Ensamble candnico

Sistemas clasicos
Para sistemas clasicos, el formalismo desarrollado hasta ahora debe
ser expresado en el espacio fase,

sumas sobre estados —  integrales sobre el espacio fase.

Recordando que para el promedio de ensambles:

() = [ f(a,p)p(q, p)d* qd*p
J p(g,p)d*Nqd*Np

siendo para la densidad,

p(q,p) o< exp (—BH(q,p)),

por tanto,

J fg,p)e PMdw d*N gd*Np
<f>: feiﬁHd(;J V dw:"——th—a

1
Z(T,V,N) = — / e
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Ensamble candnico
Fluctuaciones y limite termodinamico
Reconsiderando las caracteristicas de los ensambles analizados hasta
ahora,
e Canonico: un sistema puede tener cualquier valor de energia entre
0y oo.
e Microcanénico: el sistema se encuentra en un rango muy angosto
de energia.
Sin embargo, ambos esquemas arrojan los mismos resultados, en cuestion
de las propiedades termodinamicas.

Para enterder tal situacién, se debe analizar, mediante fluctuaciones,
el rango de energias sobre el cual los estados del ensamble canénico
tienen mayor probabilidad de ocurrir:
(EY = _;ﬂ In Z,
= (EF=FE-(F),
(0Ey =(EF—(E)) =0l
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Ensamble canénico
Fluctuaciones y limite termodinamico

Considerando fluctuaciones a segundo orden,
(6E)* = (E— (E))? = B> —=2E(E) + (E)*,
= ((0B?) = (E*-2E(E) + (E)*) = (E*) - (E)*,

2
_ % S B2ePEr _ l; 3 ETe_ﬂE’“] .
Ahora, por otro lado, calculando:
2 —BE,
0 S B2 fEr ll S E e—ﬁEr] ’
Z T " Z T ' ’
comparando ambos resultados, se tiene:

((6E)?) = aa;m Z.

Fisica Estadistica | — Maestria (Fisica)

Omar De la Pefia-Seaman | IFUAP



Ensamble candnico
Fluctuaciones y limite termodinamico
Analizando la expresién del promedio de las fluctuaciones,

(6B) =~ 55 (B) =~ G5 3 B).

0
:k:BT28—T<E) + estadistica,

0
= kpT? U‘

utilizando el resultado anterior para definir el error relativo (rms) en
la energia E: 0E/F,
V(OE)Y) _ VkgT?Cy
gy U 7
debido a que U y Cy son cantidades extensivas, entonces de la ex-
presidn anterior se tiene:

2 R
= kpT“Cy <+ termodinamica,

CEF 1

(E) VN
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Ensamble canénico
Fluctuaciones y limite termodinamico

Del resultado anterior,

(E)  CVUN

se observa que para N grandes, las fluctuaciones de FE son muy
pequeiias, por lo que un sistema en el ensamble canénico tendrd una
energia muy similar al valor de energia promedio (U = (E)), lo cual
se asemeja al ensamble microcandnico.

Considerando ahora la forma en que la
energia se distribuye a lo largo de los mu-
chos microestados del ensamble,

P(E)dE x e PEg(E)dE

donde P(F) tendrd un maximo en una
energia £ = F,,.
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Ensamble candnico
Fluctuaciones y limite termodinamico
Para obtener tal maximo, se analiza la probabilidad,

P ) ) -
o5 [ "By, = |8+ ppaE)] <o
1 0 |
—BEm _
e En {— 4+ ——=——=9g(F =0,
9(Em) | =5 o(E) a59F) .
5 -
— — Ing(F =
R Y
oE "INy T
pero de la descrip. termodindmica desde el conteo de microestados,
oS 1
=kpl — ==
S plng V 9E|py T’
1 908
— = =5
kB 8E E=U

comparando expresiones, se observa que F,, = U.
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Ensamble canénico
Fluctuaciones y limite termodinamico

Para conocer el comportamiento de la probabilidad a diferentes valores
de E, se expande la funcién In P(FE) alrededor de E,,, = U,

In [e=PEg(E)| =n [P g(U)] + (B - U)ai; {n|e="(p)] }E:U T

o+ 1(E - U)z(;};2 {ln [e_ﬁEg(E)]}E:U +...

0
=[-pU +Ing(U)]+ (E-TU) [—ﬂ—l—lng(E) +.
OFE E=U
1 , 02
82
S [-8U + 0 g(U)] + 5(B ~ U [=BE + Ing(B)] s,
analizando el comportamiento de la derivada del segundo término:
1 9 19 0
2952 [-BE +Ing(E)]p_y = 355 | 7P —lng( ) S -
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Ensamble candnico
Fluctuaciones y limite termodinamico
de la relacién anterior, se puede sustituir lo siguiente:

Ing(E) = S/kg,

por tanto,
1 02 10 0
39E° [-BE+Ing(E)|p_y = 29 [—ﬁ + aElng(E)} .
101, L0
-~ 20E kg OE | p_y’
_ L oS
2k OE?2 BeU
analizando la derivada, se obtiene:
o) _L1, &3 _ o
WUWlyn T OF? U ou | T V’N’
8 __1 [‘9[]]_1 ___iad
OE?|,_, - T?|0Tlyy TR0V

66/74
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Ensamble candnico
Fluctuaciones y limite termodinamico
Con los res. obtenidos, se pueden sustituir en la expresién original:

2
In [e—ﬁEg(E)} = [-BU +1ng(U)] + %(E - U)Q% [-BE +1Ing(E)] 5
_T\2
= [0 + g - S0
E-U)?
:—B[U—TS]—ékBTQC),V,

por tanto, para la probabilidad se tendria:

P(B) o ePPg(E) = P(E)= e (),

1 a0 E —U)?

la ecuacién anterior representa a una gaussiana, con un valor medio

U vy dispersién de /2kgT?CYy .
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Ensamble candnico
Fluctuaciones y limite termodinamico
De la ecuacién de la distribucién de probabilidad,

L pw-rs (E-U)*
P(E) = Ze "0 exp l_%mov ’

se tiene que el ancho de la gaus-
siana viene dado como,

1
- <1/VN,
J2kET2Cy /

por lo tanto, la dispersién decrece

con 1/\/N

Es por ello que las fluctuaciones de la energia en el ensamble canénico
se hacen menores cuando N crece, tendiendo al ensamble micro-

canonico.
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Ensamble candnico

Teorema de equiparticién y teorema del virial
Para analizar el valor medio de la energia (E) = U de un sistema a
una temperatura dada, se calcula primero el valor promedio de:

H
xza— V' H = H(q,p) = H(z) (Hamiltoniano),
Ox;
en donde z; es alguna de las 6N coordenadas generalizadas (g, p),
oH OH dg3N dp3N
= (wig— ) = o | dwmig - FH Y du = ——o—,
<$ ij> fdwe gH | “F ]e h3N

integrando por partes el numerador de la expresién anterior,

H H
/dwwiaeﬁE = /dw'/dxjxiaeﬁH,
al’j 8xj
= /dw |:_-TZ€5H:| j /dx] 8$Z 7ﬁH )

donde :133i representan los valores frontera de la variable, y dw’ el difer-

encial del hiper-volumen, sin dx;.
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Ensamble canédnico
Teorema de equiparticién y teorema del virial
Analizando los valores frontera de z;,

si 93 =q; = V(gj)— o0,
si x =p; = K(pj)— oo,

por tanto, en cualquier caso, H — 00, lo cual indica que e #H — 0:

s —BH j / 83/'1 *ﬁH
/dw:z:za% /dw [ —e ] 3 dz J@mj )

6” /dwe = 521,

sustituyendo en la expresién or|g|nal lo anterlor,

OH 8H
Nl ﬁE
<36Z 8$j> fdwe_ﬂE /dwwz j

= kpTé;;.
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Ensamble candnico

Teorema de equiparticién y teorema del virial

Considerando algunos casos especiales:

OH .
r=xpi=p; = <p18p> = (pi¢i) = kBT,

OH .
T =T =¢ = <q’aq> = — (qipi) = kBT,

sumando en todas las coordenadas generalizadas,

SN 5 3N
<sz > = <szqz> = 3NkgpT,

i=1

<Z i an> = - <§V: qz-pz-> — 3NkgT.

i=1 i=1
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Ensamble candnico

Teorema de equiparticién y teorema del virial
De manera general, cuando se tiene un Hamiltoniano con funciones
cuadraticas, de sus coordenadas generalizadas:

H= Zajp? + Z'yjqf,

OH
2H =
Z lpj T 9g, 9q; ]

y calculando el valor promedlo de H,

1|/ o\ X/ oH 1
(H) =3 Z<Pj.>+z<qjaqj> = 5fksT,

=\ om S

en donde f es el nimero de coeficientes diferentes de cero en el Hamil-
toniano.

Por tanto, se tiene que cada grado de libertad del sistema (dado por
f) a una temperatura T' posee una energia térmica de %k;BT, lo cual
se conoce como el teorema de equiparticion.
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Ensamble candnico

Teorema de equiparticién y teorema del virial
Considerando al Hamiltoniano como H = K(p) + V(q), entonces de
los resultados anteriores:

0 = (522 = (25
piqi) = \ Pi (9]% =\ Di api )

2 3N 9
Pi _\" P
(%) v x-nih

1

—kpT
237

=2(K;) = (Ki)=

para el caso de tres dimensiones, se tiene:

<pg> — (K} = ngT.

2m
Analizando ahora (g;p;) en notacién vectorial, para considerar las 3D,

—(@pi) =kT = —(r;-F;) =3kpT.’

"donde p; = F; es la fuerza generalizada.
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Ensamble candnico
Teorema de equiparticién y teorema del virial
Considerando los res. anteriores para el sist. de NV particulas en 3D,

N
(K) = gN/-eBT & —> (ri-F;) =3NkpT,
=1

T
=g
lo que se conoce como eI teorema del virial, y representa una medida

del valor medio o esperado de la energia potencial.
Expresando las fuerzas en términos del potenciales, de la forma V; o r{*,

oV

N N
> (ri-Fy) = (r;- VVy) —3N< i
1=1 i=1 T

por tanto, se obtiene finalmente:

> =SNG (V) = a (V)

)
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