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Operadores de densidad

Fundamentos
La teoria de ensambles desarrollada hasta ahora, aunque muy general,

aplica a sistemas:

e Clasicos.

e Cuanticos, compuestos de entidades distinguibles.

Para tratar sistemas cuanticos con caracteristicas adicionales:

e Particulas indistinguibles.

¢ Sistemas interactuantes.

es necesario desarrollar la teoria utilizada hasta ahora pero en el lenguaje
de la mecénica cuantica: operadores y funciones de onda.

Se considera un ensamble de N sistemas idénticos (N > 1) los cuales
son caracterizados por:

o H = operador Hamiltoniano.

o ¥(r,t) < funcién de onda de estado del sistema fisico en el que
se encuentra, a un tiempo t, el k-ésimo elemento del ensamble.
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Operadores de densidad
Fundamentos
Para determinar el nimero de microestados con el mundo cuantico,
se deben promediar todos los estados 1¥(r,t), en un rango de energia
E, E+ AE.
Sin embargo, existen las siguientes observaciones:
e La funcién de onda no arroja un valor determinado para algin ob-
servable f(r), si no que f es medido con una cierta probabilidad.
e Ademas, . A
f(x) = f(r) donde for= foy,
siendo que cada eigenvalor f corresponde a un posible valor medido
del observable f
Por tanto, en el microestado ¥ (r, t) se mide el eingenvalor f con una
amplitud de probabilidad de naturaleza cuantica dada por:

(4]0%) = [ d¥r 630100(0),

es decir, alin para solo un microestado, se obtiene una distribucion
de probabilidad para los posibles valores medidos.
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Operadores de densidad

Fundamentos
Si se desean realizar mediciones del observable f(r) en un set de mi-
croestados idénticos /¥, donde cada eigenvalor f ocurre con una prob-
abilidad de (¢¢[1*), se tiene que el promedio cuantico ser:

(| flo) = [ave (u%) Fot.

sin embargo, no se puede asegurar en que microestado * se encuentra
el sistema, solo se puede dar una probabilidad pj, de que sea 1,

IEDI X Callila?
k
o considerando una expresiéon no—diagonal mas general,
= pu <¢k‘f‘¢l> ;
Kl

en donde pi; se interpreta como la probabilidad con la cual el ele-
mento de matriz (¢)*|f|i!) contribuye al promedio estadistico (f)
del observable f.

®/33
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Operadores de densidad

Fundamentos
Para analizar el paso al caso no—diagonal de la expresién anterior, se
expande 1)* en un set completo de funciones ortonormales,

V() =3 ap(t)dn(r),
por tanto, para el promedio estadistico de (f>
(F) =3 o (0| F|u")

k
=Y o> (k)" ok, @l flom)
k

mn
=2 (Z oi (ar) 5%) (&l Fldm)
mn k
~ *
=" o (6nlFlom) ¥ pmn =Y praky (b)) = (Gmlplén)
mn k
interpretando a p,,,, como los elementos de matriz de un operador p

en la base ¢,,.
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Operadores de densidad

Fundamentos
Analizando nuevamente el valor promedio (f),

mn

=" (Gmlpflom)t =Tr (pf) .

es decir, el promedio estadistico de un observable f corresponde a la
traza del producto del operador f con el operador de la densidad p.

Comparando la ecuacién obtenida anteriormente, con la del promedio
de ensambles clasicos:

(f(r,p)) = }ﬁ,lN/dngdSNr p(r,p)f(r,p),

se observa que las diferencias provienen de que en el limite cuantico
no se suma sobre puntos en el espacio fase, sino sobre estados en los
que se distribuye el espacio de Hilbert del sistema bajo consideracién.

1 . L1
por la relacién de completes: 1 =" |pn) (¢dn].
Omar De la Pefia-Seaman | IFUAP

Fisica Estadistica | — Maestria (Fisica)



Operadores de densidad

Propiedades de la matriz de densidad
Los elementos de matriz p,,, del operador de densidad p, en cierta
base |¢,,), vienen dados por:

prn = pral, (k)" = (om] [Z [¥") p <¢’“\] |én)
k k

y presentan las siguientes propiedades,
e La matriz p es hermitica,

o = [ Sk ()] = St ()"
k
e La traza de p es la unidad,

mem =3 pwlal P =Y lak P =Y pp=1,
k mm k

mm k

= Tr(p) =1
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Operadores de densidad
Propiedades de la matriz de densidad

e El operador p tiene eigenvalores reales que son > 0,

Spk=1V Ek . 0<p <1,
k

= pi<pe = D <1oo Tr(pP) <1,
k

es decir, se tienen dos casos posibles:
si Tr(p) =1 = sz =1k
k

lo que implica que sélo un pr = 1 y todos los demas son cero, es
decir, todos los elementos se encuentran en un solo estado, que se
conoce como estado puro.

Si Tr(p?) < 1,

entonces hay diferentes estados ocupados en el sistema, no solo
uno, por lo que se tiene un estado mezclado.
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Operadores de densidad
Evolucién temporal de la matriz de densidad
Recordando, los elementos de matriz del operador de densidad ,6,

prn = (Gmlplén) = Y pral () (ak(t))” ¥ vi(r, =3 ak)

k

en donde los estados wk( t) cumplen con:
Jig ‘¢’“> =il W} = zh)¢k> v H £ H(@),
y sustituyendo la expansién de 1/*(r,t) en la ecuacién anterior,

Zal O H |u(r)) =Y ihaf (t) |ou(r)),
l

= Zaz r)|H|i(r Zzhaz m ()| du(r))
Zal Hyy = ihaf ml:zham V Hyy= (¢m|H|dr)
! l

ag:;hzl;afﬂml, 6 (akh)' =-+ l (a)" Him.
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Operadores de densidad

Evolucién temporal de la matriz de densidad
Con lo anterior es posible analizar la dependencia temporal de la
matriz de densidad p,

d d

dt pmn Zpk [ (aﬁ)* + a]rgn (aﬁ)*} v @ =0,

sustituyendo las derlvadas temporales de las amplitudes,

2ol (o) ()0

] |
S
1
M
5
—
g
=
£
/N
5
N—
~
|
-
—
g
=
S
3
=
=
~
=
|:—|

1 d 1. N
= = SN [Hypupin — poiH, SR PR [ ] ,

I l [ mlPln Pml ln] dtp iB
la cual representa la ec. de movimiento de la densidad, que se conoce
como la ec. de von Neumann, y para que sea valida el sistema debe
ser cerrado, lo cual se cumple por la condicién dpy/dt = 0.
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Teoria de ensambles cuanticos

Ensamble microcanénico cuantico
Recordando que clasicamente la densidad de probabilidad venia
dada como,

vV H(q,p) € [E,E+ AE]
p(a:p) =

c Q=

otros casos,

en donde el nimero de microestados se calculaba como,

0= dg*" dp®™.
E<H<E+AE

Ahora, desde el punto de vista cuantico, el operador de densidad
debe ser constante, o una funcién del Hamiltoniano,?2 por tanto:

%ﬁ:m [ﬁ[,ﬁ} =0 = p=pH),

2siendo un requisito del ensamble microcanénico.
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Teoria de ensambles cuanticos

Ensamble microcanénico cuantico
Por lo anterior, es conveniente utilizar la descripcidén en términos de
eigenestados de energia para expresar los elementos de matriz de p,

.1 A
=9 >, In)(n| V H|n)=E,|n),
E<E,<FE+AE
R 1
= pmn = (mlpln) = 5 (ml oo | In),
E<E,<E+AE
1 1

=0 Z Omilin, = Témn-
AE B<E<E+AE AE

Calculando el valor esperado de un observable f,

(fy=Te(pf) =" (mlpfln) =3 (nlplm) (m|fln),

n nm

1 1 1
:agn:fmn Z 6nl(slm:mnzn;fmn5mn:@zn:fnn-

E<E,<E+AE
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Teoria de ensambles cuanticos
Ensamble canénico cuantico
Se tenia para la descripcion de la probabilidad, en el formalismo

clasico,
¢—BEn

= BB

utlizando tal formulacién, se propone para el operador de densidad:

e
P=_—"T—70
Tr(e=BH)
siendo lo elementos de matriz p,,,, para la representacién de energia:

e PEn§
Pmn = <m’ﬁ|n> = 7_;;”7
2o e

que viene de: (m\e_ﬁﬁ\n) = (m]Z: @‘n> == Z ﬂ (mln) ,
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Teoria de ensambles cuanticos
Ensamble canénico cuantico
Para el caso de |la traza en el denominador,

Tr(efﬂﬂ) = Z <n|675ﬁ\n Ze BEn (n|n),

—Ze—ﬁEn = Z(T,V,N).

Con el conocimiento del operador de densidad y sus elementos de ma-
triz, es posible obtener cualquier observable del sistema,

e_fBHf ] B Tr(e_ﬁﬁf)
Tr(e_ﬁﬁ) B

(f)y=Tr(pf) =Tr [
analizando en la representacién de energia,

(F) = fremamy 2 o™ Fin) = s 3 ko= ol ).
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Teoria de ensambles cuanticos

Ensamble canédnico cuantico

por tanto,
A 1 o A 1 B
(f) = m% (nle PH|m) (m|fln) = m%fmne BEm 6 m
1 Z f o BEn _ Zn fnneiﬁEn
Tr( ﬂH e e B

Expresando a los elementos de matriz del operador de densidad ahora
en la representacion de coordenadas,
1

p(z,z') = (z|p|z') = m(ﬂe—ﬁlﬂx/%
1

= ey T ne_ﬁﬁm m|x’
= 5H)Z<|><| m) (mla)

TS mZ% Joume™ P, (),

ﬁ Z e En gy (x) gy ().

9
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Teoria de ensambles cuanticos
Ensamble candénico cuantico
Calc. el valor esperado de la energia con la formulacién desarrollada,

o Tr(e PHIT) 0 P
U= (H)= W = —%ln [Tr(e BH)},

B,
U_—%mzmuNy

Para calcular la entropia:

. e=FH
S=(—kplnp) = —kpTr(plnp) = —kpTr lpln <w>] ,
A 1 -
:-@ﬁk(ﬁH—m@}:fun+@mz

por tanto, acomodando términos, se tiene:

= U-TS=F=—kgTlnZ = —kgTnTr(e PH).
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Teoria de ensambles cuanticos
Ensamble macrocandénico cuantico
Del formalismo clasico, se obtuvo para la densidad de probabilidad,

efﬂ(EsfiuN"‘)
Pr.s = er e—B(Es—pN,

donde: Ey=> mie;, N.=> n,
i i

—B(Es—uN,
)v@zrzge B(Es—p )’

con n; representando el nimero de particulas en el estado i.

Haciendo el paso al enfoque cuantico, se tiene:
H=> eni, N=> i,
i i
en donde 7; representa el operador del nimero de ocupacion,

R {ni}) = ni {ni})

vV |{ni}) = |no,n1,n2,...,n4,...) < estado del sistema.
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Teoria de ensambles cuanticos
Ensamble macrocandénico cuantico
Por tanto, describiendo a la funcién de particion:

6 = Ze B(Es— #Nr

= Z exp [ (Z €My — MZM)] =Tr {eiﬁ(ﬁ*“m} ,
{n;} i i
asi como al operador de densidad,
P exp AL (e — ) ]
Te [P E0] ~ Sy (Onadlexp =63, (6 — ) ll{ne))
en donde las sumatorias son definidas como,
Nmaac Nmax Nmax

IR I S IE

{m} n1=0 n2=0 n3=0

p=

siendo que el espacio en donde se trabaja es el espacio de Fock, ya
que se permite que el nimero de particulas varie.
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Simetria de funciones de onda

Simetrizacién
La descripcién cuantica de la matriz de densidad no resuelve aiin el
problema del principio de indistinguibilidad de particulas idénticas.

Enfoque clasico

Es posible determinar, a un tiempo
t, tanto las coordenadas como los
momentos de todas las particu-
las del sistema. Cada una posee
cierta individualidad, lo cual se
expresaba por el hecho de que se
pueden numerar.
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Enfoque cuantico

No se puede determinar de man-
era precisa en el espacio fase a las
particulas. Sin embargo, se puede
conocer la probabilidad de encon-
trar una particula en una celda del
espacio fase, sin especificar cual
particula se encuentra ahi.




Simetria de funciones de onda
Simetrizacién
Para tratar la indistinguibilidad, se considera el intercambio en la nu-
meracién de las coordenadas de las particulas en las eigenfunciones del
Hamiltoniano f[ y como H debe ser invariante ante tal intercambio,
ka(rl...ri...rk...rN) :w(rl...rk...ri...rN),

donde: [ﬁ,ﬁik] =0 V i,k=1,2,....N & i#k,
siendo que las eigenfunciones deben cumplir,

]%kw(rlrk):)\z/)(rzrk),
= w(rkr,):)\w(rzrk),

A

aplicando nuevamente Py,
:w(...ri,...,rk...) :AQw(...ri,...,rk...),

por tanto, A = +£1 ante el intercambio de r; y r; en las eigenfunciones
del operador Pj.
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Simetria de funciones de onda
Simetrizacién
El resultado anterior significa que, bajo el intercambio de particulas:
e A\ = 1: la eigenfuncién permanece idéntica a si misma, lo cual
indica que se tienen funciones simétricas.
e A = —1: las eigenfuncién cambia de signo, es decir, se tienen
funciones antisimétricas.
Generalizando el operador de permutacién como P, el cual genera una
permutacion arbitraria de indices,

Pi(ri,ra...vN) =(rp,,Tpy .- - Tpy ),
en donde p1,ps...pnN es la permutacion de los niimeros 1,2... N.

Con lo cual se puede obtener de una eigenfuncién arbitraria una funcién
de onda completamente (anti)simétrica via la aplicacién de P

1!)8(1'1 :Azpﬂ} 1‘1 ),
YAy .. BZ DEPPy(ry...rx).
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Simetria de funciones de onda

Funciones de onda simétricas y antisimétricas

Considerando sistemas no—interactuantes, en donde:

A

N
H(ry...vn,p1...pN) = D h(ri,pi) ¥ hop(r) = exdi(r),
=1

por tanto, es posible construir la funcién de onda total con la infor-
macién de las eigenfunciones ¢ (r), siendo la propuesta mas simple la
funcién producto,

N N

¢1]§1...kw(r1 L.TN) = HQSIQ(I‘@) YV E= Zeki.

=1 =1

Sin embargo, tal funcién no posee una simetria definida, ya que el
intercambio de coordenadas (r;) o niimeros cudnticos (k;) arroja una
funcién diferente a la original.
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Simetria de funciones de onda

Funciones de onda simétricas y antisimétricas
Debido a lo anterior, conviene construir una funcién de onda con una
simetria definida, explotando el hecho de que [H, P] =0,

1
wlfl...kN(rl"'rN) = \/m

W1 m) = e S P (1) -y (),

¢k1 (rl) ¢k2 (1'1) 00c Qka (1‘1)

1 Pry (r2)  Gry(r2) ... dry(re)
e R

Ok (*N)  Pro(TN) oo By ()

ST P, (r1) ... dry (rn),
5

)

en donde el factor 1/v/N! proviene de la normalizacién de la base
¢r(r), mientras que el factor extra S = nilny!. .. se toma en cuenta
en caso de que varios nimeros cuanticos k; sean iguales.
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Simetria de funciones de onda
Funciones de onda simétricas y antisimétricas
Describiendo las funciones (anti)simétricas en notacién de Dirac,

1 A 1
|k1~~kN>S:7'ZP‘k1--~kN> :\/T'SZ |kp1"'kpN>
: P

.k

by .. k)2 DFPP k.. PN )

- R Ze
en donde se define la funcién total como,
|1 ... kn) = |k1) |k2) ... |kn) & (k1...kn| = (kn| (kn-1]-.. (ki|,
las cuales forman un set ortonormal,

(K'y...K'nlk1.. . kn) = (K'n| (K'n_a] .. (K'1lk1) ... k),
= (k'1]k1) (K'2|k2) ... (K'N]kn) 5
=06(k'y — k1)6(K'a — ko) . 6(k'y — ki),

) = = D e
© P

y también completo,

1= Y |kr...kn)Xki.. knl-.
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Simetria de funciones de onda
Funciones de onda simétricas y antisimétricas
De las expresiones anteriores se puede recuperar la representacién en
coordenadas de la funcién de onda del sistema:
¢k1...kN (I’l e I‘N) = <I‘1 . I'N|k71 e kN> ,
= <I’N‘ <I'N_1| cue <I'1‘k1> ces |]€N> R
= <I‘1|k1> <I‘2|]{72> N <I'NU€N> ,
= Ok, (T1) Pk, (T2) - - - Pry (V).

Los sets de funciones (anti)simétricas son, por si mismos, ortonor-
males y completos,

A<k/ ,N|k1 kN>A
le Z )P,<kp1---k,pN|kp1---kpN>’
=Y (DFP KK Ny Ky
P
= (-1)F6(K'1 — kp,)5(K'2 — kpy) ... 0(K v —

Omar De la Peﬁa-Seamani\ IFUAP
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Simetria de funciones de onda

Funciones de onda simétricas y antisimétricas
En la descripcién anterior se considerd que la doble suma sobre todas
las posibles permutaciones es equivalente a V! veces una sola suma
sobre todas las permutaciones.

Para el caso de las funciones simétricas,
S /1.0 / S
(K'v...K'Nlk1.. . kN)

1
T ij&(k’l — ki )O(K'2 — Kipy) - O(K v = kpy),

con la condicién de completes,

1
ILA_ﬁ S Jkre k) A k]
1 N
s 1 Ss
19 == >0 lkueo kw)® S (R k|
1 N
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Simetria de funciones de onda

Funciones de onda simétricas y antisimétricas
Debido a la simetrizacion de las funciones de onda, los observables
que pueden ser analizados se redefinen, ya que no tiene sentido cal-
cular cudnticamente valores esperados de observables que etiquetan
particulas especificas.

Por tanto, todos los observables O de un sistema de particulas indistin-
guibles deben ser invariantes con respecto al cambio en la numeracién
de las particulas, es decir, [O, P] = 0.

El calculo de los elementos de matriz antisimétricos de un observable
se describen como,

AWy K N[Ok k)
1 /
== ;(—1)13 S0kl Ky

Pl
=2 (=DP (k- Ky [Olkpy - Ky )
P

Olhegy -2iiiine
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Simetria de funciones de onda

Funciones de onda simétricas y antisimétricas

mientras que para el caso simétrico,

A g 1 A
Sy K n|Olky .. k) = @; (Ky .. Ky |Olkpy - Ky ) s

en donde se cumple para ambos:
(K'v... K N|O|k1 ... ky)
= /dl‘1 o den gy (r1) - by (rn)Op, (r1) .. iy (rv),

y definiendo el célculo de la traza como,

A 1 A
Tr(0) = S Ak ky|Olkr .. k)
“k

LkN

recordando que cualquiera dos estados que difieran sélo por la per-
mutacién de niimeros cudnticos no se deben considerar distintos. )
33
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Simetria de funciones de onda

Funciones de onda simétricas y antisimétricas

Concluyendo, se tienen tres diferentes enfoques, dependiendo del carac-
ter de simetria de las funciones de onda.

Indistinguibles
e Funciones simétricas = se trata de bosones, que tienen espin en-

tero, y por tanto se debe manejar la estadistica de Bose-Einstein.

e Funciones antisimétricas = se trata de fermiones, que tienen espin
semi-entero, y se utiliza por tanto la estadistica de Fermi-Dirac.

Distinguibles
e La funcién de onda se puede expresar simplemente como el producto

de estados, y por tanto se puede utilizar la estadistica clasica de

Maxwell-Boltzmann.
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