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Sistemas cuanticos ideales

Fundamentos
Para sistemas cuanticos ideales y no-interactuantes el Hamiltoniano
se puede describir como,

N
H(I’l...I'N,pl. Zhrz,pz
=1

con lo cual se puede obtener la funcidn de particién candnica,

Z(T,V,N) = Tr(e #H),

1 e
:ﬁ Z S’A<k1...kN|6 BHlIﬂ...k]\])S’A,

E1..kn
y dependiendo del tipo de base de expansién, es la estadistica que se
obtiene:
e Maxwell-Botlzmann: usando un producto de estados.!
e Bose-Einstein: aplicando estados simétricos.

o Fermi-Dirac: utilizando estados antisimétricos.

el factor de Gibbs 1/N! se coloca expresamente.
Omar De la Pefia-Seaman | IFUAP

Fisica Estadistica | — Maestria (Fisica)



Sistemas cuanticos ideales
Ndmeros de ocupacién
Ademas, si se considera la ocupacion de cada estado para cada particula,
es posible definir una nueva base de expansién,
|k) « estado de una particula V k=1,2,...
{ni,ng...} « nimeros de ocupacion de cada estado,
siendo, bosones: ny =0,1...N, fermiones: ny =0,1.
Por tanto, se puede caracterizar al estado total del sistema como,
S,A _ S,A
|k1...kN> :\nl,nz...> s
con lo cual es posible describir en la base de niimeros de ocupacién al

sistema,

00
H |n1,n2 .. .>S’A =F |7’Ll,7’L2 .. .>S’A V F= Z NEEL,
k=]

o
N|n1,n2.. .>S’A == N|n1,n2 ...)S’A Y N = an
k=1
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Sistemas cuanticos ideales

Ndmeros de ocupacién
Dado que el niimero de ocupacién también es un observable, se puede
definir el operador 7y,

N S,A S,A
nk|n1,n2...nk...) :nk\nl,ng...nk...> s
. 0,1,2... < bosones,
siendo ny = .
0,1 < fermiones,

donde estos estados obedecen las condiciones de ortonormalizacion:

S,A / / S,A
<n1,n2...‘n1,n2...> _5n’1n16n’2n2"‘

por tanto, la matriz de densidad para el ensamble candnico sera:

54 <n’1,n’2...|ﬁ‘n1,n2...>S’A
1 _BH S,A
= mS’A (n,ny...|e 5H|n1,n2...> ;

1 00
= WGXP _/Bkz::lnkEk 677,/1711671/2“2""
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Sistemas cuanticos ideales

Ndmeros de ocupacién
quedando la funcién de particion expresada como,

Z(T,V,N) = Z/exp [52%%],
{ne} k=1

donde se tienen las siguientes consideraciones:
o Z’{nk} significa que se debe cumplir con la constriccion de que N
es fijo: D72, np = N.
e La sumatoria corre sobre todos los sets permitidos {ny,ny...} de
nimeros de ocupacién que cumplan con la condicién anterior.
Para los elementos diagonales de la matriz de densidad, se tiene:
1 oo
)54 ZT,V,N) P l—ﬁ D nkfk} ,
k=1

P{W/k}:S,A<’I’L177’L2...‘Ia|nl7’n,2..' — Z(TVN

lo cual representa la probabilidad de encontrar el set {n;,ns...} en

el sistema.
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Sistemas cuanticos ideales
Ndmeros de ocupacién
Para el caso del ensamble macrocandnico se tiene,

SA (] nly. . |plni,ng .. )N
_ 1 SA 1 —B(H—pN) S,A
BCAAT) (nj,ny...|e |n1,ng...)7",

1 o0
= W exp [ﬁkg ny (€ — H)] nini 5n’2n2

con la funcion de particion expresada como,

O(T,V,p) = Z{ }eXp[ sz ek — )}’

donde no existe la restriccion en la suma de los niimeros de ocupacion,
ya que IV es variable. Finalmente, expresando la probabilidad,

A S, A
P{nk} G (n1,m2...[pln1,na .. .)"~

1 o0
= WGXP [—5’;7%(% K

pl
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Sistemas cuanticos ideales
Ndmeros de ocupacién: estadistica de Maxwell-Boltzmann
Para poder aplicar el formalismo de nimeros de ocupacién a la es-
tadistica de Maxwell-Boltzmann (MB), se debe tomar en cuenta lo
siguiente:
e El set {ny,n2...} no determina de manera univoca la funcién pro-
ducto |ky ... kn), ya que los n no contienen informacién acerca de
cual particula ocupa cual estado.

e Sin embargo, todos los estados-producto compatibles con el set
{n1,n9...} tienen la misma energia .. la misma probabilidad.

Por lo tanto, para contabilizar el niimero de estados, se considera:
e hay N! maneras de cambiar la numeracion de las particulas,

® si se tienen ny part. en el estado |k), entonces habra ng! permuta-
ciones de part. en |k), que no arrojan un nuevo macroestado,
N!

cada set {ny,ny...} tiene un peso = ———
n1!n2! e

debido a la indistinguibilidad de las particulas.
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Sistemas cuanticos ideales
Ndmeros de ocupacién: estadistica de Maxwell-Boltzmann
Utilizando la formulacién anterior, con el factor de peso:

ZME(T,V,N) = N,Z o —ew [—ﬁkzlnkek] v Y m=N

1 N! _ _
- N!n1+n§.-:N nilng!. .. (e Bfl)nl (e ﬁ€2>n2
_ % [ZMB(T, v, 1)}N,

donde se ha utilizado el teorema multinomial,

(x1+22+..)" = Z (kllz):clflx’;z

ki+ka+..=m
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Sistemas cuanticos ideales

Nimeros de ocupacién: descripcién general

Para obtener una descripcién general estadistica para los tres esquemas
(MB, BE, FD), se define el factor de peso en cada uno de ellos, para
un set de nimeros de ocupacién:

1 1 si N = 146 0,
MB __ BE __ FD __
I} = 77 Iy =L gy = {

nilng! ... 0 otro valor.

Con lo cual se puede expresar la funcién de particion candnica y
macrocandnica, de manera general:

Z(T,V,N) = > gin,} eXp [—ankek] Y e =1V,
{ni} k=1 k=1

O(T,V,11) = D Giny} €XP [—ﬂ > ngler — M)] ;
{r} k=1
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Sistemas cuanticos ideales

Nimeros de ocupacién: descripcién general
asi como también se puede expresar la probabilidad de manera general

para ambos ensambles,
1 oo
PGy = 50y &P l—ﬁ > ”kek] :
k=1

1 o0
P = ot o0 |8 e~ )|
k_

Las expresiones para la funcién de particion se pueden simplificar, pero
sblo para el ensamble macrocanodnico, ya que no se tiene la restriccién
de >-72; nx = N fijo, como en el ensamble canénico.

Analizando para la estadistica de Bose-Einstein,

OFF(T, V) = Y _ exp [ 8 mules - u)} Vo gy =1,
{ri} =
= > fexp[-Bla - w}™ {exp[-Blea = )]},

12/31

ni,n2...=0
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Sistemas cuanticos ideales

Estadistica cuantica
lo cual se reduce a lo siguiente

[e.9]

Y. Aexp[-Ble — ]}

ni,n2...=0

II > {exp[-Blex — w)]}™

k=1 nkZO
oo
1
-1I
k=

vV (=P
. 1 —exp[—B(ex — kl;[1 Ce Ber

GBE(Ta Vi :u) {exp [_6(62 - M)]}n2 s

)

Para el caso de la estadistica de Fermi-Dirac

(T, V, ) = ZeXp[ an(ek—ﬂ)] Vo gy =1
{r} =

= Y {exp[-Bler — w]}™ {exp[=Blea — w)]}™ ...
ni,na...=0
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Sistemas cuanticos ideales

Estadistica cuantica
lo cual se puede reducir aiin mas:

1
(T, V,p) = Y {exp[-Ble — " {exp[-Blez — w]}™ ...

ni,ne...=0
o0 1
=II > {exp[-Bler — w}™
k=1n,=0
— H{1+exp Blex — W)} = H{l—'_ceiﬁek}'
] k=1

Finalmente para la estadistica de Maxwell-Botzmann,
> 1

oMF = %" i lexp[=Bler — )} {exp [=Ble2 — p)]}™ -

|
) niyng....

= H Z — {exp Bler —w}™ = ﬁ exp [Ce 4],

k=1np= O k=1
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Sistemas cuanticos ideales

Estadistica cuantica: gran potencial

Con la funcion de particion en la formulacién cuantica, es posible
obtener la descripcién termodindmica mediante el gran potencial,

O(T,V, 1) = —kpTmO(T,V,p1) = E — TS — uN = —pV,

por lo que se tiene para cada diferente estadistica:

®MB — _kpTIn { ﬁ exp [Ce_ﬂek} } = —k?BTi Ce P,
k=1 k=1
BE __ - 1 _ - =P
OPF = kBTln{kl;[ll_eXp[Ce_BEk]}—kIBTkZ::lln{l Ce k}v
oD = _kpTIn { ﬁ 1+ ge—ﬁﬂ} = —kpT i In {1+ ¢e7P 1,
k=1 k=1

donde la fugacidad viene dada como ¢ = ef*.
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Sistemas cuanticos ideales

Estadistica cuantica: gran potencial
Las tres expresiones anteriores se pueden condensar en una sola:

pV 1 5
O(T, Vp) = =~ > In [1 +ace k]
k=1

kpT
+1 — Fermi-Dirac (FD),
donde: a=¢ 0 — Maxwell-Boltzmann (MB),

—1 — Bose-Einstein (BE).

Definiendo la exp. general para el valor esperado en el macrocanénico,
Tr [exp {~B(H — uN)}O)|
T [exp {—B(H — uN)}]

1 A PG
=5 Z{nk} g{ne}> (n1,ny . . Jexp {—B(H = pN)}Oln1,ng . . .)>*

= %Z{nk}g{nk‘}e}(p {_/Bkzlnk(ﬁk - M)}O(nl,ng e )

(0) = Tr(p0) =
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Sistemas cuanticos ideales
Valores esperados
Calculando el valor esperado del niimero de particulas,

<N> = é Z g{ni} exp {—5 i ng (e — M)}N(nl,ng R
{ny k=1
9 Z {nk}exp{—Ban(ek—u)}an,
k=1 k=1

{nx}

1({10 >
=— == glretexp{ =B npler — p) :
O |Bou —
{rx} k=1 T,V
1 0
= — — = = ﬁ'u'
58MIHGT,V Z 656’“+a MR 4

en donde se ha utilizado la expresién general para el gran potencial,

e In® = = i In [1 + ae_ﬁ(ek_”)}.
@ =1
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Sistemas cuanticos ideales
Valores esperados
Para el caso del Hamiltoniano se tiene:

<fl> Z I{ni) exp{—ﬁink(ek—,u)}E(nl,m...),
k=1

{nk}
e Z 9{ny} XP {B Z ny(€r — M)} Z M€k,
{nx} k=1 k=1
=9 Z 9iny) eXP{ anﬁk}exp {Bﬂznk} > nger,
{ni} k=1
1 oo
“e| Z 9{ny} €XP {—ﬂanek}CN] Y ¢ =eH
{nk} k=1 v
—_ 21 @ - ZOO &%
- 8ﬂ n k=1 C*leﬁfk + CL7

en donde se ha conS|derado a la fugacidad { como constante en la

derivacién parcial.
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Sistemas cuanticos ideales

Valor esperado del nimero de ocupacién
Analizando los resultados para (N)y (H), se puede definir un ope-
rador de nimero de ocupacion para el estado |k) de una particula,

‘fbk ]nl,ng . > = Nk \nl,ng. >

<an> Z i) :Zg‘_leﬁ}fk—i—a’

k=1 k=1
< > [e’s) [e%s) €k
D fwer ) =D (k) ek =D g
k=1 o ¢l +a
1 1

<nk> = C*leﬁﬁk + a = eﬁ(ek—u) +(l,

lo cual también se puede obtener de la exp. de valor esperado,

1 s i
<ﬁk> =5 E 9{n;} XP -8 E nk(ﬁk - ,u) Ne = Tt ln@’
= {nx} k=1 B O

donde €;4;, significa que todas las demas energias se mantienen cte.
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Sistemas cuanticos ideales

Comportamiento del niimero de ocupacion
Analizando el comportamiento del niimero de ocupacion () en las
diferentes formulaciones:

() = 1 >l "\ M.B. i BE. ' |
eBles—m) 4 g’ |
+1 — FD, | x = Ble —
Va=! 0 - MB, T ED. | T
-1 — BE, |
R — 0 1 2 3

X
e > 1= (fg) ~ e ¥, por tanto, los tres esquemas dan niimeros de
ocupacién idénticos.
e BE: x — 0 = (n) — o0, lo cual no tiene sentido fisico, por lo que
se requiere: p < min{e;}, donde u se determina para un nimero
de particulas dado:

A Z Bler— u)+a
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Sistemas cuanticos ideales

Comportamiento del niimero de ocupacion

Analizando ahora el comportamiento del caso FD para dif. temp. T,

15 ' I | | — 1
F.D. ﬁ e
k) = e 4 1
1.0 “\\ =0 |
N
\\ . T : 0 § /8 ) .
05 [T =Y Yi-an IO ]
. .
S (fuge) =0
NT>0 - |
0 . e (k) e = 1,
N ®

ocurriendo la discontinuidad en p = €p, que representa a la energia
del dGltimo estado ocupado.
e T'>0,
mas fermiones son excitados a niveles mayores en energfa, modifi-
cando la distribucién.

Omar De la Pefia-Seaman | IFUAP Fisica Estadistica | — Maestria (Fisica)



Contenido: Tema 04

4. Gases ideales cuanticos: Gas de Bose-Einstein

4.2 Gas de Bose-Einstein
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Gas de Bose-Einstein

Fundamentos
Recordando que los efectos cuanticos en la estadistica son observados

cuando no se cumple con la siguiente condicién:

3/2
N N h?
3 == — 3 = — —_—
A" = V)\ 174 (27kaBT> <1

lo cual involucra,

e bajas densidades: N/V <« 1,

e altas temperaturas: 1/kpT < 1.

Por tanto, en tal caso es posible estudiar la influencia de los efectos
cuanticos en gases ideales, y en particular para la estadistica de Bose-

Einstein,
1
= e — B
O, V,u) = 1;[ 1 — CePex v (=t
O(T,V, 1) = —kgTInO(T, V,p) = kpT Y In {1 ¢e %L,
k
Fisica Estadistica | — Maestria (Fisica)

Omar De la Pefia-Seaman | IFUAP




Gas de Bose-Einstein

Fundamentos
En donde el potencial quimico (o la fugacidad) se obtiene del niimero
de particulas del sistema,

1 .
N=Z<"k>22m V u < min{e},
k k

si se considera que el menor nivel de energia corresponde a ¢, = 0,
entonces:
p<0 = 0<(¢<1.

Para analizar el efecto del rango de valores permitidos para el potencial
guimico, se observa la expresién de N,

N = Z eﬁﬁk = 7

en donde se considera que el voI. V' es muy grande, por tanto:

v v
;Hw/dkzw/ﬁdm.
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Gas de Bose-Einstein
Fundamentos
Considerando al gas como ideal, entonces ¢, = h?k?/2m:

/ K2dkdQ) = 27V (2m)3/2 / /2 de,

h3

lo cual representa el nimero de estados en el espacio fase de una
particula, por tanto puede ser relacionado con la densidad de es-

tados, o -
_ 0z 2m 3/2 1/2
9(0) = == = T (2m)*2elN2,

; — /g(e)de

Analizando el resultado anterior, se observa:

obteniendo asi,

sie=0 = ¢g(0)=0 = /—>O 2, IR
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Gas de Bose-Einstein

Estado base
El resultado anterior no muestra la fisica de un gas de Bose, en el
cual se puede tener en el estado base desde 1 particula hasta un
condensado, por tanto, debe ser incluido el estado base explicitamente

en la expresidn integral,

O(T,V,p) = kpT Y In{l—Ce P*} = ®g=kgTIn(1-),
k
1 1 ¢
( aV,M) ;Cileﬁek—l = 0 <,1_1 1_Ca

por lo que se tendra para las expresiones integrales,
O(T,V,p) = kBT/g(e) In{1 — e P*}de 4+ kpTIn (1 - ¢),

ATV 0 ¢3/2 1
= ——7(2 3/2/ —d —In(1—
3h3 ( m) 0 Cileﬁe _ 1 €+ /B n( C)?

Fisica Estadistica | — Maestria (Fisica)

Omar De la Pefia-Seaman | IFUAP



Gas de Bose-Einstein
Estado base
asi como también para el niimero de particulas,

1
N(TVop) = [ a0 = ﬁe_ldeﬂfg,

1/2
_ 27TV 3/2/ de + ¢ 7
e - e L ¢

analizando el resultado anterior:

e El primer término representa el niimero de particulas en los niveles
excitados, V..

e El segundo término es la contribucién del estado base (e = 0), Ny,
al nimero total de particulas.

Ambas expresiones se pueden reducir usando las siguientes transforma-

ciones, ’
1/2
h2
= A= — 4
pe =z, (27rmk‘BT>

Fisica Estadistica | — Maestria (Fisica)
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Gas de Bose-Einstein
Funciones de Bose-Einstein
Para el caso del gran potencial,

47V o ¢3/2 1
(T, V,p) = —W(Qm)g/z/ C_le,gie_ldﬁ glﬂ(l — (),

Y

1
36fA3/ et (10,

mientras que para el nimero de particulas,
27TV 1/2 ¢
N(T,V, m)>/? / d ,
(T Vi) = 55 g 656—16+1—C

¢
\f)\?’/ ¢~ e“’—l 1—{

observando lo anterior, se definen las funciones de Bose-Einstein,

de V 0<(¢<1 R
/ = ef"‘—lx << AnrsElE
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Gas de Bose-Einstein
Funciones de Bose-Einstein
por tanto, aplicando para los casos requeridos,

5 1 o 32 3
Q:r= 5 = g5/2(C) (5/2) /0 C_l T dl’ v F(5/2) = Z\/Ea
3 1

s = w20 =75 [, = A T

con las expresiones anteriores, las definiciones de ® y N quedan como,

N :r=

1dx+;ln(1—g“),

4V 3/2
3ﬂ\/%)\3/0 C—lex_
\%
@(Ta V7 /J’) = _WQ5/2(C) + ;ln (1 - C)a
1/2 C
fx”/ (ler — —gF

V

(T, V,u) = —

N(T,V,p) =

Fisica Estadistica | — Maestria (Fisica)
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Gas de Bose-Einstein
Funciones de Bose-Einstein
Analizando con detalle la integral de la funcién de Bose-Einstein,

1 e’} xrfl
gr(¢) = F('r)/o = ld:n Vo o0< (<1,

en particular el denominador del integrando,

| G o SRy S o WY
C_lex—l_l—ge_fc_ge I;)(Ce ) _kgl((e )v

lo cual se sustituye en la expresién integral, y haciendo y = xk:

L r—1 — k —xk __ L - g > —y, r—1
gT(C) ( ) d.%' € kZ::lC € - F(T’) kzz:l kr /0 dye Y ’
Z i— <(¢ <1,

en donde se identifica a la integral como la funcion Gamma I'(r).
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Gas de Bose-Einstein

Funciones de Bose-Einstein
0
Analizando el comportamiento de la funcién g,(¢) = 3. ¢*/k":
k=1

8@ : ® En el caso de ¢ =1,

A 81/2/ 81/ 1832
' 9]

i 182 gr(l):ZUkT:Z(T),
185/2 k=1

1 83
Iua
'

» donde Z(r) es la funciéon Zeta de
Riemann, y converge sélo para r > 1.

0 1 1 L 1 ]
0 02 04 06 08 1.0 2 1.2

e Es monétonamente creciente en (.

e Es monétonamente decreciente en 7.
® g,(00=0V 7.

° lim, 00 9r(¢) = C.

* lim¢09-(¢) = C.
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