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Gas de Fermi-Dirac
Fundamentos

En el caso de la estadística de Fermi-Dirac, es decir funciones de onda
antisimétricas, se había obtenido para la función de partición,

Θ(T, V, µ) =
∞∏
k=1

[
1 + ζe−βεk

]
∀ ζ = eβµ,

en donde el gran potencial se expresa como,
Φ(T, V, µ) = −kBT ln Θ(T, V, µ) = −kBT

∑
k

ln (1 + ζe−βεk),

donde: − pV = Φ(T, V, µ).
Para obtener la información termodinámica es necesario despejar la
fugacidad de la expresión del número promedio de partículas,

N = 1
β

∂

∂µ
ln Θ

∣∣∣∣
T,V

= ∂

∂(βµ)
∑
k

ln (1 + ζe−βεk),

=
∑
k

ζe−βεk

1 + ζe−βεk
=
∑
k

1
ζ−1eβεk + 1 =

∑
k

〈nk〉 .

Omar De la Peña-Seaman | IFUAP Física Estadística I − Maestría (Física) 4/31
4/31



Gas de Fermi-Dirac
Fundamentos

Del resultado anterior para N , se observa que no existe una restricción
alguna en el valor del potencial químico:

−∞ ≤ µ ≤ ∞ ⇒ 0 ≤ ζ ≤ ∞ ∀ ζ = eβµ,

lo cual esta relacionado con el hecho de que µ es la energía media
necesaria para añadir otra partícula al sistema, por lo que µ crece con
el número de partículas.
Para el caso de las expresiones anteriores, se pueden describir de manera
contínua, ya que los eigenestados se encuentran muy cerca entre ellos,
para un volumen grande:∑

k

→ V

(2π)3

∫
dk→

∫
g(ε)dε,

∴
∑
k

→ 2πV
h3 (2m)3/2

∫
ε1/2dε ∀ g(ε) = gs

2πV
h3 (2m)3/2ε1/2,

resultados que se han obtenido considerando al gas ideal: εk = ~2k2/2m,
y siendo gs = 2s+ 1 la degeneración debida al espín.
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Funciones de Fermi-Dirac
Función de partición

Haciendo el cambio del discreto al contínuo en la expresiones de interés,

ln Θ(T, V, µ) =
∑
k

ln (1 + ζe−βεk) =
∫
dεg(ε) ln (1 + ζe−βε),

⇒ ln Θ(T, V, µ) = 2πV gs
(2m
h2

)3/2 ∫ ∞
0

dε ε1/2 ln (1 + ζe−βε),

= 4gsV
3
√
π

(2mπkBT
h2

)3/2 ∫ ∞
0

dε
ε3/2ζe−βε

1 + ζe−βε
,

= 4gsV
3
√
πλ3

∫ ∞
0

dx
x3/2

ζ−1ex + 1 ∀ x = βε,

∴ ln Θ(T, V, µ) = gs
V

λ3 f5/2(ζ),

en donde se han definido las funciones de Fermi-Dirac fr(ζ):

fr(ζ) = 1
Γ(r)

∫ ∞
0

dx
xr−1

ζ−1ex + 1 ∀ 0 ≤ ζ ≤ ∞.
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Funciones de Fermi-Dirac
Número de partículas

Con la expresión anterior es posible calcular el gran potencial y la
ecuación de estado pV ,

Φ(T, V, µ) = −kBT ln Θ = −pV ⇒ pV

kBT
= gsV

λ3 f5/2(ζ),

de donde µ se obtiene de despejar ζ de la expresión del número de
partículas,

N(T, V, µ) =
∑
k

1
ζ−1eβεk + 1 =

∫
dε

g(ε)
ζ−1eβε + 1 ,

⇒ N(T, V, µ) = 2gsV√
π

(2mπ
h2

)3/2 ∫ ∞
0

dε
ε1/2

ζ−1eβε + 1 ,

= 2gsV√
πλ3

∫ ∞
0

dx
x1/2

ζ−1ex + 1 ∀ x = βε,

∴ N(T, V, µ) = gs
V

λ3 f3/2(ζ).
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Funciones de Fermi-Dirac
Comportamiento con ζ

Analizando las propiedades de las funciones de Fermi-Dirac,

fr(ζ) = 1
Γ(r)

∫ ∞
0

dx
xr−1

ζ−1ex + 1 ,

considerando el caso ζ < 1:
1

ζ−1ex + 1 = ζe−x

1 + ζe−x
∀ ζe−x < 1,

= ζe−x
∞∑
k=0

(
−ζe−x

)k =
∞∑
k=1

(−1)k−1ζke−xk.

Sustituyendo en las funciones fr(ζ),

fr(ζ) = 1
Γ(r)

∞∑
k=1

(−1)k−1ζk
∫ ∞

0
e−xkxr−1dx,

= 1
Γ(r)

∞∑
k=1

(−1)k−1 ζ
k

kr

∫ ∞
0

e−yyr−1dy =
∞∑
k=1

(−1)k−1 ζ
k

kr
.
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Funciones de Fermi-Dirac
Comportamiento con ζ

Considerando ahora el caso ζ > 1:

fr(ζ) = 1
Γ(r)

∫ ∞
0

dx
xr−1

ζ−1ex + 1 ,

= 1
Γ(r)

∫ ∞
0

dx
xr−1

e(x−y) + 1
∀ ζ = eβµ = ey,

analizando el denominador del integrando, en el caso de que y →∞,

si x < y ⇒ 1
e(x−y) + 1

= 1
e−|x−y| + 1

→ 1,

si x > y ⇒ 1
e(x−y) + 1

= 1
e|x−y| + 1

→ 0,

 

El comportamiento obtenido corresponde
a la función escalón, centrada en µ, lo
cual coincide con el de los números de
ocupación 〈nk〉 a T = 0.
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Funciones de Fermi-Dirac
Comportamiento con ζ

Analizando el comportamiento de la función de Fermi-Dirac de manera
general, para valores y = βµ� 1:

φ(y) =
∫ ∞

0

m(x)
ex−y + 1dx,

=
∫ y

0
m(x)

[
1− 1 + 1

ex−y + 1

]
dx+

∫ ∞
y

m(x)
ex−y + 1dx,

=
∫ y

0
m(x)dx−

∫ y

0

m(x)
ey−x + 1dx+

∫ ∞
y

m(x)
ex−y + 1dx,

definiendo en las integrales anteriores las siguientes variables,

η = y − x→ dη = −dx,
∴ si x = 0→ η = y; x = y → η = 0;
γ = x− y → dγ = dx,

∴ si x = y → γ = 0; x→∞→ γ →∞.
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Funciones de Fermi-Dirac
Comportamiento con ζ

Sustituyendo lo anterior en la expresión integral,

φ(y) =
∫ y

0
m(x)dx−

∫ y

0

m(x)
ey−x + 1dx+

∫ ∞
y

m(x)
ex−y + 1dx,

=
∫ y

0
m(x)dx−

∫ y

0

m(y − η)
eη + 1 dη +

∫ ∞
0

m(y + γ)
eγ + 1 dγ,

=
∫ y

0
m(x)dx+

∫ ∞
0

m(y + η)−m(y − η)
eη + 1 dη,

expandiendo en series el numerador de la integral, alrededor de y:

m(y + η) =
∞∑
k=0

1
k!

∂km

∂xk

∣∣∣∣∣
y

ηk & m(y − η) =
∞∑
k=0

1
k!

∂km

∂xk

∣∣∣∣∣
y

(−η)k,

∴ m(y + η)−m(y − η) =
∞∑
k=0

1
k!

∂km

∂xk

∣∣∣∣∣
y

[
ηk − (−η)k

]
,

⇒ m(y + η)−m(y − η) =
∞∑

k=impar

2
k!

∂km

∂xk

∣∣∣∣∣
y

ηk.
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Funciones de Fermi-Dirac
Comportamiento con ζ

Sustituyendo en la expresión integral,

φ(y) =
∫ y

0
m(x)dx+

∫ ∞
0

m(y + η)−m(y − η)
eη + 1 dη,

=
∫ y

0
m(x)dx+ 2

∞∑
k=impar

1
k!

∂km

∂xk

∣∣∣∣∣
y

∫ ∞
0

ηk

eη + 1dη.

Analizando el comportamiento de la integral para dif. valores de k,

Integral = 1
k!

∫ ∞
0

ηk

eη + 1dη,

k Integral
1 π2/12 ≈ 0.8225
3 7π4/720 ≈ 0.9470
5 31π6/30240 ≈ 0.9856

se observa que la integral tiende a 1 conforme k crece.
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Funciones de Fermi-Dirac
Comportamiento con ζ

Considerando el caso particular de m(x) = xr−1 para la integral de
Fermi-Dirac,

fr(ζ) = 1
Γ(r)

∫ ∞
0

xr−1

ζ−1ex + 1dx,

∴ Γ(r)fr(ζ) =
∫ ∞

0

xr−1

ex−y + 1dx ∀ ey = ζ,

⇒ Γ(r)fr(ζ) =
∫ y

0
xr−1dx+ 2

∞∑
k=impar

1
k!

∂k(xr−1)
∂xk

∣∣∣∣∣
y

∫ ∞
0

ηk

eη + 1dη,

= yr

r
+ π2

6 (r − 1)yr−2 + . . . ,

⇒ fr(ζ) = yr

Γ(r + 1)

[
1 + π2

6
r(r − 1)
y2 + . . .

]
.
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Funciones de Fermi-Dirac
Comportamiento con ζ

Resumiendo el comportamiento de fr(ζ),

ζ < 1 ⇒ fr(ζ) =
∞∑
k=1

(−1)k−1 ζ
k

kr
,

ζ > 1 ⇒ fr(ζ) = yr

Γ(r + 1)

[
1 + π2

6
r(r − 1)
y2 + . . .

]
∀ ζ = ey.

Para conocer fr(ζ = 1), se puede utilizar la primera relación:

fr(1) =
∞∑
k=1

(−1)k−1 1
kr

=
∞∑
k=1

1
kr
− 2

∞∑
k=1

1
(2k)r ,

=
∞∑
k=1

1
kr

[
1− 2

2r
]

= Z(r)
[
1− 1

2r−1

]
,

siendo Z(r) la función Zeta de Riemann, donde algunos valores
típicos de fr(1) son los siguientes:

f3/2(1) = 0.765, f5/2(1) = 0.866, f7/2(1) = 0.9277.
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Funciones de Fermi-Dirac
Comportamiento con ζ

De los resultados anteriores, se
tiene que fr(ζ) > 0, entonces
junto con el comp. de la derivada,

∂

∂ζ
fr(ζ) = 1

ζ
fr−1(ζ),

se concluye que fr(ζ) crece de
manera monótona.
Analizando el comportamiento de fr(ζ) para valores extremos de ζ,

ζ � 1 : fr(ζ) =
∞∑
k=1

(−1)k−1 ζ
k

kr
⇒ fr(ζ) ≈ ζ,

ζ � 1 : fr(ζ) = yr

Γ(r + 1)

[
1 + π2

6
r(r − 1)
y2 + . . .

]
∀ ζ = ey,

⇒ fr(ζ) ≈ yr

Γ(r + 1) = (ln ζ)r

r! .
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Propiedades termodinámicas
Energía

Una vez conociendo el comportamiento de fr(ζ), es posible analizar
las propiedades termodinámicas de un gas fermiónico ideal,

ln Θ = gs
V

λ3 f5/2(ζ); N = gs
V

λ3 f3/2(ζ);

por tanto calculando para la energía,

E = − ∂

∂β
ln Θ

∣∣∣∣
V,ζ

= − ∂

∂β

[
gs
V

λ3 f5/2(ζ)
]
V,ζ

,

= gs
3V
2λ3 (kBT )f5/2(ζ) = 3

2NkBT
f5/2(ζ)
f3/2(ζ) .

Analizando el límite clásico,

N = gs
V

λ3 f3/2(ζ) ⇒ λ3N

V
= gsf3/2(ζ),

pero: N

V
� 1 & λ3 � 1 ⇒ f3/2(ζ)� 1 ∴ ζ � 1,

sin embargo, fr(ζ) ≈ ζ ∀ ζ � 1 & r ⇒ E ≈ (3/2)NkBT.
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Propiedades termodinámicas
Calor específico

Calculando el calor específico,

CV = ∂E

∂T

∣∣∣∣
V,N

= ∂

∂T

[
3
2NkBT

f5/2(ζ)
f3/2(ζ)

]
V,N

= 3
2NkB

f5/2(ζ)
f3/2(ζ) + . . .

. . .+ 3
2NkBT

[
1

f3/2(ζ)
∂

∂T
f5/2(ζ)−

f5/2(ζ)
(f3/2(ζ))2

∂

∂T
f3/2(ζ)

]
,

= 3
2NkB

{
f5/2(ζ)
f3/2(ζ) +

[
1−

f5/2(ζ)
(f3/2(ζ))2 f1/2(ζ)

]
T

ζ

∂ζ

∂T

}
,

para obtener ∂ζ/∂T se analiza:

∂

∂T
f3/2(ζ) = ∂

∂T

(
N

V

λ3

gs

)
= − 3

2T

(
N

V

λ3

gs

)
= − 3

2T f3/2(ζ),
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Propiedades termodinámicas
Calor específico

pero también se sabe lo siguiente:

∂

∂T
f3/2(ζ) = 1

ζ
f1/2(ζ) ∂ζ

∂T
,

por tanto, comparando resultados se obtiene:

∂ζ

∂T
= −3

2
ζ

T

f3/2(ζ)
f1/2(ζ) .

Sustituyendo en la expresión del calor específico,

CV = 3
2NkB

{
f5/2(ζ)
f3/2(ζ) +

[
1−

f5/2(ζ)
(f3/2(ζ))2 f1/2(ζ)

]
T

ζ

∂ζ

∂T

}
,

∴
CV
NkB

= 15
4
f5/2(ζ)
f3/2(ζ) −

9
4
f3/2(ζ)
f1/2(ζ) ,

lo cual tiende al valor clásico (ζ � 1): CV ≈ (3/2)NkB.
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Propiedades termodinámicas
Potenciales termodinámicos

Obteniendo la energía libre de Helmholtz,
F (T, V,N) = E − TS = TS − pV + µN − TS = −pV + µN,

donde: − pV = Φ = −kBT ln Θ = −(kBT )gs
V

λ3 f5/2(ζ),

ζ = eβµ ⇒ µ = kBT ln ζ,

∴ F = −(kBT )gs
V

λ3 f5/2(ζ) +NkBT ln ζ,

= NkBT

[
ln ζ −

f5/2(ζ)
f3/2(ζ)

]
∀ N = gs

V

λ3 f3/2(ζ).

Con la expresión anterior es posible calcular la entropía,

S = 1
T

(E − F ) ∀ E = 3
2NkBT

f5/2(ζ)
f3/2(ζ) ,

⇒ S = NkBT

[
5
2
f5/2(ζ)
f3/2(ζ) − ln ζ

]
.
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Gas de Fermi degenerado y cuasi-degenerado
Comportamiento a T = 0 K, gas degenerado

Analizando el límite cuántico, es decir, altas densidades (N/V � 1)
y bajas temperaturas (λ3 � 1):

N = gs
V

λ3 f3/2(ζ) ⇒ λ3

gs

N

V
= f3/2(ζ),

∴ f3/2(ζ)� 1 ⇒ ζ � 1,

siendo el límite cuando T = 0 K.

T=0K

T=300K

T=2500K

Sin embargo, para T típicas (300 K ≈ 0.025 eV) la función 〈nk〉 no
varía en gran medida respecto al caso extremo.
Por tanto, definiendo para el límite de bajas temperaturas,

〈nk〉FD = 1
eβ(ε−µ) + 1

= Θ(µ− ε) =
{

1 si ε ≤ µ,
0 si ε > µ,

siendo µ = εF (@ T = 0 K) la energía de Fermi, es decir, la energía
del último estado ocupado.
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Gas de Fermi degenerado y cuasi-degenerado
Propiedades del gas degenerado

Con la definición del número de ocupación se calcula N :

N =
∫ ∞

0
dεg(ε) 〈nk〉 =

∫ ∞
0

dεg(ε)Θ(µ− ε),

= gs
2πV
h3 (2m)3/2

∫ µ

0
dε ε1/2 = gs

4V
3
√
π

(2mπ
h2

)3/2
µ3/2,

así como también la energía E,

E =
∫ ∞

0
dεg(ε) 〈nk〉 ε =

∫ ∞
0

dεg(ε)Θ(µ− ε)ε,

= gs
2πV
h3 (2m)3/2

∫ µ

0
dε ε3/2 = gs

4V
5
√
π

(2mπ
h2

)3/2
µ5/2.

Relacionando ambas expresiones se obtiene,

E

N
= 3

5εF ∀ εF =
(

6π2

gs
· N
V

)2/3 ~2

2m,

donde µ = εF ∀ T = 0 K.
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Gas de Fermi degenerado y cuasi-degenerado
Propiedades del gas degenerado

Con el conocimiento de la energía de Fermi, es posible definir dife-
rentes cantidades físicas relacionadas,
• Temperatura de Fermi: εF = kBTF ⇒ TF = εF /kB, con valores
típicos de 104 K.

• Momento de Fermi: εF = ~2k2
F /2m ⇒ kF = (2mεF )1/2/~.

Con esta información, se pueden describir diferentes propiedades de
interés desde la relación de dispersión ε = ~2k2/2m,

Superficie de Fermi

kx

ky

kz

kF

Est. de Bandas


k

F

Densidad de Estados

F 

g()

g()  1/2
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Gas de Fermi degenerado y cuasi-degenerado
Gas de Fermi cuasi-degenerado

Considerando el caso cuando 0 < T � TF , conocido como gas cuasi-
degenerado, en el cual se debe de tomar en cuenta correcciones al
caso degenerado (T = 0 K),

N = gs
V

λ3 f3/2(ζ) = gs
V

λ3
1

Γ(3/2)

∫ ∞
0

x1/2

ex−y + 1dx ∀ ζ = ey, y = µ/kBT,

en donde para ζ > 1 (y < 0) se expresaba la integral como sigue:∫ ∞
0

x1/2dx

ex−y + 1 =
∫ y

0
x1/2dx+ 2

π2

12
∂(x1/2)
∂x

∣∣∣∣∣
y

+ 7π4

720
∂3(x1/2)
∂x3

∣∣∣∣∣
y

+ . . .

 ,
= 2

3

(
µ

kBT

)3/2
+ π2

12

(
kBT

µ

)1/2
+ 7π4

960

(
kBT

µ

)5/2
+ . . . ,

∴ sustituyendo en la expresión para N ,

N = gs
4V

3
√
π

(2mπ
h2

)3/2
µ3/2

[
1 + π2

8

(
kBT

µ

)2
+ 21π4

1920

(
kBT

µ

)4
+ . . .

]
,
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Gas de Fermi degenerado y cuasi-degenerado
Gas de Fermi cuasi-degenerado

De la expresión anterior, se observa:

N = gs
4V

3
√
π

(2mπ
h2

)3/2
µ3/2

[
1 + π2

8

(
kBT

µ

)2
+ . . .

]
,

∴
3
√
π

4V gs

(
h2

2mπ

)3/2

N = µ3/2
[
1 + π2

8

(
kBT

µ

)2
+ . . .

]
,

ε
3/2
F = µ3/2

[
1 + π2

8

(
kBT

µ

)2
+ . . .

]
,

⇒ µ = εF

[
1 + π2

8

(
kBT

εF

)2
+ . . .

]−2/3

,

∴ µ ≈ εF

[
1− π2

12

(
kBT

εF

)2]
,

en donde se ha considerado para el
término cuadrático en la serie µ ≈ εF .

F

T
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Gas de Fermi degenerado y cuasi-degenerado
Gas de Fermi cuasi-degenerado

Calculando la energía para el gas cuasi-degenerado,

E = 3
2NkBT

f5/2(ζ)
f3/2(ζ) = 3

2kBTgs
V

λ3 f5/2(ζ) ∀ N = gs
V

λ3 f3/2(ζ),

= 3
2kBTgs

V

λ3
1

Γ(5/2)

∫ ∞
0

x3/2

ex−y + 1dx,

expandiendo la integral,∫ ∞
0

x3/2dx

ex−y + 1 =
∫ y

0
x3/2dx+ 2

π2

12
∂(x3/2)
∂x

∣∣∣∣∣
y

+ 7π4

720
∂3(x3/2)
∂x3

∣∣∣∣∣
y

+ . . .

 ,
= 2

5

(
µ

kBT

)5/2
+ π2

4

(
µ

kBT

)1/2
− 7π4

960

(
kBT

µ

)3/2
+ . . .

sustituyendo en la expresión de la energía,

E = gs
4V

5
√
π

(2mπ
h2

)3/2
µ5/2

[
1 + 5π2

8

(
kBT

µ

)2
− 7π4

384

(
kBT

µ

)4
+ . . .

]
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Gas de Fermi degenerado y cuasi-degenerado
Gas de Fermi cuasi-degenerado

Pero recordando,

µ ≈ εF

[
1− π2

12

(
kBT

εF

)2]
,

⇒ µ5/2 ≈ ε5/2
F

[
1− π2

12

(
kBT

εF

)2]5/2

≈ ε5/2
F

[
1− 5π2

24

(
kBT

εF

)2]
,

sustituyendo en la expresión obtenida anteriormente para E,

E = gs
4V

5
√
π

(2mπ
h2

)3/2
µ5/2

[
1 + 5π2

8

(
kBT

µ

)2
− 7π4

384

(
kBT

µ

)4
+ . . .

]
,

∴ E ≈ gs
4V

5
√
π

(2mπ
h2

)3/2
ε
5/2
F

[
1− 5π2

24

(
kBT

εF

)2] [
1 + 5π2

8

(
kBT

µ

)2]
,

≈ gs
4πV
3
√
π

(2mπ
h2

)3/2 3
5ε

5/2
F

[
1 + 5π2

12

(
kBT

εF

)2]
.
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Gas de Fermi degenerado y cuasi-degenerado
Gas de Fermi cuasi-degenerado

De la ecuación anterior,

E = gs
4πV
3
√
π

(2mπ
h2

)3/2 3
5ε

5/2
F

[
1 + 5π2

12

(
kBT

εF

)2]
,

se observa que,

N = gs
4πV
3
√
π

(2mπ
h2

)3/2
ε
3/2
F ,

por tanto, la expresión para la energía
se reduce a:

E

N
= 3

5εF

[
1 + 5π2

12

(
kBT

εF

)2]
,

(3/5)F

T

E/N
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Gas de Fermi degenerado y cuasi-degenerado
Gas de Fermi cuasi-degenerado

Con la información de la energía, es posible calcular el calor específico
CV para bajas temperaturas,

CV = ∂E

∂T

∣∣∣∣
V,N

= ∂

∂T

{
3
5NεF

[
1 + 5π2

12

(
kBT

εF

)2]}
V,N

≈ π2k2
B

2εF
T ∴ CV ∝ T.
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