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Gas de Fermi-Dirac

Fundamentos

En el caso de |a estadistica de Fermi-Dirac, es decir funciones de onda
antisimétricas, se habia obtenido para la funcién de particion,

oo
O, Vi) = T [1+ e v ¢=e,
k=1
en donde el gran potencial se expresa como,

O(T,V, 1) = —kpT I O(T, V, p) = —kpT Y In (1+ Ce %),
k

donde: —pV =®(T,V, ).

Para obtener la informacién termodindmica es necesario despejar la
fugacidad de la expresién del nimero promedio de particulas,
1 0

0
N=—-_—In0b = —— Y In(1+4 e P),
Bou  lpry  0(Bu) zk:
S G 1
4
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Gas de Fermi-Dirac

Fundamentos
Del resultado anterior para IV, se observa que no existe una restriccién
alguna en el valor del potencial quimico:

—co<pu<oo = 0<(<oo V (=e,

lo cual esta relacionado con el hecho de que p es la energia media
necesaria para anadir otra particula al sistema, por lo que i crece con
el nimero de particulas.
Para el caso de las expresiones anteriores, se pueden describir de manera
continua, ya que los eigenestados se encuentran muy cerca entre ellos,
para un volumen grande:

zk: — (2‘;)3 /dk—)/g(e)de,

2V oV
Z - F(Qm)?)/Q/el/Qde A g(e) = QSF(2m)3/261/2,
k

resultados que se han obtenido considerando al gas ideal: ¢, = h?k?/2m

y siendo g; = 2s 4+ 1 la degeneracion debida al espin.
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5. Gases ideales cuanticos: Gas de Fermi-Dirac

5.2 Funciones de Fermi-Dirac
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Funciones de Fermi-Dirac
Funcién de particién
Haciendo el cambio del discreto al continuo en la expresiones de interés,

mO(T,V,u) = Zln (14 ¢CePer) = /deg(e) In (14 Ce P,
k

h2
49,V (2m7rkBT>3/2 /oo p e3/2¢ePe
= €E——
3T h? 0 1+ Ce=Be’

495[/ > .%'3/2
3\/7)\3 /0 IC lex + 1 o /86’

v
I O(T, V, 1) = gs33 f5/2(C)

en donde se han definido las funciones de Fermi-Dirac f,.(¢):

1 00 xr—l

2m\3/2 oo
= InO(T,V,u) =27Vys <) / de €/ 1n (1+ Ce P9,
0
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Funciones de Fermi-Dirac

Ndmero de particulas
Con la expresién anterior es posible calcular el gran potencial y la
ecuacién de estado pV/,

Vg
AT, Vp) = kT =V = Lo = %05 )
B

de donde p se obtiene de despejar ¢ de la expresion del nimero de

particulas,
N(T,V,p) :zkzg—leﬁlsk—kl = de(_lge(ﬁi)—i—l’

N(T,V, ) :gs%f:m(()-
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Funciones de Fermi-Dirac
Comportamiento con ¢
Analizando las propiedades de las funciones de Fermi-Dirac,

1 o0 z 1
f’r‘(C) = F(T) -/0 dxm7

considerando el caso ( < 1:

1 . Ce™? .
e sl T+ce= ¢ <b
= (e ® i (—(e"”)k _ i(_l)kflckeka_
k=0 k=1

Sustituyendo en las funciones f,.(¢),
1 o0

F(T) Z(_l)kflck/ ekamrfldl,’

k=1 0

. 1 i(_l)k—lg o efyyrfldy - i(_l)kkl Ck
F(T) - k™ Jo o kT

fr(() =
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Funciones de Fermi-Dirac

Comportamiento con ¢

Considerando ahora el caso ¢ > 1:
r—1

1 00 x
fr(€) = F(r)/o dﬂ?m;
r—1

1 o0 T
- = — ePr = ¥
F(r)/o dwe(fc_y)—i—l V (=e e,

analizando el denominador del integrando, en el caso de que y — oo,
1 1

siz <y = = = 1 — 1,

1
= —
elz=y) 11 el==yl + 1

0,

siz >y =

El comportamiento obtenido corresponde
a la funcién escalén, centrada en p, lo
cual coincide con el de los nimeros de
ocupacion (ng) a Tn=0.
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Funciones de Fermi-Dirac

Comportamiento con ¢
Analizando el comportamiento de la funcién de Fermi-Dirac de manera
general, para valores y = SBu > 1:

oly) = / ) mdx,

B 1 o0 m(a:)

d_
/m v /Oeyz-i-l +/ ezy+1 o

definiendo en las integrales anteriores las siguientes variables,

n=y—x—dy=—dz,
sixr=0—-n=y; z=y—n=0;
y=x—y— dy=dr,
sic=y—>v=0; z— 00—y —00.
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Funciones de Fermi-Dirac
Comportamiento con ¢
Sustituyendo lo anterior en la expresién integral,

o(y) = /Oy m(z)dx — /Oy mdm‘ + /OO ;Zfﬁldx,

A B y+7
_/m($)d$ /0 677—|—1 77+/ 7+ 1 s

m(y +n) —m(y —n)
_/m der/ e+ 1 i,

expandiendo en series el numerador de la integral, alrededor de y:

> 1 Fm > 1 Fm
m(y+n)=ZgW n* & m(y_n):ZEW (—m)F,
k=0 """ y k=0 """ y
1 9Fm
mly+n) —my—n) =Y — —¢| "= (=n),
= k! Oxk y[ }
* 2 9Fm
= my+n)-my—-n= > 5z 1
k=impar "’
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Funciones de Fermi-Dirac
Comportamiento con ¢
Sustituyendo en la expresién integral,

0o ,,7/6
dn.
y/o e”—{—ln

Analizando el comportamiento de la integral para dif. valores de k,

1 [ nk
Integral = k'/ e’7+1dn’

X1 9Fm
/m )dx + 2 Z o Dk

k=impar

k Integral

1 72/12 ~ 0.8225
3
5

74 /720 = 0.9470
317%/30240 ~ 0.9856

se observa que la integral tiende a 1 conforme k crece.
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Funciones de Fermi-Dirac

Comportamiento con ¢

Considerando el caso particular de m(z) = 2"~ !

Fermi-Dirac,
/ C e’”+1 42,

para la integral de

.-.r(r)fr(C)Z/O mdx V=g
. ) 1 k: ZL‘T 1) 00 nk
= F(T)fr(C)_/ 1d$+2k %:park! &Ek y/o en+1d77’
:y—r 71-62(7’—1)yT2+..-7
_ mr(r—1)
= fr(C) F(T—i—l) + 6 y2 +}
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Funciones de Fermi-Dirac
Comportamiento con ¢
Resumiendo el comportamiento de f,.(¢),

0o k
(<1 =[O =YD
k=1
B y" 72 r(r—1) B
Para conocer f,(¢ = 1), se puede utilizar la primera relacién:
. 1 =1 =1
(1) = DL =" 9 ,
PO =SV = -2
=1 2 1
Ll -wl =20

siendo Z(r) la funcion Zeta de Riemann, donde algunos. valores
tipicos de f,.(1) son los siguientes:
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Funciones de Fermi-Dirac

Comportamiento con ¢

De los resultados anteriores, se 3l £7/2
tiene que f.(¢) > 0, entonces £.(2)
junto con el comp. de la derivada, ol ts,.
0 1 f3/2
&fr(C) = Efr—l((), 1}
se concluye que crece de 0 . -
ye que fr(¢) o : PR

manera monétona.
Analizando el comportamiento de f,.(¢) para valores extremos de (,

00 k
(1 HO=3 D 5 R0
k=1
T 2 o
> 10 10 = 5 1+7;37"(’”y2”+... v (=,
oy (g
= f?"(C) ~ F(T+l) = T‘! .
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5. Gases ideales cuanticos: Gas de Fermi-Dirac

5.3 Propiedades termodinamicas
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Propiedades termodindmicas

Energia
Una vez conociendo el comportamiento de f,((), es posible analizar
las propiedades termodindmicas de un gas fermidnico ideal,

\%4 \%
In® = gsﬁfwz@); N :gsﬁf:’)/ﬂo;

por tanto calculando para la energia,

0 0
E——%h’l@ = 8 |:gS 3f5/2 V’C
3V f5/2(¢)
s—= (kT Nk T
g 2)\3( B )f5/2(€) f3/2(€)
Analizando el limite clasico,
1% N
N = gsﬁf:a/z(o = Agv = gsf3/2(¢),
N
pero: V<<1 & Mgl = f3p() <1 o (K,

sin embargo, f({)=(¢ V (<1&r = E=(3/2)NkgT.
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Propiedades termodindmicas

Calor especifico
Calculando el calor especifico,

_ oK 0 |3 f52(C)
=Tl T or |2 Bng/Q@)LN
f5/2(§)
P hnQ)

§ 19 sl o
+ 2NkBT [fS/Q(C) anf)/?(C) (f3/2(c>)2 anS/Z(C)‘| )

_3 f5/2(9) _ fsp(©) T o¢
Tathe {f3/2(é‘) - [1 GO ”2(0} 3 8T}’

para obtener 9¢/JT se analiza:

0 0 [N 3 (N 3
87‘103/2(0 =37 (V gs> =37 (Vgs> = —ﬁf3/2(0,
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Propiedades termodindmicas
Calor especifico
pero también se sabe lo siguiente:
1
¢

por tanto, comparando resultados se obtiene:

¢ 3¢ f32(0)

AT~ 2T fi0(Q)

Sustituyendo en la expresién del calor especifico,

3 f52(C) _ sl T o¢
o = g s+ [+~ Gt @) G

Cv _ 15 f52(6) 9 f32(C)
Nkp 4 f32(¢) 4 f12(Q)]

lo cual tiende al valor clasico (( < 1): Cy ~ (3/2)Nkp.
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Propiedades termodindmicas

Potenciales termodinamicos
Obteniendo la energia libre de Helmholtz,

\%4
donde: —pV =& = —kpT'ln® = —(kBT)Qsﬁfwz(C),
(=e = p=kpTn,

\%4
F= —(kBT)QstLs/z(C) + NkpT'In(,

f5/2(C) Vv
= NkpT |In¢ — V N=gs— .
B [ Fapa©) g /\3f3/2(C)
Con la expresién anterior es posible calcular la entropia,

f5/2(€)
f372(€)’

1 3
§=5(E~F) ¥ E=NkpT

5 f5/2(¢)
2 f3/2(¢)
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5.4 Gas de Fermi degenerado y cuasi-degenerado
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Gas de Fermi degenerado y cuasi-degenerado
Comportamiento a 7' = 0 K, gas degenerado
Analizando el limite cuantico, es decir, altas densidades (N/V > 1)
y bajas temperaturas ()3 > 1):

v XN ‘ T=0K
T=300K
S fap() > 1 = (>, SM
siendo el limite cuando 7' = 0 K. T=2500K K

Sin embargo, para T tipicas (300 K ~ 0.025 eV) la funcién (ng) no
varia en gran medida respecto al caso extremo.

Por tanto, definiendo para el limite de bajas temperaturas,

FD _ 1 _ _
() —65(6”)4_1—@(#—6)—{

1 si €<y,
0 si €>u,

siendo p = ep (@ T = 0 K) la energia de Fermi, es decir, la energia

del dltimo estado ocupado.
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Gas de Fermi degenerado y cuasi-degenerado
Propiedades del gas degenerado
Con la definicién del niimero de ocupacién se calcula V:

N = [ degle) me) = [ deg0(n ~ o).

27TV /2 4V 2mm\3? 5,
=953 (2 //deﬁ _933\f< > 12,

asi como también la energia F,

B = [T deg(e)m)e= [ degl0(— )

21V p 4V [ 2mm\3/?
7(2m)3/2/0 de 32 = g, =7 <h2> 452,

~ I3 By
Relacionando ambas expresiones se obtiene,
E_3_ 6r2 N\ 2
— = —¢ ep=|— = —
N 5F F gs V 2m

donde pu=¢€¢r V T =0 K.
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Gas de Fermi degenerado y cuasi-degenerado

Propiedades del gas degenerado
Con el conocimiento de la energia de Fermi, es posible definir dife-
rentes cantidades fisicas relacionadas,

e Temperatura de Fermi: ep = kpTr = Tr = ep/kp, con valores
tipicos de 10* K.

e Momento de Fermi: ex = li’k%./2m = kp = (2mep)'/?/h.
Con esta informacién, se pueden describir diferentes propiedades de
interés desde la relacién de dispersion ¢ = h2k?/2m,

Superficie de Fermi Est. de Bandas Densidad de Estados

€ 9(e)

g(g) oc 12

k &
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Gas de Fermi degenerado y cuasi-degenerado

Gas de Fermi cuasi-degenerado
Considerando el caso cuando 0 < T' <« T, conocido como gas cuasi-
degenerado, en el cual se debe de tomar en cuenta correcciones al
caso degenerado (7' = 0 K),

4 Vo1 e gl
- - = ey — Y —
N = 9573 3/2(C) gsAgr(?)/Q)/o ex,y+1dw V ¢=¢", y=u/kpT
. ]

en donde para ( > 1 (y < 0) se expresaba la integral como sigue:
/oo 212dx / I/de+2 2 d(x 1/2) 7t 33( 1/2)
0o e*Y+1 0 12 ox 720 6.%'3
9 3/2 2 fnT 1/2 knT 5/2
32) "+ () )
3 \ kT 12\ pu 960 \ u
*. sustituyendo en la expresion para NV,
4V [ 2mm\3/? 2 (kpT\?  21n* (kpT\*
N:gs(mﬂ) 2 1+”8( 5 ) 320 (B ) =

I 1920 \ w
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Gas de Fermi degenerado y cuasi-degenerado
Gas de Fermi cuasi-degenerado
De la expresién anterior, se observa:

4V [/ 2mm\3/?
N ( ) MS/Q

2 k 2
1+ <B) T

= J0s 3ﬁ h2 [ s
3/2 9
3 h? 2k
ﬁ _— ]\7:[1}1/3/2 1_|_7T<B> + ,
4V gs \ 2mm 8 “
2 2 U
e (kT
=321+ = (B) T
8 W 8
—2/3 F
71'2 ]{JBT 2
= U =€F 1+ — 4+ ... ,
8 €F
. w2(kBT>2
~ € - —
REer 1™ 19\ er
en donde se ha considerado para el i
término cuadratico en la serie y ~ €p.
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Gas de Fermi degenerado y cuasi-degenerado
Gas de Fermi cuasi-degenerado
Calculando la energia para el gas cuasi-degenerado,

fsp2(€) 3 1% 1%
= ONksT Foale) ~ 287033 l52(O) Y N = 055 foya(0)
3 Vo1 o g8?
21933 T (52 / v 100

expandiendo la integral,

[e'e) 3/2
[T [ +]
o e v+1 Jo

9 L 5/2 2 L 1/2 kpT 3/2
_5<kBT> +4(kBT> 960( " > 7

sustituyendo en la expresién de la energia,

B g AV <2m7r>3/2u5/2 1+57‘F2<kBT>2_Z7T_4(]€BT>4
*5y/m \ h2 8 L 384 \
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Gas de Fermi degenerado y cuasi-degenerado
Gas de Fermi cuasi-degenerado
Pero recordando,

S P <’fBT>2
H=ep 192 e )
275/2 2 2
5/2 ~ 5/2 k‘ T) ~ 5/2 . 5% <k‘BT)
v KR ll 12( o e ) |

sustituyendo en la expresidén obtenida anteriormente para E,

e
*5y/T 384 \ p
e AV <2m7r 3/2 &2 k:BT> L( )
Ngs5\/7—_r er ]

ATV (2mm\3/2 3 50 572 kBT
N ge—— | 5 —EF 14+ .
3ﬁ h2 5 12 (S
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Gas de Fermi degenerado y cuasi-degenerado

Gas de Fermi cuasi-degenerado

De la ecuacién anterior,

3/2 2 2
b AV <2m7r) 265/2 lH 5 (k:BT> ]

— 9 3ﬁ h? 12 €r
se observa que, MEIN
47V [ 2mm\3/?
N = g 2m¥ (ﬂ) &2,
3v/m \ h?
por tanto, la expresién para la energia
se reduce a:

E 3 1+57r2 (kBT)2
N~ 5F 12 \e /|’
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Gas de Fermi degenerado y cuasi-degenerado

Gas de Fermi cuasi-degenerado
Con la informacién de la energia, es posible calcular el calor especifico
Cy para bajas temperaturas,

2 2
;T {SNEF l +51l2 (kBT) H
er V.N

Cy =

aT |y,
2
=~ k T Cvo(T.
2ep
c, 15[~ o
Nk1.0-
aT
0.5
0 ] ]
0 1 2 kT 3
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