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2. Operadores lineales
2.1 Mapeos, funciones
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Mapeos, funciones

Definiciones
Se tienen dos sets arbitrarios (no vacios) A y B tal que cada elemento
a € A se le asigna un lnico elemento de B, llamado imagen de a.
La coleccién f de tales asignaciones se le conoce como mapeo de A a
B, f: A— B, donde:
e A = dominio del mapeo.
e B = set objetivo o codomino.
e f(a) = elemento tGnico de B al cual f asigna el elemento a € A.

Para un mapeo f : A — B se observa lo siguiente:

e Si A’ es un subset de A = f(A’) denota el set de imagenes de A’.
e Si B’ es un subset de B = f~!(B’) denota el set de elementos de

A, cada uno de los cuales su imagen recide en B, entonces:
f(AY)Y={f(a):a€ A} = f(A) imagen de A,

A (B)Y={acA: f(a) € B’} = f'(B') imagen inversa de B’
En general f(A) representa el rango de f, siendo el set de todas las
imagenes V a € A.
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Mapeos, funciones

Ejemplos de mapeos

Sea V' un espacio vectorial de polinomios P(t) sobre el campo R,

e La derivada define un mapeo D : V — V, en donde para cualquier
polinomio f(t) € P(t) se tiene que D(f) = df /dt.

e Laintegral (evaluada de 0 a 1) define también un mapeo J : V' — R,
en donde para cualquier polinomio f(t) € P(t) se tiene:

i = [ s

Mapeos matriciales
Sea A una matriz m x n sobre el campo K = A determina un mapeo:

Fa: K" — K™ mediante Fy(u) = Au,

siendo K, K™ espacios vectoriales en donde sus elementos sezexpresan
como vectores columna.
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Mapeos, funciones

Composiciéon de mapeos
Considerando dos mapeos f : A — B, g : B — C = tales mapeos se
pueden describir como,

AL, B
Es posible, por tanto, definir la composicion de f y g, dado como
go f, siendo el mapeo como sigue:

gof:A—=C = (gof)(a)=g(f(a)),

es decir, primero se aplica f a a € Ay luego se aplica g a f(a) € B,
para obtener g (f(a)) € C.
Teorema: La composicién de mapeos satisface la ley asociativa,

seaf:A—> B, g:B—C, h:C =D,
= ho(gof)=(hog)o f.
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Mapeos, funciones

Mapeos uno a uno (inyectivo), sobre (suprayectivo) y biyectivo

Uno a uno
También conocido como mapeo inyectivo, si para un
mapeo f : A — B diferentes elementos de A tienen
distintas iméagenes,
si f(a)=f(d) = a=2d.
Sobre

O mapeo suprayectivo, si para un mapeo f: A — B
cada b € B es la imagen de al menos un a € A.

Correspondencia uno a uno
También llamado como mapeo biyectivo, si'para un mapeo
f:A— B f estanto uno a uno como sobre.
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Mapeos, funciones

Mapeo identidad, inverso

Identidad
Sea A un set no-vacio, el mapeo:

f A — A definido por f(a) = a,

donde se le asigna a cada a € A a si mismo, se le conoce
como mapeo identidad:

14, 1, I — YV a€ Asetiene 14(a) = a.

Inversa
Sea f: A — B entonces se le llamaag: B — A la
inversa de f, expresada como f~!,

fog=1p ; gof=1a.

Se observa que para que exista el mapeo inverso, f debe
ser un mapeo correspondiente uno a uno o biyectivg

8
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2. Operadores lineales

2.2 Transformaciones lineales
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Transformaciones lineales

Definicién
Sean V' y U espacios vectoriales sobre el mismo campo K. Un mapeo
F :V — U sele denomina mapeo o transformacioén lineal si satisface
lo siguiente:
e YV vector v,w € V, F(v+w) = F(v) + F(w),
e Vescalarke Kyv eV, F(kv) = kF(v).
Es decir, el mapeo serd lineal si presenta las dos operaciones basicas

de un espacio vectorial.®

Con las condiciones anteriores, es posible definir de manera general una
transformacion lineal,

F(aivy + agva + ... + apvy) = a1 F(v1) + aeF(v2) + ... + an F(vy),

endondea; € Kyv; € V.

! Ademas del elemento cero, ya que haciendo £k =0 = F(0) = 0.
Espacios Vectoriales — FCFM
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Transformaciones lineales

Mapeos especiales
Considerando el espacio vectorial V' = P(t) de polinomios sobre el
campo R, entonces para u(t),v(t) € P(t) y k € K se analiza:
Mapeo derivada Sea D : V — V el mapeo derivada, entonces:

d du dv d dv
%(U—F'U)—E‘FE, @(k}’l})—ka,
. D(u+v) =D(u) + D(v); D(kv) = kD(v),

.. el mapeo derivada es una transformacion lineal.
Mapeo integral Sea J: V' — R el mapeo integral,

J](f(t))_/ol FO)dt = /01 kv(t)dt—k/olv(t)dt,

/O [u(t) + v(8)] dt = /0 u(t)dt + /O v(b)dt,
L Ju+v) =) + J(v); J(kv) = EJ(v),

es decir, el mapeo integral es una transformaciéitlinea
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Transformaciones lineales

Mapeos especiales

Mapeo cero Sea F' : V — U el mapeo que asigna el vector cero
0 € U a cada vector v € V, entonces V u,w € V' vy
k € K se tiene:

Flu+w)=0=0+0= F(u) + F(w),
F(ku) =0 = k(0) = kF(u),

por tanto, el mapeo cero F' es una transformacion li-
neal.

Mapeo identidad Sea I : V — V en el cual cualquier vector v es
mapeado a si mismo, entonces V u,w € V y a,b € K
se tiene:

I(av + bw) = av + bw = al(v) + bL(w),

por tanto, el mapeo I representa una transformacion
lineal.
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Transformaciones lineales
Bases y matrices
Teorema Sean V' y U dos espacios vectoriales sobre el campo K.
Sea {v1,v2,...,v,} una base de V'y uy, ug, ..., u, vec-
tores arbitrarios en U, entonces existe una tinica trans-
formacién lineal F : V — U tal que:

F(vy) =uy; F(vy) =wug; ...; F(vy) = up.

Matrices y transformaciones lineales
Sea A una matriz real de dimensién m x n, donde A determina un
mapeo por si misma,

Fy: K'— K™V FA(u) :Au,
por tanto, analizando si el mapeo es lineal:
Fa(v+w) =A(v+w) = Av + Aw = Fa(v) + Ea(w) v
Fa(kv) = A(kv) = k(Av) = kF4(v) v

por tanto, el mapeo matricial es una transformacion lineal.
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2. Operadores lineales

2.3 Kernel e imagen de una transformacién lineal
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Kernel e imagen de una transformacion lineal
Definicién
Sea F': V — U una transformacion lineal, entonces se define:

Kernel de F' Set de elementos en V' que mapean en el vector cero
de U,

KerF'={veV:F(v) =0}

Imagen de F' Set de puntos imagen en U,

ImF={ueU:3veVV F()=u}.

Teorema Sea F' : V — U una transformacién lineal, entonces el
kernel de F' es un subespacio de V, y la imagen de F
es subespacio de U.

Con los teoremas vistos hasta ahora, se puede concluir que si el set
V1,09, ...,U, expande un espacio vectorial V, ysi F':'\V — U es
una transformacion lineal, entonces el set F'(vy1), F'(v2), 4. F(vm)
expande ImF'.
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Kernel e imagen de una transformacion lineal

Mapeos matriciales
Considerando, por ejemplo, una matriz 3 x4, y la base usual o estandar

{e1,e,e3,e4} del espacio K4,

o 4 e a 1 0 0 0
1 az az a4

0 1 0 0

A= |b1 by b3 bs|; e = olie2=loli =11 = |

a e 6 a 0 0 0 1

Como A se puede considerar como una transf. lineal, entonces,
Fi:K* > K3V Fa(u) = Au, donde K*, K son vectores columna,

adem3s, los vectores base estandar {e;} expanden el espacio K4, por
tanto, las imagenes Aep, Aeo, Aes, Aey,

a as as a4
Aep = |bi|; Aea= |ba|; Aes= |b3|; Aes= |by|;
C1 C2 C3 €4

por su parte expandiran a la imagen de A.
Espacios Vectoriales — FCFM
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Kernel e imagen de una transformacion lineal

Mapeos matriciales

Por lo discutido anteriormente, se puede determinar que:
e La imagen de A vendra representada por el espacio columna que
forma A.

e El kernel de A consistira de todos los vectores v tal que Av =0, es
decir, el kernel sera el espacio solucién de un sistema de ecuaciones
homogéneo, lo que se conoce como espacio nulo de A.

De manera resumida, sea A cualquier matriz m x n sobre el campo K,
y vista como una transformacioén lineal,

Fq:K"— K™,
= ImA = colsp(A) +« espacio columna de A,
KerA = nullsp(4) < espacio nulo de A.
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Kernel e imagen de una transformacion lineal
Rango y nulidad

Sea F': V — U una transformacién lineal, entonces definiendo:

Rango de F' es la dimension de la imagen de F,
rango(F') = dim(ImF).
Nulidad de I es la dimension del kernel de F',
nulidad(F') = dim(KerF).

Teorema Sea V de dimensién finita, y F' : V — U una transfor-
macién lineal, entonces:

dimV = dim(KerF') + dim(Im£E),
= nulidad(F') + rango(F).
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2. Operadores lineales

2.4 Transformaciones lineales singulares y no—singulares
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Transformaciones lineales singulares y no—singulares
Definicion
Sea F' : V — U una transformacién lineal, la cual cumple con la
condicién F(0) = 0.2
e Se dice que la transformacion es singular si la imagen de algin
vector diferente de cero es cero,

VYV v#0 F(v)=0.

e Se le considera a la transformacién F' no-singular si el vector cero
es el tinico cuya imagen es cero, es decir:

KerF = {0}.

Teorema Sea F' : V — U una transformacién lineal no-singular,
entonce la imagen de cualquier set linealmente inde-
pendiente (base) serd también un set linealmenté ‘in-
dependiente.

2Ya que es parte de la definicién de transformacién lineal.
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Transformaciones lineales singulares y no—singulares
Isomorfismo
Considerando un mapeo o transformacién linealunoauno F: V — U,
entonces solamente el vector cero de V' mapea al elemento cero de U,
por tanto F' es no-singular.

Tal condicién se mantiene en el sentido inverso: una transformacién
lineal F' no-singular serd un mapeo uno a uno.

El andlisis anterior también se aplica a transformaciones lineales que
son correspondientes uno a uno, mapeos que se conocen también
como isomorfismos, siendo los espacios vectoriales V' 'y U (sobre K)
[lamados isoméarficos, V = U.

Teorema Sea F' : V — U una transformacién lineal, con V de
dimensién finita y dimV = dimU, entonces:

F' es un isomorfismo <= F' es no-singular,

donde un isomorfismo con tales caracteristicas tendra
transformacién inversa F— 1.

Omar De la Pefia-Seaman | IFUAP Espacios Vectoriales — FCFM



Contenido: Tema 02

2. Operadores lineales

2.5 Algebra de operadores lineales
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Algebra de operadores lineales

Operaciones de transformaciones lineales
Es posible combinar transformaciones lineales de diferentes maneras
para obtener nuevas transformaciones lineales.
Consideremos las transformaciones lineales F' y G sobre el campo K,

F:V—-U & G:V-=U,

entonces, la suma F + G y el producto por escalar kFF V k € K
definidos como mapeos V — U,

(F+G)(v) =F(v)+Gv) & (kF)(v) =EkF(v),

también son transformaciones lineales.

Teorema Sean V' y U espacios vectoriales sobre el campo K, en-
tonces la coleccion de todas las transformaciones lin-
eales de V' — U que tengan las operaciones de suma
y producto por escalar formara un espaciojivectorial
sobre K.
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Algebra de operadores lineales

Operaciones de transformaciones lineales

El espacio vectorial formado por las transformaciones lineales antes
mencionadas se denota como,

homomorfismo — Hom(V,U),

en donde el elemento cero de Hom(V, U) es el mapeo cerode V — U,
denotado por 0 y definido como,

O(v) =0 V veV.

Teorema Suponiendo que V' y U tienen dimension finita,

dimV =m & dimU = n,
= dim [Hom(V,U)] = mn.
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Algebra de operadores lineales

Composicién de transformaciones lineales
Considerando que V', U y W son espacios vectoriales sobre el campo
K,donde FF: V — Uy G :U — W son transformaciones lineales,
entonces lo siguiente,

vEUuSw,

se puede definir como la funcién composicion GoF', lo cual representa
el mapeo lineal desde V' hasta W, expresado como:

(GoF)(v)=G(F(v)) YV veV.
Resumiendo las operaciones entre transformaciones lineales, para los
espacios vectoriales V., Uy W,
F: VU, FF:V>sU, G:U=W; G:U-=>W,;
= Go(F+F)=GoF+GoF,
(G+G)oF=GoF+G oF,
kE(Go F) = (kG)o F = Go (kF).
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Algebra de operadores lineales

Algebra A(V) de operadores lineales
Sea V un espacio vectorial sobre el campo K y considerando el caso
de transformaciones lineales del espacio V' a si mismo,

F:V =V,

a estas transformaciones se les conoce como operadores lineales en
V' y se les denota como,

Hom(V, V) — A(V),

lo cual representa al espacio formado por todas las transformaciones

posibles.
e Como A(V) es un espacio vectorial sobre K, y la dimV = n =
dimA(V) = n?.

e Para cualquier mapeo F, G € A(V) se tiene,
GoF=GF 3 & GF e A(V),

lo cual define la multiplicacion en A(V).
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Algebra de operadores lineales

Algebra A(V) de operadores lineales, polinomios
Para que A(V) sea considerado un espacio vectorial sobre K, en el
cual la operacién de multiplicacion esté definida, se debe cumplir lo
siguiente cuando F,G,H € A(V)y ke K:

F(G+H)=FG+FH, (G+H)F=GF+HF,
k(GF) = (kG)F = G(kF),
(FG)H = F(GH) <« cuando se cumple, se dice que es asociativa.

Observando que el mapeo identidad I : V' — V pertenece a A(V),
ademds de que V operador lineal F' € A(V) se tiene:

FI=IF=F,
por tanto se pueden definir las potencias de F' como sigue,
FO=] F?=FoF, F3=F?0cF=FoFoF,u-.
con lo cual es posible formar el operador lineal p(F') como:

p(F) = aol +a1F + apF? + ...+ asF*.
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Algebra de operadores lineales
Matrices cuadradas y operadores lineales
Sea M = M, el espacio vectorial de todas las matrices cuadradas
n X n sobre K, entonces:
e Cualquier matriz A € M definird una transformacion lineal F4 :
K" — K" V¥V Fj=Au.
e Debido a que el mapeo es de K™ a si mismo, entonces A es un
operador lineal.
Suponiendo A, B € M, entonces el producto AB € M. Por tanto
aplicando como transformacién lineal a u € K",

Fup(u) = (AB)u = A(Bu) = A (Fp(u)),
= Fyu (Fp(u)) = (Fao Fg) (u),

es decir, el producto de matrices AB representa la composicion de
Ay B considerandolos como transformaciones lineales.
Adicionalmente, los elementos el espacio vectorial M cumplen con:

A+ B <+ suma de transformaciones lineales,

kA <« producto por un escalar de la transf. lineal
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Algebra de operadores lineales
Operadores invertibles en A(V)

Sea F': V — V un operador lineal, se dice que F es invertible, o que
posee inversa si existe F~1 € A(V) tal que,

FFl=FlF=1.

Ademaés, para que F' (considerado como mapeo) sea invertible, debia
ser un mapeo correspondiente uno a uno, con lo cual se asegura que
F~1 también sea una transformacién lineal.

Teorema Sea F' un operador lineal® que aplica a un espacio vec-
torial V' de dimensién finita, entonces las condiciones si-
guientes son equivalentes,

e F es no-singular: KerF' = {0}.
e F'es un mapeo uno a uno.

e F'es un mapeo sobre.

e [ es invertible.

3El dominio y el codominio son el mismo.
Espacios Vectoriales — FCFM
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2. Operadores lineales

2.6 Representacién matricial de un operador lineal

Omar De la Pefia-Seaman | IFUAP Espacios Vectoriales — FCFM



Representacién matricial de un operador lineal

Vector de coordenadas

Considerando una base S = {uj,us9, ..., u,} que corresp. a un espacio
vectorial V' sobre K = cualquier v € V se puede expresar como:

V= a1u1 + aguz + ...+ apuy,

con lo cual se define el vector de expresando v = (4,2,1) como
coordenadas de v relativo a S, combinacién lineal de S,
ai = U = ajul + agus + asus,
[o]s = @ (4,2,1) = a1(1,0,0) + az(1,1,0) + . ..
: . +as(1,1,1),
Gn,
) resolviendo el sistema para a;'s se
Ejemplo tiene:
Sea S = {u1,uz2,u3}, con:
al 2
uy = (17070)7 Uz = (17 170)7 [U]S = |a2| = 1
uz = (1,1,1), 1
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Representacién matricial de un operador lineal

Definicién de representaciéon matricial
Aplicando el mismo concepto a los operadores lineales, se consid-
era a T como el operador que aplica al espacio vectorial V' 'y § =
{u1,ug,...,uy,} una base de V, entonces se tiene que los vectores:

T(uy), T(uz),...,T(u,),

también pertenecen a V/, siendo cada uno de ellos una combinacion
lineal de los vectores base en S,

T(ul) = a11u] + a1pu2 + ...+ a1ply,

T(UQ) = a21U] + a22U2 + ...+ AUy,

T(un—1) = A(n—1)1U1 + Q(p—1)2U2 + ... + Q(n_1)pUn,

T(up) = aniui + an2ug + ... + appliy.
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Representacién matricial de un operador lineal
Definicién de representaciéon matricial
Lo anterior se puede expresar de manera compacta en forma matricial,

T(ul) ail a1 AT (75}
T(UQ) _ a1 agy ... QA2n u9
T (uy) Gnl Gn2 .. Qnn| |Un

La transpuesta de la matriz anterior se le denota como mg(T') o [T]s
y se le conoce como la representacion matricial de T relativa a S, o
simplemente como la matriz 7" en la base S5,

ms(T) = [T]s = [[T(w)ls, [T(u2)]s; - - -, [T(un)ls],

ai;p a1 ... Qpl
a2 a2 ... Qap2

= s
alnp a2pn ... Qpn

siendo las columnas de [T]s los vectores coord. de T'(u;): TF(u;)]
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Representacién matricial de un operador lineal
Propiedades de las representaciones matriciales
Teorema Sea T : V' — V un operador lineal, y sea S una base
(finita) de V' = para cualquier vector v € V' se tiene:

[T]slv]s = [T(v)ls,

indicando que la accion del operador en un vector v se
preserva en su representaciéon matricial.

Teorema Sea V' un espacio vectorial de dimensién n sobre K, y
sea S una base de V, asi como también M el algebra de
matrices n x n sobre K, entonces, el mapeo:

m:AV)—=>M VY m(T)=[T]s,
representa un isomorfismo, es decir, para cualquier F, G €
A(V)y ke K, se cumple:
(1)) m(F+G)=m(F)+m(G) 6 [F+G]=[F]+[G],
(i) m(kF) =km(F) 6 [kF] = k[F],
(4i1) m es un mapeo correspondiente uno a unet

Omar De la Pefia-Seaman | IFUAP Espacios Vectoriales — FCFM



Representacién matricial de un operador lineal

Propiedades de las representaciones matriciales

Teorema Para cualquier operador lineal F, G € A(V) se tiene,

m(G o F) = m(G)m(F),
6 [Go F] =|[G][F].
Teorema La representacion matricial de cualquier matriz cuadrada

n X n sobre el campo K relativa a la base estandar E
de K™ sera ella misma:

[Alp = A.
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2. Operadores lineales

2.7 Cambio de bases, similaridad

Omar De la Pefia-Seaman | IFUAP Espacios Vectoriales — FCFM



Cambio de bases, similaridad

Cambio de bases

Definiendo,
e S ={uy,us,...,u,} como una base del espacio vectorial V,
e §"={vy,v9,...,v,} como otra base del mismo espacio.

Siendo S una base, entonces cualquier v; € S’ puede ser representado
de manera Ginica como una combinacién lineal de los vectores en S,

V1 = a11u1 + ajpu + ...+ Aiplp,

Vg = a21u1 + a2u2 + ... + A2 Uy,

Up = AplUl + Gp2U2 + ... + Gppln,

lo cual se puede expresar de forma matricial,

U1 aix; a2 ... Qainp U1
(%] a1 @22 ... QAa2n Uz
Un Gnl1 Anp2 ... QAnp Un

7 Jas
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Cambio de bases, similaridad

Cambio de bases, observaciones
La transpuesta de la matriz de coeficientes anteriormente expuesta se
expresa como P, donde:

T
P=A"V pij = aji,
y se le conoce como la matriz de cambio de base o matriz de

transicion de la base S (old) a la base S” (new).

Observaciones de la matriz de cambio de base:
(i) P se puede ver como una matriz cuyas columnas son los vectores
de coordenadas de los v; € ', relativos a la base S:

P ={[vi]s, [va]s, - - [on]s] -

(7i) Se puede definir la matriz de cambio de base () desde la base S’
(new) a la base S (old), considerando a () como una matriz cuyas
columnas son los vectores de coordenadas de los u;.€ S, relativos
a la base S":

Q = [[ua]sr, [u2)sr, - . -, [un]sr] -
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Cambio de bases, observaciones

(i7i) Debido a que los vectores base en S’ = {v1,va,...,v,} y S =
{u1,us,...,u,} son linealmente independientes, tanto P como
@ son invertibles, cumpliéndose ademas:

Q=r",

siendo P y Q matrices de cambio de base.

(iv) Suponiendo que S = {uj,ug,...,u,} es una base del espacio vec-
torial V,y P = [p,]] es cualquier matriz no-singular, entonces los
n vectores,

Vi = P1iU1 + P2 + ...+ Dpity, ¥V 1=1,2,...,n

que corresponden a las columnas de P:

o Son linealmente independientes,

o Forman una nueva base S’ del espacio V,

o .. P representa la matriz de cambio de base desde S a 5%
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Cambio de bases, similaridad
Aplicaciones de la matriz de cambio de base
Teorema Sea P una matriz de cambio de base desde S hasta S’
en el espacio vectorial V' = para cualquier vector v € V
se tiene,

Pl)g = [v]s & P_l[v]g = [v]g

es decir, multiplicando las coordenadas de v en la base
S por P~! se obtienen las coordenadas de v en la nueva
base S’.

Demostracién

Suponiendo dos diferentes bases en un mismo espacio vectorial V,

!
S ={ui,ug,...,un}, S ={wi,we,...,wy},
n
= wz'Zailul+ai2u2+--'+ainun:Zaijuj Vi=l12....n
Jj=1

en donde la matriz de cambio de base P vendra dada por,

P = [pij] = lag]"

Espacios Vectoriales — FCFM
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Cambio de bases, similaridad

Aplicaciones de la matriz de cambio de base
Considerando ahora a un vector v € V, y expresandolo en términos de

la base 5,
n
v =kiwy + kowsg + ...+ k,w, = Zkiwi,
siendo su vector de coorde- Regresando a la expresién para v,
nadas [v]g, sustituyendo los vectores w; por su de-
scripcion en términos de los vectores
k1 Uy,
ko
[U]S/ = n n n
v=3 k= Yk (S )
kn, i=1 i=1 j=1

7j=1
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Cambio de bases, similaridad

Aplicaciones de la matriz de cambio de base
La obtenido anteriormente,

n

V= Z (aljkl + ankg + ...+ anjkn) U,
j=1

representa la expresién de v en la base S, siendo el coeficiente del
Jj—&simo vector u;:

aljkl + agjkg + ...+ anjkn,

lo cual puede ser obtenido observando a la matriz P y el vector [v]g/,

ailr a21 ... Qp1
a2 a2 ... Qp2 kl
k2
Plg = = [v]s.
ai; az; ... dnj :
kn
|G1n G2n ... Qnn
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Cambio de bases, similaridad

Aplicaciones de la matriz de cambio de base
De lo anterior se obtiene,

Plvlgr = [v]s,

de donde se puede deducir la transformacién de vectores desde una
base S (old) a otra base S’ (new),

P 'ulg = P7H(Plg) = [v]s.

Teorema Sea P la matriz de cambio de base desde S hasta S’
en el esp. vectorial V = para cualquier operador lineal
T en V se tiene:

es decir, si:
e A es la representacién matricial de T en .S,
e B es la representacién matricial de T en §’,

= B=P AP
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Cambio de bases, similaridad
Aplicaciones de la matriz de cambio de base
Demostracion
Sea v € V, en donde se cumple que,

Plvlgr = [v]s,

aplicando el siguiente operador a ambos lados: P~1[T7g,

a ambos lados se tienen dos operadores que aplican al ' mismo vector
de coordenadas, [v]g/, por tanto, los operadores son iguales,

P7LT|sP = [T]s.
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Similaridad
Suponiendo que A y B son matrices cuadradas, para las cuales existe

una matriz invertible P tal que,
B=P AP,

entonces se establece:
e B es similar a A, 6 también,
e B se obtiene de A mediante una transformacion de similaridad.
Teorema Dos matrices representan al mismo operador lineal <=
las matrices son similares.
Es decir, todas las representaciones matriciales de un operador lineal
T forman un grupo de equivalencia de matrices similares.

Teorema Sea A la representacién matricial de un operador lineal
T, entonces T es diagonalizable <= existe’'una matriz
invertible P! tal que P~'AP sea una matriz diagonal.

Es decir, T serd diagonalizable <= su representacién matricial se
puede diagonalizar mediante una transformacion de similaridad.
Espacios Vectoriales — FCFM
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Funciones y matrices similares

Suponiendo que f es una funcién en matrices cuadradas que asigna el
mismo valor a matrices similares,

f(4)=f(B) ¥ B=P'AP,

entonces f induce una funcién en operadores lineales que se hereda
de manera directa a las representaciones matriciales de tal operador,

() =1 ([T]s),

V T = operador lineal, S = una base del espacio vectorial.

Ejemplos de funciones que aplican a matrices:
e Determinante: det(A),
e Traza: tr(A).
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