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3.1 Producto interno
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Producto interno

Definiciones

Sea V' un espacio vectorial sobre el campo R real y supongamos que a
cada par de vectores u,v € V se le asigna un niimero real, denotado
como:

{(ulv) <+ producto interno en V.
Lo anterior debe satisfacer las siguientes condiciones,

[I1] (lineal) : (auj + buz|v) = a (ui|v) + b (ug|v),
ulevy + dve) = ¢ (ulvr) + d (ulva)

[I2] (simétrico) : (u|v) = (v|u),

o~ o~~~

[I3] (positivo) : (u|u) > 0, donde (u|u) =0 < u=0.

El espacio vectorial V' en el que es posible definir el producto interno
se le denomina espacio vectorial de producto interno.
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Producto interno

Combinaciones lineales

Utilizando las condiciones de que el producto interno es lineal [I1] y
simétrico [I3], es posible definirlo en combinaciones lineales,

Z ijj> Z a;b; (u;|vj) ,
J

es decir, el prod. interno de combinaciones lineales de vectores es igual
a la comb. lineal de los productos internos de dichos vectores.

Ejemplos

(Buy — 4uz|2v1 — Hug + 6v3) = 6 (ug|v1) — 15 (ug|ve) + 18 (uq|vs) +
.. — 8{ua|v1) + 20 (ug|ve) — 24 (uz|vs),
(2u — 5v|du + 6v) = 8 (u|u) + 12 (ulv) — 20 (v|u) — 30 (v|v),
= 8 (u|u) — 8 (ulv) — 30 (v|v),

= (vlw,).

en donde se ha aplicado la propiedad de simetria: (u|v)
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Producto interno
Norma de un vector
Debido a la condicién de que el producto interno es positivo [I3]:

(ulu) >0 VY wu,

entonces su raiz cuadrada existe, por tanto se puede definir la norma
del vector v como,

lull =/ {ulw),
lull* = {ulu)

Se observa que si se tiene |ju|| =1 = (u|u) = 1, por tanto:
e Al vector u se le llama vector unitario,
e Se dice que el vector u estd normalizado.
Para normalizar un vector u obtener su vector unitario, se procede
como sigue:
1

U= —u.
[[wll
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Producto interno

Espacio euclidiano R™
Considerando un espacio vectorial R", entonces el producto punto o
escalar se define como,

u-v=aiby + asbs + ...+ apby,
Vu=(a,ag,...,an), v=(b1,ba,...,by),
lo cual determina el producto interno en R”.
La norma ||lu|| para el vector u en este espacio vendrd dado como,
lull = V- a = \Ja +a} +...a2,

resultado que corresponde a la distancia o longitud del vector u.

La forma estandar de representar al producto interno en R" es,

(ulv) = uT

v:{al, as, ... an}
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Producto interno

Espacio de funciones Cla, b] y espacio polinomial P(t)
C'la, b] denota el espacio vectorial de todas las funciones continuas
en el intervalo cerrado [a,b] = a < ¢t < b. Por tanto, definiendo el
producto interno V f(t), g(t) € Cla, b]:

(flg) = /ab f(t)g(t)dt.

Debido a que el espacio vectorial de todos los polinomios P(t) es un
subespacio de C[a,b] = la expresién anterior también representa el
producto interno en P(t).

Ejemplo
Se tiene f(t) = 3t — 5y g(t) = t2, entonces calculando (f|g):

(flg) = /01 f(t)g(t)dt = /01(3t — 5)t2dt
= /01(3t3 — 5t%)dt = [(3/4)t4 — (5/3)t3]; = —11/12.

% /34
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Producto interno

Espacio de matrices M,
Sea M, ,, el espacio vectorial de todas las matrices reales m x n =
el producto interno definido en M,,, ,, estard dado por,

_ T
(A|B) = tr(A"B) Zz ) Z] L @iibig,
es decir, la suma de los productos de todas las entradas de A y B.

Ejemplo: Para M3, calcular (A|B), donde:

a1 a2 bi1 bi2 4 sy ast bi1 bi2
T
A= laa axn|, B= |by bx|, AAB= 41y w3 bar ba2 |,
1
asy as b31 b3 b31 b3

ATE — a11b11 + a21b21 + azibsr  a11bi2 + a21bae + azibaz
a12b11 + a22ba1 + az2b31  a12b12 + azbao + azabsz

. tr(ATB) = a11b11 + agibar + azibsy + a1adiz + azobse + azebs,
3 3 2
tr(ATB) = Zi:l [aﬂbil + aigbig] = Zi:l Zj:l aijbij.
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3. Producto interno, ortogonalidad

3.2 Desigualdad de Cauchy-Schwarz
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Desigualdad de Cauchy-Schwarz
Definicién
Teorema Para cualquiera vectores u, v en un espacio de producto
interno V' se tiene:

(ulv)® < {ulu) (vv) 6 [(ulv)] < [lulo]],

lo que se conoce como la desigualdad de Cauchy-Schwarz.

Demostracion
Considerando para cualquier t € R y u,v € V, entonces calculando
(tu + v|tu + v),

(tu + v|tu +v) = 2 (ulu) + 2t (ulv) + (v|v),
= ?[lul® + 2t (ulv) o [[0]|?,
pero (tu 4+ v|tu 4+ v) = ||tu +v||*> > 0,
£ [|ull® + 2¢ {ufv) + o[> > 0.
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Desigualdad de Cauchy-Schwarz
Definicién
Lo anterior se puede considerar como una ecuacién cuadratica en t,
£ ull® + 2t (ulv) + [lv]]* > 0,
f(t) =at* +bt +c >0,

Voa=ul? b=2(ulv), c= ||

Debido a que f(t) > 0, sblo se
tienen dos opciones:

A f(t)

e f(t) sélo tiene una solucién real

= f(t) =0,
f(t)>0 e f(t) no tiene solucién real en
absoluto.

f(t)=0— t
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Desigualdad de Cauchy-Schwarz
Definicién
Analizando las posibles soluciones de f(t),
f(t) =at® + bt +c,

b N Vb% — dac

L T T
Si sblo se tiene una solucion, Si no tiene soluciones reales,
f(t) =0= b>—4dac=0, f(t) >0 = b>—4dac < 0.
4 (ufv)? — 4flu*|lvo]|* = 0, 4 (ufv)? — 4flu|*|lv]* <0,
(wlo)® = [lul?||v], (ulo)® < [lull?[lv],
(ulv)® = (ulu) (v]0), (ulo)? < (ulu) (v]v)
6 |(ulv)| = [lull||v]]- 6 [(ulv)| < ullllyll-

Uniendo ambas condiciones, se tiene finalmente,

(ulv)® < (ulu) (vlo) 6 [(ulv)] < [lull||v].
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Desigualdad de Cauchy-Schwarz
Descripcion en diferentes espacios vectoriales
Espacio Euclidiano

u=(a1,as,...,a,), u=(by,ba,....by) = (u-v)*<|ul?|v|?
(arby +agby 4 ...+ apby)? < (a2 v a5+ ..+ a2) (B b3+ ..+ b2)
Espacio de funciones P(t)

f(@), ()EP() = (flg)* < IF1*gll*,

U f) dt] = /01f<t>2dt /0 g

Teorema Sea V' un espacio vectorial de producto interno = la
norma en V satisface las siguientes propiedades:

[N1] = [|vf] = 05 [|v]] = 0 ¢ v = 0.
[No] = [[kvll = |k[[[o] ¥ k€ R.

v+w
[N3] = [lv + wl]| < o]l + [[wl]].

(Iv+wil = [Ivil+liwll
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Desigualdad de Cauchy-Schwarz

Angulo entre vectores
Para vectores u, v # 0 pertenecientes a un espacio vectorial de producto
interno V' se tiene que el angulo 6 entre w y v se define como:

Cosf) = {ufv)

[ulll[o]l

Para analizar el rango de valores posibles de 6, se utiliza la desigualdad
de Cauchy-Schwarz,

| (ulv) | < flulllv]l,
= —llullllvll < (ulv) < lullflv]l,
(ulv)
= ol T
. —1<Cosf <1
= 0<6<m,

es decir, el angulo no podré pasar de 7 ni ser negativo.
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3.3 Bases ortogonales
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Bases ortogonales
Definicién
Sea V un espacio vectorial de producto interno, los vectores u,v € V
seran ortogonales si:
(ulv) =0,
propiedad que es simétrica: (ulv) = (v|u) = 0.
Observaciones
* (Ou) =
ueV.
* Si(ujv) =0 = Cos# =0 = 0=m/2.
e Un vector w es ortogonal a v en R, con:

(u|0) = 0, por tanto el vector cero es ortogonal a todo

w=(T1,T2,...,Tyn), u=(a1,az2,...,ay),

si (wlu) = a1x1 + agxe + ... + apx, =0,

es decir, w y u seran ortogonales si satisfacen una ecuacion ho-
mogeénea, cuyos coeficientes son los elementos de w.
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Bases ortogonales

Complementos ortogonales
Sea S un subset de vectores en el espacio vectorial de producto interno
V, entonces el complemento ortogonal de S, denotado como S+,
consiste en los vectores de V' que son ortogonales a cada vector u € S,

St={veV : (vuy=0YueS}
En particular para un vector especifico u € V, se puede definir:
ut={veV : (vu) =0},

es decir, ut consiste de todos los

vectores en V' que son ortogo- ut
nales a un vector dado u.

Suponiendo u # 0 en R?, entonces
ul representa el plano en R3 que
pasa por el origen O y es perpen-
dicular al vector wu.
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Bases ortogonales
Complementos ortogonales
Analizando S se observa lo siguiente:
e 0cStyaque (Ou)=0YueV.
e Siv,w € S+ = construyendo una combinacion lineal con a,b € R,
se tiene:

(av + bwlu) = a (vu) +b(wlu) =0 . av+bw e S*.

Las condiciones anteriores representan la definiciéon de un subespacio
de V' cuando S es un subset del espacio vectorial de producto interno

V.

Recordando, ademas, que si se tiene un sistema homogéneo m x n,
AX =0V A=lay) & X =[],

entonces el subespacio soluciéon W representa el kernel del mapeo lineal
A:R" —» R™,
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Bases ortogonales

Complementos ortogonales

Es decir,
ail a2 AT ) I 0
a1 ago N ¢ o) i) 0
Aml Gm2 - Gmnl| |Tn 0
a1171 + ajpre + ...+ ayry, =0,
a171 + agar2 + ... + a1y, =0,
Am1T1 + Amaxo + ... + QmnTy =0,
por tanto, se puede considerar cada vector solucién w = (&1, xo, .. ., Zy)

como ortogonal a cada fila de la matriz A, con lo cual, el subespacio
W serd el complemento ortogonal del espacio de filas de'A.
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Bases ortogonales

Sets y bases ortogonales
Considerando un set S = {uj,ug,...,u,} de vectores, diferentes de
cero, en un espacio vectorial de producto interno V/, entonces S sera:
e Ortogonal, si cada par de vectores en S son ortogonales,

(wilus) =0 ¥ i # .
e Ortonormal, si S es ortogonal, y cada vector en S es unitario,

0, ¥V i#j,
(uiluj) = o
1, V i=y.

Teorema Si S es un set ortogonal de vectores diferentes de cero
= el set es linealmente independiente.

Teorema Suponga que {u,ua, ..., u,} es un set ortogonal de vec-
tores = se cumple,

g + ug + ...+ w2 = JJua || + [Juz))® + . SumAlu 2.
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Bases ortogonales
Sets y bases ortogonales: ejemplos
Espacio Euclidiano: Se tiene la base estandar en R™,

E ={ey,eq,...,en} ={(1,0,...,0),(0,1,...,0),...,(0,0,..., 1)},
analizando la condicién de ortonormalidad,
0, V i#jy,
(eilej) = T
1, V 1=,
por tanto, se observa que E es una base ortonormal.

Espacio de Funciones: Sea V = C[—m, | el espacio vectorial de
funciones continuas en el intervalo [—, ] con el producto interno:

1
(fle) = | Fogv,
entonces, un ejemplo de set ortogonal en V es:

{1, Cost, Cos2t, Cos3t, . .., Sent, Sen2t, Sen3t, . . .},
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Bases ortogonales
Coeficientes de Fourier, proyecciones
Teorema Sea {uj,us,...,u,} un set ortogonal de V, y como
es linealmente independiente = forma una base. Por
tanto, V v € V se tiene:

{ur|v) (ug|v) (un|v)
= Uy + o+ Ly,
(wnfur) ™ (ualuz) (tfm) "
en donde el escalar k; = (u;|v) / (u;|u;) se le conoce

como el coeficiente de Fourier de v respecto a u;.

Sea V' un espacio de producto interno y donde v, w € V, ambos difer-
entes de cero. La proyeccion de v sobre w sera el miltiplo cw tal que
v/ = v — cw es ortogonal a w:

(wlv — cw) =0,
= (w|v) — c{w|w) =0,
(wlv)
(wlw)”

o
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Bases ortogonales
Coeficientes de Fourier, proyecciones
Por tanto, la proyeccion de v sobre w se define como:

{w|v)

{w]w)

proj(w,v) = cw = ,
en donde el escalar ¢ sera tinico, y representa el coeficiente de Fourier
de v respecto a w, es decir, la componente de v en w.
Teorema Suponiendo que W = {wy, ws, ..., w,} forma un set or-
togonal de vectores diferentes de ceroen V y que v € V
= se puede definir:

/

v' = v — proj(W,v),

(wilv)
=v—(qui+cws+...+cqw,) V ¢g=+—"-,
(wi|w;)
siendo,
e o' ortogonal a wy,ws, ..., w,.
® cwi + cowy + ... + c;w, la proyeccion de v en W: proj(W, v).
e ¢; los coefientes de Fourier de v sobre los w; V ¢ = 1,2,70 7.
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3.4 Ortogonalizacién de Gram-Schmidt
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Ortogonalizaciéon de Gram-Schmidt

Definicidon
Sea {v1,v2,...,v,} una base de un espacio vectorial de producto in-
terno V' = es posible utilizar esta base para construir una base ortog-
onal {wy,ws,...,wy} de la siguiente manera,
w1 = Uy,
Wy — vy — (wilva)
(wifwr) "
w1 |v wWa |V
ws = vy — Alvs) (wilvs) — (wafvs) ..
(wrwn) T (walws)
w = v, — wlon) o walow) o Waafow)
(w1 |wr) (w2|w2) (Wn—1|Wn-1)
es decir, para k = 2,3,...,n es posible definir,
_ _wilor)
WE = Vg — ClpW] — CopW2 — ... — Ck—1 kWk—1 V Cip = 5
(wgfw;)
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Ortogonalizaciéon de Gram-Schmidt

Observaciones

Omar De la Pefia-Seaman | IFUAP

El ¢;i. es la componente de vy sobre w;.

Cada wp es ortogonal a sus w’s predecesores, por tanto el set

{wy,we, ..., w,} forma una base ortogonal en V.

Normalizando cada w; se obtiene una base ortonormal en V.

El formalismo anterior se conoce como el proceso de ortogona-

lizacion de Gram-Schmidt.

Cada vector wy es una combinacion lineal de vg y los w's prede-

dentes, por tanto wy, también es una comb. lineal de {vy,ve,...,v,}.

Debido a que tomar el miltiplo de un vector no afecta la prop. de

ortogonalidad = se pueden eliminar los coeficientes fraccionarios a

un wy, para luego aplicarlo en la obtencién de wy 1.

Teorema Sea {v1,v2,...,v,} una base del espacio V = existe
una base ortonormal {uj,us,...,u,} de V, tal que la
matriz de cambio de base de {v;} a {u;}es triangular,

Up = QU1 + AoV + ...+ aprevr ¥V k=1,2:0..,n.
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3. Producto interno, ortogonalidad

3.5 Matrices ortogonales y espacios complejos
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Matrices ortogonales y espacios complejos
Definicion
Una matriz real P es ortogonal si y solo si:
e Es no-singular.!
e Pl =Pl = pPT =pPTP =1.
Teorema Sea P una matriz real, entonces las siguientes asevera-
ciones son equivalentes:
(i) P es ortogonal.
(71) Las filas de P forman un set ortonormal.
(7i7) Las columnas de P forman un set ortonormal.

Ejemplos Se observa que las filas de la ma-
triz P son ortonormales,

(filfj) =0V i #j,
(filfj) =1 ¥ =3,

por tanto, P es una matriz ortog-
onal.

'Es decir, tiene inversa.
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Matrices ortogonales y espacios complejos
Propiedades

Se tiene,

p_ | Cosf Senf (cilej) =0V Z';AJ.,
~ | —Senf Cosf|’ (cile;y =1 ¥V i=j,

por tanto, P representa una matriz

= se observa que las columnas de
ortogonal.

P forman un set ortonormal,

Teorema Suponiendo que E = {e;} y E' = {€/;} son dos bases
ortonormales de V, y sea P la matriz de cambio de
base de £ a E/ = la matriz P es ortogonal.

Teorema Sea {ej,ea,...,e,} una base ortonormal de un espacio
vectorial de producto interno V' 'y P = [a;;] una matriz
ortogonal = los siguientes n vectores forman una base
ortonormal de V,

! .
e; = ajer +agea+ ... +apien, ¥V i=127.0. n.
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Matrices ortogonales y espacios complejos
Representacién matricial del producto interno
Sea V un esp. vectorial de producto interno con una base S =

{ul,uQ,...,un} = la matriz A = [aij] A ai; = <u2|u]> es la rep-
resentacion matricial del producto interno en V, relativa a S.
Ejemplo

Se tiene la base S = {u1,uz,u3} en R3, con u; = (1,1,0), uy =
(1,2,3), y us = (1,3,5) .. la matriz A estard dada como:

<U1|U1> <U1|UQ> <U1|U3> 2 3 4
A= <UQ|U1> <UQ|U2> <UQ|U3> =13 14 22
(usglur) (uslug) (uslus) 4 22 35

Observaciones

e Aessimétrica: A= AT, debido a que el producto interno también
lo es: (u;|uj) = (ujlug).

e A depende del producto interno y de la base.

e Si S es una base ortogonal = A es diagonal.

e Si S es una base ortonormal = A es la matriz identidad:
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Matrices ortogonales y espacios complejos
Representacién matricial del producto interno
Teorema Sea A la representacién matricial de un producto interno
relativo a la base S de V = para cualquiera vectores
u,v € V se tiene,

(ulv) = [u§ A[v]s,

en donde [u]g y [v]s denotan los vectores de coordenadas
relativos a la base S.

Ejemplo
Calcular (w;|ws), donde wy = 2u; + 3ug + ug y we = —u1 + uo — usg,
siendo la base S = {uy,u2,us} = {(1,1,0), (1,2, ) (1,3,5)},

2 3 4] [-1
<w1|w2>=[w1]§A[w2]S:[2 3 1] 3 14 22| | 1],
4 22 35| |-1

= —56.
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Matrices ortogonales y espacios complejos

Espacios de producto interno complejos

Considerando un espacio vectorial V' sobre el campo de los complejos
C, entonces algunos conceptos y propiedades del producto interno se
modificaran de la siguiente manera:

[I5] (simétrico conjugado) : (ulv) = (v|u)™,
2 (kulv) = k*(
[I7] (lineal) : (auj + bug|v) = a* (ui|v) + b* (uz|v),
F

u|evy + dve) = ¢ (ulvr) + d (u|ve) .

En donde la combinacion lineal ahora vendra dada como,

<Z a;t; Z ijj> = Z a;bj (u;lvy) .
) J ]
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Matrices ortogonales y espacios complejos
Espacios de producto interno complejos
La definicién del producto interno euclidiano vendra dado como,

(ulv) = (U*)Tv,

(ulv) = szwk YV ou=(21,22,---,2n), v=(w1,wa,...,wy).
k=1

Para el caso de espacios de funciones,

o) = [ 7w

y para el espacio de matrices:
(A|B) = tr(ATB) = ZZa bij,

en donde se define AT = (A*)T es decir, su transpuesta'\conjugada.
Finalmente, una matriz es hermitica cuando se cumple,

At = A,
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