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Funcionales lineales y espacio dual

Funcionales lineales, ejemplos
Considerando mapeos lineales desde un espacio vectorial V', de dimen-
sién n, a su propio campo de escalares K, de dimensién 1, entonces
al mapeo,

6V K

se le conoce como funcional lineal o forma lineal si V u,v € V' y
a,b € K se cumple con:

d(au + bv) = ap(u) + bp(v),
es decir, un funcional lineal en V' sera un mapeo lineal de V' hacia K.

Ejemplos
e Sea 7; : K™ — K el mapeo de proyeccion,

7Ti<a1,a2,- "7ai)"'7an) = G4,

el cual es lineal, por tanto representara un funcional linealen K}
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Funcionales lineales y espacio dual

Funcionales lineales, ejemplos
e Sea V el espacio vectorial de polinomios en t sobre R, entonces
definiendo,

J:V — R V J operador integral,

descrito como,

el cual al ser lineal, se considera como un funcional lineal en V.
e Sea V el espacio vectorial de matrices cuadradas de dimensién n
sobre K, entonces definiendo el mapeo de la traza,

T:V = K,
T(A) =an +ag+...+am ¥V A=[a],
es decir, el mapeo T asigna a la matriz A la suma de sus elementos

diagonales = es un mapeo lineal, y por tanto serd un/funcional

lineal en V.
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Funcionales lineales y espacio dual

Espacio dual
El set de transformaciones lineales en un esp. vectorial V' sobre el
campo K también forma un espacio vectorial sobre K, ya que cumple
con las propiedades de adicion y multiplicacion por un escalar.
Siendo ¢, o funcionales linealesen V' y k € K:

(@ +0)(v) =o(v) +0(v) & (k¢)(v) = kd(v).
Al espacio formado por los funcionales lineales se le conoce como el
espacio dual de V, y se le denota por V*, el cual tiene la misma
dimensién que el espacio V.
Ejemplo
Sea V = K™ el espacio de vectores (columnas) de n entradas, entonces
el espacio dual V* puede idenficarse con el espacio de vectores (fila):

¢ = (ar,a2,...,a,) € V*,

d(v) = d(x1,x2, ..., 2n) = (a1,a2,...,an)(T1,T2,. .., Ty

= o) =a1x1 + agxe + ... + apxy.
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Funcionales lineales y espacio dual

Base dual
Teorema Suponiendo que {v1,v2,...,v,} es una base de V sobre
K y considerando a ¢1, ¢2, ..., ¢, funcionales lineales
definidos como,
1 = 1=y,
V; ) = (5 =
d)z( 7,) i {O _ Z?é],

entonces {¢1, ¢2,...,d,} serd una base de V*, que se
conoce como base dual.

Teorema Sea {v1,v2,...,v,} unabasede V' y {¢1,d2,...,d,} la
base dual de V*, entonces:
(i) Para cualquier vector u € V se tiene,

u = ¢1(U)U1 + ¢2(u)1}2 SFGaa s an(u)vm

(73) Para cualquier funcional lineal o € V*;

o=o(v1)p1 +o(va)pa + ...+ o(vy)on.
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Funcionales lineales y espacio dual

Base dual
Demostracion

Al ser u € V' y {v1,v9,...,v,} una base de V, entonces se puede
expresar 1 como,

U= a1v1 +agU2 + ...+ a;V; + ...+ AQpp,
aplicando el funcional lineal ¢; a la expresién anterior de u,
di(u) = a1¢;(v1) + agi(va) + ... + a;di(vi) + ... + andi(vy),
pero: ¢;(v;) =0;; = ¢i(u)=a; V i=1,2,...,n,
sust. en w: u = ¢1(w)v1 + Pa(u)va + ... + Op(wW)vy + ... + dn(u)vp.
Usando el resultado anterior, se aplica el funcional lineal o:
o(u) = ¢1(u)o(v1) + ¢2(u)o(v2) + ... + ¢i(u)o(vi) + ... 4 dn(u)o(vn),
= (o(v1)g1 +o(v2)d2 + ... + 0(vi)gi + ... + o (vn)dn) (w),
debido a que u es un vector genérico de V, entonces:
oc=o(v)p1+o(wa)pa+ ...+ 0(v)di + ...+ o(vp)@n
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Funcionales lineales y espacio dual

Base dual

Teorema Sea {vi,va,...,v,} y {wi,wy,...,w,} bases de V' y
{b1,02,...,0n}ty {01,009,...,0,} bases duales de V*
asociadas a {v;} y {w;}, respectivamente. Si P es la
matriz de cambio de base de {v;} a {w;} = (P~H)7
serd la matriz de cambio de base de {¢;} a {o;}.

Demostracion
Describiendo la base {w;} en términos de la base {v;},

Wi = @;1V1 + @ 2V2 + ...+ QinUp,

w1 aip a2 ... Qin U1 ai;p a2 ... Qin
w2 az1r a2 ... Qa2n V2 a1 A2 ... Q2n
Wn, apl Anp2 ... Gpp| |Un anl " An2 ... Qnn
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Funcionales lineales y espacio dual
Base dual

De igual manera, expresando la base dual {o;} en términos de {¢;}:

0; = bjn¢1 + biog2 + ... + binn,

o1 bir bz ... bin| |P1 bir b2 ... bip
o2 bar b2 ... Dbon| |2 bar ba2 ... b2,

=1 . . . | VvV B=] . . o,
On bnl bn2 ce bnn (bn bnl an . bnn

de donde se pueden definir las matrices de cambio de base P y base
dual @ como,

ail] a1 ... Qpl bi1 b2 ... bm

a2 a2 ... Qap2 512 b22 e bng
p=A"= , Q=BT=|,

A1lp QA2n ... Gpp bln bZn - - bnn
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Funcionales lineales y espacio dual

Base dual
Ahora, aplicando el funcional lineal o; al vector w;, mediante sus ex-
presiones respectivas de las bases {¢;} y {v;}:

oi(w;) = 8ij,
©ooi(w)) = (bindr + bioda + ... + bindp)(aj1v1 + ajova + ...+ ajnvy),

= o0i(wj) = biraji + bigajo + ... + binajn,

= [aj1,aj2,. .., ajn)[bi1, bi2, - - -, bm]T,

= F;C;,
en donde F) es el j—ésimo vector fila de pPT y C; el i—ésimo vec-
tor columna de . Corriendo ahora para todos los indices: i,j =
1,2,...,n

[F;Ci] = [05] = 1,
VY [FCil=PTQ = Q=P =P Hh
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5. Operadores y espacios

5.2 Aniquiladores, transpuesta de un operador
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Aniquiladores, transpuesta de un operador

Aniquiladores

Considerando W como un subset de un espacio vectorial V. Un fun-
cional lineal ¢ € V* se le llama aniquilador si,

pw)=0VY weW = ¢(w)={0}.

El set de todos los mapeos con tal caracteristica, denotado como W70,
se conoce como aniquilador de W, y serd un subespacio de V*.
Caracteristicas

(i) 0 € WO,
(ii) Si ¢,0 € WY = para cualquiera escalares a,b € K y cualquier
w € W se tiene:

(ap + bo)(w) = ap(w) + bo(w) = a(0) + b(0) =0,
ad+bo e WP,

demostrandose que W es un subespacio de V*.
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Aniquiladores, transpuesta de un operador

Aniquiladores

Teorema Si se tiene que el espacio vectorial V' posee una dimensién
finita, y W es un subespacio de V'

= dimW +dimW° = dimV.

Demostracién
Suponiendo que la dimV = n y dimW = r < n siendo una base de

W el set {wy,ws,...,w,}, entonces decidiendo extenderla para que
sea una base de V,

{wi,wa, ..., wp,v1,02,...,Un_r}.
Ahora, considerando la base dual V* de V,
{¢17 ¢27 veey ¢T‘7 01,02,... 7Un—T}7

siendo {¢;} la base dual asociada a {w;}, y {o;} a {v;}.
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Aniquiladores, transpuesta de un operador

Aniquiladores
Debido a la definicién de base dual,

oi(vj) =1V i=j, oi(v;) =0VYi#j,
entonces los funcionales {o;} aniquilaran cada uno de los {w;},
01,02, ...,0nh_r € WO,
y como {o;} es parte de la base de V* = sus elementos seran lineal-
mente independientes.
Por otro lado, considerando un o genérico tal que o € wo,
= o=o(wi)p1 +o(wa)p2+ ... +o(w)pr + ...
.t o(v)or+o(v)or+ ...+ o(vp—r)on—r,
=o(v1)oy +o(v2)og + ...+ 0(Vp—r)Onkr,

es decir, el set {01,09,...,0,_} expande a WO, por tanto sera una
base WY con dimensién:

dimW® =n —r =dimV —dimW = dimW° +dimW = dimV.
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Aniquiladores, transpuesta de un operador

Transpuesta de un mapeo lineal
Sea T : V — U un mapeo lineal desde un espacio vectorial V' hacia un
espacio vectorial U, entonces para cualquier funcional lineal ¢ € U*
la composiciéon ¢ o T representard un mapeo lineal V — K,

T
V——U K

Con lo anterior, se observa que la correspondencia ¢ — ¢oT representa
un mapeo U* - V* yaque p e U*y poT € V*.

.. se tiene que,

El mapeo anterior se le conoce como la transpuesta de T, el cual es
lineal y se expresa como 1":

T . U* - V*,
definida como: T%(¢) = ¢ o T,
siendo:  (T'(9)) (v) = ¢ (T(v)) ¥ veV.
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5. Operadores y espacios

5.3 Operadores adjuntos y autoadjuntos
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Operadores adjuntos y autoadjuntos

Operadores adjuntos
Para un operador lineal T' en un espacio vectorial de producto interno
V se dice que tiene un operador adjunto T en V si,

(u|T(v)) = <TT(u)‘v> Y wveV

Para el caso de representaciones matriciales:

e Sea A una matriz cuadrada, real, de dimensién n, considerada como
la representacién de un operador en R™ = para u,v € R™:

(u|Av) = uF Av = (ATu)Tv = <ATu’U> ,

.. la transpuesta de A, dada por A7, sera la adjunta de A.

e Sea B una matriz cuadrada, compleja, de dimensién n, considerada
como la representacion de un operador en C" = para u,v € C™:

(u|Bv) = u!Bv = (Bfu)Tv = <BTu‘v> )

.. la hermitica conjugada de B, B, sera la adjunta de B

Omar De la Pefia-Seaman | IFUAP Espacios Vectoriales — FCFM



Operadores adjuntos y autoadjuntos
Operadores adjuntos
Teorema Sea T’ un operador lineal en un espacio vectorial de pro-
ducto interno V' de dimensién finita sobre K =
(i) Existe un Ginico operador lineal T en V tal que,

(u|T(v)) = <TT(u)‘v> Y uveV

(i) Si A es la representaciéon matricial de 7' con respecto
a alguna base ortonormal S = {u;} de V' =- la repre-
sentacién matricial de 71 en la base S es la hermitica
conjugada Af!
Teorema Sean T', T} y T5 operadores linealesen V y k € K =

M+ )t =1f +7, D) 24T,
(ML) =Tit!, (ThHt=T

1S6lo se cumple cuando la representacién matricial de 77 y T' es respecto a una
base ortonormal.
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Operadores adjuntos y autoadjuntos

Funcionales lineales y espacios de producto interno
Recordando que un funcional lineal ¢ en un espacio vectorial V' re-
presenta un mapeo lineal,

¢:V = K ¥V K = campo de escalares,

si ademas V' es un espacio vectorial de producto interno = cadau € V'
determina un mapeo:

0:V — K, definido como: (v) = (ulv).
Por tanto, para cualquier a,b € K y v1,vy € V se tiene:
t(avy + bvg) = (uavy + bve) = a(ulvr) + b (ulvy) = at(v1) + bi(ve),

con lo cual, @ es un funcional lineal de V.
Teorema Sea ¢ un funcional lineal en un espacio vectorial de pro-
ducto interno V' con dimensién finita = existe un-tinico
vector u € V tal que,

o(v) = (ufv) V veV.
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Operadores adjuntos y autoadjuntos

Operadores autoadjuntos
El operador T' serd autoadjunto del espacio vectorial de producto in-
terno V' si se cumple,

TH=T.

Para el caso de representaciones matriciales A del operador,
e Real = A es simétrica.
e Complejo = A es hermitica.
Teorema Sea A un eigenvalor de un operador lineal T en V, si T

es autoadjunto = A serd real.
Demostracién

A (vjv) = (v|Av), pero T'(v) = Av,

(
= (|T(v)) = <TT(v)‘v> pero T = T,
= (T(v)[v) = (Mov) = A" (v|v),

por tanto A = A\* = X es real.
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Operadores adjuntos y autoadjuntos

Operadores autoadjuntos

Teorema Sea T un operador autoadjunto en V. Supongamos que
u y v son eigenvectores de T perteneciendo a diferentes
eigenvalores = wu y v seran ortogonales: (u|v) = 0.

Demostracion
Tenemos que se cumple con:

T(u) = \iu, T(’U) =Xv V A\ 75 Ao €R,
entonces,
Az (ufv) = (u[Agv) = <UIT( )

=<TT )[v) = (@@)lo) = (Mulo),
A1 (ulv) yaque A\ €R,

pero A1 # A2 = (u|v) = 0.
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5. Operadores y espacios

5.4 Operadores ortogonales y unitarios
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Operadores ortogonales y unitarios

Operadores ortogonales y unitarios

Sea U un operador lineal en un espacio vectorial de producto interno
V', de dimensién finita = si se tiene:

vt=u-"t ¢ vut=vlU=1

se dice que el operador es ortogonal o unitario si se trata de un campo
asociado real o complejo, respectivamente.

Teorema Las siguientes condiciones son equivalentes,
e Ul=U"LUUT=UU=1
= U es unitario (ortogonal).
e U preserva el producto interno,

(Uw)|U(w)) = (ulw) V¥V u,weV.

e U preserva la norma,

U@ = ol ¥ veV.
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Operadores ortogonales y unitarios

Operadores ortogonales y unitarios
Para el caso de la invariancia del prod. interno cuando U es unitario,

(U@IU @) = (UTU@)|v) = (1@)),
L (U)|U(v)) = (ulv).
Ahora para la invariancia de la norma tenemos:

U@ = JT@UWw) = \/(UTU( )[v),

U] = /(L@)[v) = 1/ (v]v) = |lv].

Ejemplo

5 5 E ()
Sea T : R° — R° un operador U 2
lineal que rota cada vector v sobre :)\
el eje z por un angulo fijo®, | v
T(w)

T(.%', Y, Z) - 0 1\:;{;
(xCostl — ySenh, zSend + yCosb, z). x/ 4 w

[y )
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Operadores ortogonales y unitarios

Matrices ortogonales y unitarias

Sea U un operador lineal en un espacio vectorial de producto interno
V' entonces se tiene:

e Una matriz compleja A representa a un operador unitario U (rela-
tiva a una base ortonormal) <—- AT = A~1, donde A se le conoce
como matriz unitaria.

e Una matriz real A representa a un operador ortogonal U (relativa a
una base ortonormal) <= A7 = A~!, donde A se le conoce como
matriz ortogonal.

Recordando las caracteristicas equivalentes de las matrices unitarias
(ortogonales),

® A es una matriz unitaria (ortogonal).
e Las filas de A forman un set ortonormal.

e Las columnas de A forman un set ortonormal.
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5. Operadores y espacios

5.5 Cambio de bases ortonormales
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Cambio de bases ortonormales
Cambio de bases ortonormales
Teorema Sea {uj,us,...,u,} una base ortonormal de un espacio
vectorial de producto interno V' = la matriz de cambio
de base de {u;} a otra base ortonormal es unitaria
(ortogonal).

De manera inversa, si P = [a;;| es una matriz unitaria
(ortogonal) = lo sig. representa una base ortonormal,

! .
U; = aul + agiug + ...+ apily, ¥V 1=1,2,... n.

Como las matrices que representan el mismo operador 1" son similares,

B =P 'AP ¥V P = matriz de cambio de base,

e Las matrices complejas A y B son unitariamente equivalentes si
existe una matriz unitaria P tal que B = PTAP.

e Las matrices reales A y B son ortogonalmente equivalentes si
existe una matriz ortogonal P tal que B = PTAP.
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